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Innledning

Etter at mange allerede hadde studert konseptet om Hopf-algebraer fra 1940-arene fra algebra-
isk topologi og studien av algebraiske grupper ([4, Introduction]), ble det etterhvert interessant &
undergke de symmetriske funksjonene og deres Hopf-algebrastruktur, Sym, noe Bender, Knuth,
Stanley og MacMahon bela seg ut pa ([9, Chapter 1.1]). Zelevinsky brukte de symmetriske funk-
sjonene i hans undersgkelse av representasjonen av klassiske grupper, da Sym nesten kan sees pa
som prototypen av kombinatoriske Hopf-algebraer ([2, Chapter 1]).

De kvasisymmetriske funksjonenes Hopf-algebra ble videre utforsket av Thomas, Stanley og
Gessel ([5, Chapter 1]), der Gessel ogsa utarbeidet definisjonen av disse funksjonene i 1984 og
dermed ogsa Hopf-algebrastrukturen deres, QSym. Denne blir vist til & veere dualen av Solomon
descentalgebraen type A, noe som Malvenuto og Reutenauer viste i 1995. Topologien til QSym
har vist seg a veere viktig for sannsynlighet via stokking av kort og tilfeldige stier. Etter mye
undersgkelser rundt QSym blir en ny basis oppdaget, nemlig basisen av de kvasisymmetriske Schur-
funksjonene. Da Schur-funksjonene er en basis for Sym, ble de kvasisymmetriske Schur-funksjonene i
QSym en raffinering av Schur-funksjonene i Sym pa en naturlig mate. Kvasisymmetriske funksjoner
har ogsa spilt en rolle pa studiet av treer ([9, Chapter 1.1]).

Etterhvert blir Hopf-algebraen av de ikke-kommutative symmetriske funksjonene, N.Sym, un-
dersgkt, og det viser seg at NSym er isomorf med Solomon descentalgebraen type A og den frie
Lie-algebraen med endelig antall generatorer ([9, Chapter 1.1]).

Loday og Ronco sitt arbeid om algebraen av binaere traer, Y .Sym, er fortsettelsen pa studiene
av disse kombinatoriske Hopf-algebraene, i tillegg til Connes, Kriemer, Brouder og Frabetti sine
utvidelser av denne kombinatoriske Hopf-algebraen. Deres utvidelser og oppdagelser rundt dette var
stort for fysikkens verden, da denne tilnsermingen gav en annen mening til kompliserte divergerende
rekker, i motsetning til den klassiske maten a fremstille det pa ved bruk av Feynmandiagrammer
([2, Chapter 1]).

Det er fortsatt mye man kan undersgke rundt disse kombinatoriske Hopf-algebraene, dette ser
ut til & bare veaere starten av historien deres. Denne oppgaven forsgker & presentere noen av de
kombinatoriske Hopf-algebraene og undersgke hvordan disse henger sammen, i tillegg til a seerlig
undersgke Loday-Ronco Hopf-algebraen av plane bingre treer og oversettelser av denne til andre
strukturer.



Kapittel 1

Forkunnskaper

1.1 Hopf-algebra

I hele dette delkapittelet vil k£ vaere en kommutativ ring med identitet.
Hentet fritt fra [3, Chapter 1.1 & IIL.1-II1.3] og [9, Chapter 3.1].

Definisjon 1.1.1 (Algebra).
En algebra A er en k-modul med avbildinger for produkt y: A® A > A og enhet n: k- A
slik at fglgende diagrammer kommuterer, der id er identitetsavbildingen pa A.

Ao A A—"%"  _ AgA

lid@u lﬂ
A® A - A

hoA— "2 A A

=

A= Ak
Da sier man at (A, u,n) er en algebra.

\. J

Eksempel 1.1.2. Enhver kommutativ ring med identitet er en algebra. For eksempel, for Z med
vanlig multiplikasjon som produkt p og en avbilding n: k — a-1 vil diagrammene i Definisjon 1.1.1
kommutere.

Gitt to algebraer (A,u,n) og (A, u',n") og en avbilding f : A - A’, sier man at f er en
algebramorfisme om fou=p' o(f® f) og fon=1n'



Definisjon 1.1.3 (Koalgebra).
En koalgebra C' er en k-modul med avbildinger for koprodukt A : C' - C' ® C' og koenhet
€:C — k slik at folgende diagrammer kommuterer, der id er identitetsavbildingen pa C.

C A CeC
\LA lA@id
CeC el L CeCeC
®1

C——Cok

|-

Da sier man at (C, A, ¢) er en koalgebra.

Eksempel 1.1.4. Enhver kropp har en naturlig koalgebrastruktur med A(1) =1®1 og ¢(1) =1,
som gjgr at diagrammene i Definisjon 1.1.3 kommuterer.

Pa en lignende mate som man kunne definere algebramorfismer av algebraer A og A’, kan man
definere koalgebramorfismer. Gitt to koalgebraer (C, A, ¢€) og (C', A’ ¢'), vil en avbilding f : C - C’
vaere en koalgebramorfisme om A'o f = (f® f)oAoge=¢€o f.

Videre kan man si at om man har en algebra (B, pt,7) og en koalgebra (B, A, €), vil (B, p,n, A, €)
veere en bialgebra hvis en av fglgende ekvivalente pastander er sanne:

e A og € er algebramorfismer, eller

e 1 og n er koalgebramorfismer.

Definisjon 1.1.5 (Hopf-algebra).

En Hopf-algebra er en bialgebra (H, p,n, A, €) utstyrt med en avbilding S : H — H med
en avbilding g = g7}, slik at po (S®id) oA =noe=po (id®S)oA. Da sier man at
(H,pu,m,A e, S) er en Hopf-algebra.

Eksempel 1.1.6. Enhver gruppe kan bli utstyrt med en Hopf-algebrastruktur, da de inneholder
et identitetselement og alle elementer har en invers som vil tilfredstille kravene for antipode.

Om man har en gradert bialgebra (B, u,n, A, €), vil den alltid ha en antipode, og dermed veere
en Hopf-algebra.



For a kunne diskutere symmetriske funksjoner vil det vaere nyttig & forst forklare noen begreper.
Folgende delkapittel om komposisjoner og partisjoner er hentet fritt fra [9, Chapter 2.2].

1.2 Komposisjoner og partisjoner

Noen fa ord og definisjoner innenfor dette er ogsa nyttig. For et positivt heltall m sier man at
[m] = {1,2,...,m}. En komposisjon er en endelig ordnet liste med positive heltall, ogsa kalt en
tuppel, for eksempel « = (3,2,4,2,1). Her vil « vaere en 5-tuppel, fordi o har 5 elementer og vi sier
den har lengde I(«) = 5. En partisjon er en endelig uordnet liste med positive heltall der elementene
blir sortert i svakt synkende rekkefglge fra venstre til hgyre. Den underliggende partisjonen til
eksempelet over med « vil veere @ = (4,3,2,2,1). Vekten til en komposisjon (eller partisjon) er
summen av alle elementene i komposisjonen (eller partisjonen), og man skriver |a| = a; + ...+ ay
hvis « har n elementer.

Eksempel 1.2.1. For samme « = (3,2,4,2,1) som for, har vi o] =3+2+4+2+1=12.

Om man har en komposisjon 8 der || = n, skriver man § £ n og sier at 8 er en komposisjon av
n. Om man har en partisjon v der |y| = m, skriver man v n og sier at vy er en partisjon av m.

Eksempel 1.2.2. a=(3,2,4,2,1) £ 12

Nar man konkatinerer to komposisjoner a = (a1,...,ar) og 8= (f1,...,5) far man at

a'ﬁ:(ala"'aakaﬁla"'7ﬁl)'

Man kan ogsa nerkonkatinere to komposisjoner pa fglgende vis:

Oé@ﬁ:(ala"'vak"'ﬁlw'wﬁl)'

\. J

Eksempel 1.2.3. a = (3,2,4,2,1),8=(2,3,1)
a-B=(3,2,4,2,1,2,31)
a®B=(3,2,4,2,3,31).

Det finnes en naturlig 1-1 korrespondanse mellom komposisjoner a E n og delmengder ¢ [n—1].
De fglgende to definisjonene viser dette. For en komposisjon o = (aq,...,ar) = n definerer man
folgende:

[ set(a) ={a,a1 +@g,...,a1 +...+ap_1} S [n—1]. ]

Tilsvarende, om man har en mengde A = {aq,...,a;} € [n—1] der elementene er ordnet i svakt
stigende rekkefglge fra venstre til hgyre, definerer man fglgende:

[ comp(A) = (a1,a2 —ay,...,a;—ai_1,n —a;) En. ]




Eksempel 1.2.4. For a = (3,2,4,2,1) £ 12 vil
set(a) = {3,3+2,3+2+4,3+2+4+2} ={3,5,9,11} c [12-1] = [11].
Tilsvarende for A = {3,5,9,11} vil:
comp(A) = (3,3-5,9-5,11-9,12-11) = (3,2,4,2,1) F 12.

Videre er det ogsa en 1-1 korrespondanse mellom komposisjoner « = n og tupler med elementer
i delmengden {+1,-1} av lengde n — 1 gitt ved folgende algoritmer:

r

Algoritme 1.2.5.
e For o = (n), vil a svare til (n—1)-tuppelen (-1,-1,...,-1).

e For a=(1,1,...,1) En, vil a svare til (n - 1)-tuppelen (+1,+1,...,+1).

e For « = (ayq,...,a,) E n vil a svare til konkatineringen av fglgende tup-
pler: (-1,-1,...,-1,+1) med lengde = ay, (-1,-1,...,-1,4+1) med lengde =
g, ..., l(-1,-1,...,-1) med lengde = oy — 1

\.

Eksempel 1.2.6 (Eksempler fra a =1 og a F 2).
n=1:(1) svarer til ().
n=2:(2) svarer til (-1), (1,1) svarer til (+1).

Eksempel 1.2.7 (Eksempler fra o E 6).
e o =(6) svarer til (-1,-1,-1,-1,-1).
e aw=(1,1,1,1,1,1) svarer til (+1,+1,+1,+1,+1).
e a=(2,1,3) svarer til (-1,+1,+1,-1,-1).

Dermed er det ogsa en 1-1 korrespondanse mellom komposisjoner « = n, delmengder € [n — 1]

og tupler av formen over med lengde n — 1.
En descent i en k-tuppel a vil veere en indeks i € [k — 1] der a; > aij41. Descentmengden av en

k-tuppel o (Des(«)) vil veere mengden av alle descenter i a.
Eksempel 1.2.8. a=(3,2,4,2,1), Des(«) = {1, 3,4}.

Om man har to komposisjoner « og § sier man at a er en forgroving av 3 (eller at 5 er en
forfining av «) om man kan lage elementene av « i rekkefplge ved & summere elementer av 8 som
ligger ved siden av hverandre. Om « er en forgrovning av g skriver man o > .



Folgende delkapittel om formelle potensrekker er hentet fritt fra [1].

1.3 Formell potensrekke

La N? vaere mengden av alle par med positive heltall (a,b) der a,b € N. Man kan da lage en
avbildning N? — N? der (a,b) = (a,b,0). Dermed har vi at N? ¢ N3. Tilsvarende kan man si for
andre potenser av N, og vi far at N2 ¢ N3 ¢ --- og N*° = ;51 N™.

La R vaere en ring. Hvis man tar et polynom p i n variable med koeffisienter i R vil det vaere
av formen

p= Z arx’,ar e R, I =(iy,...,in) e N"
ITeN™

Dette polynomet vil ha endelig antall ledd, og man sier at p € R[x1,...,z,].
La I = (i1,...,in,...) € N® og la koeffisientene til f veere a; € R. Da vil f veere en formell
potensrekke f € R[[x1,...,%n,...]] slik at

i= 3 arz’ ar e R, I=(iy,...,in,...) e N®
TeNe

Her kan f ha uendelig mange ledd # 0. Man sier at f € R[[z1,2,...]]. PA denne maten kan man
si at et polynom er et spesielt tilfelle av en formell potens rekke, da polynomet kun kan ha endelig
mange ledd # 0, mens en formell potensrekke kan ha uendelig mange ledd # 0.

Man kan dele den formelle potensrekken opp i monomer; hvert ledd i den formelle potensrekken
er et monom. Gitt et monom zj'---x7* sier vi at monomet har grad n hvis (a1,...,ax) Fn. Om

alle monomene i en formell potensrekke f har samme maksimalt grad m, sier man at f har grad
m.



Fglgende delkapittel om Young diagram- og tablaer er tatt fritt fra [9, Chapter 2.3-2.4].

1.4 Young Diagram- og tablaer

Et Young diagram er en mate & illustrere en partisjon som et rutenett. For en partisjon A\ =
(A,---, k) + n, der k er antall elementer av partisjonen, vil n vare antall celler i Young dia-
grammet dets pa en slik mate at det er \; celler i rad nummer 4, indeksert fra nederst til gverst.

Eksempel 1.4.1. X\ =(5,3,3,2,2,1),

[ ]

Her kaller man ogsa diagrammet for A, eller at diagrammet har form A. Et Young diagram kan

ogsa veere skjevt. Det vil i praksis si at diagrammet mangler noen ruter.
Hvis A er et Young-diagram og man fjerner rutene som tilsvarer Young-diagrammet p vil man

fa et diagram med formen A/p.

Eksempel 1.4.2. 1 =(2,2,1),\Mu=(5,3,3,2,2,1)/(2,2,1)




Et Young diagram er et band om den ikke inneholder Young diagrammet A = (2,2) pa noe sted,
det vil si Young diagrammet

finnes ikke blant bandet. Band blir ofte indeksert ved en komposisjon og i motsatt rekkefglge enn
andre Young-diagram, altsa fra gverst til nederst. Hver indeks sier hvor mange ruter det er pa den
raden.

Eksempel 1.4.3. \/u=(6,6,3,2,1)/(5,2,1)

a=(1,2,2,41)

For et Young diagram )\ kan man finne transponeringen A\t ved \* = {(4,7)|(i,5) € A}. Det samme
gjelder for band komposisjonene deres.

Eksempel 1.4.4.

[ ]
|

a=(1,3) o'=(1,1,2)

Man kan ogsa fylle inn positive heltall i et Young diagram, da kaller man det for et Young tabla.
Man sier at et Young tabla A\/u er et semistandard Young tabla (SSYT) om tallene det inneholder
folger to regler: Tallene gker svakt fra venstre til hoyre, og tallene gker strengt fra nederst til gverst.
Tablaet vil veere standard istedet for semistandard om hvert tall blir brukt kun en gang i tabléet.
Nedenfor vises forst et SSYT og deretter et standard Young tabla (SYT).

Eksempel 1.4.5 (SSYT).

HM%@‘
B~

[\

Eksempel 1.4.6 (SYT).

EN|



Kapittel 2

Symmetriske funksjoner

Fglgende kapittel er hentet fritt fra [9, Chapter 3.2] om symmetriske funksjoner.

2.1 Definisjoner

Hvis vi lar R = Q i definisjonen av formelle potensrekker, vil Q[[x1, z2, . ..]] veere en Hopf-algebra av
formelle potensrekker med uendelig antall variabler over @), det vil si med uendelig antall varibler
med koeffisienter i Q. Ethvert element i Q[[z1,22,...]] vil da veere en formell potensrekke som
tilfredsstiller kravene til at Q[[x1,z2,...]] er en Hopf-algebra.

For et positivt heltall n og en mengde [n] = {1,2,...,n}, vil en permutasjon av [n] veere en
bijeksjon o : [n] - [n] som sender et element fra [n] til et element av [n]. Vi kaller mengden av alle
permutasjoner o av n elementer for G,,. Hvis &,,,1 blir definert slik at &,,,1 sender n+1 til n+1 og
har samme permutasjoner som &,, for resten av n, vil vi ha &,, € &,,,1. Vi definerer U506, = G,
der G, kalles den symmetriske gruppen.

' 3

Definisjon 2.1.1 (Symmetrisk funksjon).

En symmetrisk funksjon er en formell potensrekke f € Q[[z1,22,...]] slik at f er av endelig
grad og f er uforandret av folgende operasjon:

For enhver o € 6o, og Q[[z1,22,...]] vil

Qg
i1

ag
ik

a1 O

T a(il)“. o'(zk)

o-(x =z
Med andre ord vil det si at o - f = f nar o er utvidet pa den naturlige maten.

\. J

Eksempel 2.1.2. Hvis man har f = 2223 + 2123 + 2325 + 2122 + 2221 + 2122 og 0 € &3, har man at

o f=a3xd +xlad + 2%2l + ala? + 222l + alal = f

Mengden av alle symmetriske funksjoner er en Hopf-algebra og har noen spesielle type funksjoner
som basis ved hjelp av produkt og koprodukt beskrevet senere. En av basisene er den monomiale
symmetriske funksjonen my er definert som my = fo‘f"-x;‘:, der A = (A1,..., ) er en partisjon



og summen gar over alle k-tupppler (i1, ...,z ) € N¥ slik at det blir distinkte monomer. Vi definerer
Mg = 1.

Eksempel 2.1.3 (Monomial funksjon).

ms,1) = el v adel 4 xi’xé + xgx% + il + x%mé +.o...
For a kunne forklare en annen type funksjon som utspenner Hopf-algebraen av symmetriske
funksjoner, ma man fgrst forklare de n-te elementere symmetriske funksjonene, e,, definert som
(for n positivt heltall)

en = m(ln) = Z Lijy Ty,
11 <+ <lp

der myiny =m(q,1,... 1) der partisjonen inneholder n antall 1.

Eksempel 2.1.4 (Elementaer symmetrisk funksjon).

1,11 1,11 1,11
€3 = M(13) = M(1,1,1) = T1T2T3 T X1 XLy + T T3Ty + ...

Man ma ogsa forklare h,,, den n-te fullstendige homogene symmetriske funksjonen, som er defi-
nert som

hn = Z my = Z Liy Ty,

AFn 1<i1 <<y

Eksempel 2.1.5 (Fullstendig homogen symmetrisk funksjon).

SR o e S

h3 = m(g) + m(271) + m(l,lyl) = .’IJ? + ZC% +x

Bade den n-te elementeere symmetriske funksjonen og den fullstendige homogene symmetriske

funksjonen kan utvides til partisjoner. For en partisjon A = (A1,...,Ax) sier man at den elementere
symmetriske funksjonen ey er

N N
Ai

og man sier at den fullstendige homogene symmetriske funksjonen hy er

ha = hag-+ha, = [T ha,
Ai

\. J

Man sier at ey og h)y utspenner Hopf-algebraen av symmetriske funksjoner, beskrevet litt senere.



For en partisjon A vil Schur funksjonen sy veere

S\ =Z:ZZT
T

der T er alle semi-standard Young tablaer (SSYT) med formen A. Man kan ogsa ha Schur
funksjoner av skjeve tablaer; for en skjev form A/ vil Schur funksjonen sy, veere

S\/u =D a”
T

der T er alle semi-standard Young tablaer (SSYT) med formen A/u. Schur funksjonen vil ogsa
veere en basis av Hopf-algebraen av symmetriske funksjoner.

Eksempel 2.1.6 (Schur funksjon).

5(2,1) = x%xz + 1'%133 + x%xl + 1‘%333 + x%xl + x%m + 2x12923 fra SSYT-ene

2 3 2 3 3 3 3 2
11\ 11\ 12\22\ 13\23\ 12\ 13\

Videre kan man se pa band-Schur funksjonen r, definert som

ra= ¥ (~1)1Op

Bra

der a er komposisjonen til bandet. Band-Schur funksjonen er enda en basis av Hopf-algebraen
av symmetriske funksjoner.

Eksempel 2.1.7 (Band-Schur funksjon).
Hvis vi har a = (2,1,1), har vi (2,1,1) <{(2,1,1),(3,1),(2,2), (4)},
1((2,1,1)) =3,1((3,1)) =2, 1((2,2)) =2 0g 1((4)) = 1. Da far vi at

Ty = Y. (—1)3_“5)/15 =h@1,1) ~hea) —hee) +ha
ﬁ)(?,l,l)

Fordi de fem forskjellige funksjonene er basiser av Hopf-algebraen av symmetriske funksjoner,
kan man definere Sym™ som Hopf-algebraen av symmetriske funksjoner slik at

' 3

Sym™ = span{mx|\ + n} = span{ex|\ + n} = span{hr|A + n}

= span{sx|A - n} = span{ry|A - n}

og vi far at mengden av alle symmetriske funksjoner Sym blir en direkte sum

Sym = @ Sym”

n>0

10



2.2 Produkt og koprodukt

Vi skal na diskutere produkt og koprodukt ved hjelp av tre av basisene nevnt ovenfor. Det finnes
ikke et enkelt uttrykk for produktet av monomiale funksjoner my. For hy og ey vil produktet vaere
enkelt, vist med et kort eksempel.

Eksempel 2.2.1. h(3,2,2,1)h(2,1,1) = h(3’2’2,2’1’1’1).

Tilsvarende for e.
For produktet rors far man

TaTB =TaB +Taops

Eksempel 2.2.2. For o =(1,3,1,1,2),6=(3,1,1) vil

7(1,3,1,1,2)7(3,1,1) = 7'(1,3,1,1,2,3,1,1) ¥ 7(1,3,1,1,5,1,1)-

Koproduktet kan ogsa bli beskrevet for noen av basisene til Sym ved fglgende formler:

Almy) = Y, mye@m,
A=

i

=
AN

s

(=}

A(ey,) =

€; ®€n_;

1=

A(hn) = Zn: hl ® hn—i
=0

Her folger noen eksempler for a vise hvordan koproduktet blir regnet ut for hver av disse basisene.
Eksempel 2.2.3.
A(m(2,2,1)) =1 (2,2,1) ® 1 +12,1) ® 1M (2) +1M(2,2) ®M(1) + 1M (2) ®M2,1) +1M (1) ®TM(2,2) + 1@ M (221)

Alez)=1®e3+e1®exs+ea®e +e3®1
A(hg)=1®hs+hy ®hy+hy®hy +h3®1

For at Sym skal veere en Hopf-algebra, ma man ogsa definere en koenhet og antipode.

Koenheten er gitt ved
1 hvis A= @&
e(my) = {

0 ellers

og antipoden er gitt ved
S(sx) = (—1)"sx

11



Kapittel 3

Kvasisymmetriske funksjoner

Dette kapittelet om kvasisymmetriske funksjoner er hentet fritt fra [9, Chapter 3.3].

3.1 Definisjoner

Definisjonen pa en kvasisymmetrisk funksjon kan ligne pa definisjonen til en symmetrisk funksjon.

Definisjon 3.1.1 (Kvasisymmetrisk funksjon).

En kvasisymmetrisk funksjon er en formell potensrekke f € Q[[x1,x2,...]] slik at f er av
endelig grad og f er uforandret av fglgende operasjon:

For 0 € 6 og Q[[z1,2,...]] vil

0.27 =22 1

der 0.1 er k-tuppelen man far nar man arrangerer o (41 ),...,0(ix) i stigende rekkefglge. Med
andre ord vil det si at o. f = f nar o er utvidet pa den naturlige maten.

En lignende versjon av fglgende definisjon kan ogsa brukes pa symmetriske funksjoner.

Definisjon 3.1.2 (Kvasisymmetrisk funksjon).
En kvasisymmetrisk funksjon er en formell potensrekke f € Q[[z1,x2,...]] slik at f er av
endelig grad og for enhver komposisjon a = (aq,...,ax) vil monomene mf‘llxg‘: € f der
indeksene er iy < --- < i ha samme koeffisienter.

\. J

Eksempel 3.1.3. Hvis man har f = 2323 + 2321 + 2221 og 0 € &3, har man at

o.f =a?xd + a?xd + alad = f.

Hopf-algebraen av kvasisymmetriske funksjoner har noen basiser som skal diskuteres her. Vi

starter med de monomiale kvasisymmetriske funksjonene, M,. For en komposisjon o = (s, ..., ag),
vil M, = inlng hvis summen gar over k-tuppelen (ii,...,ix) 0g i1 < -+ < 4x. Vi definerer
M@ = 1

12



Eksempel 3.1.4 (Monomial kvasisymmetrisk funksjon).

M1y = il + xi’mé + x4
Mengden av alle kvasisymmetriske funksjoner kaller vi QSym, og fordi M, er en basis av de
kvasisymmetriske funksjoner, har vi at de kvasisymmetriske funksoner av grad n er

( "\

QSym" = span{Mu|a En}.

Dermed far vi at

QSym = P QSym”

n>0

Vi har ogsa at den fundamentale kvasisymmetriske funksjonen F, er definert som

Fo= Y Mg

Bxa

Eksempel 3.1.5 (Fundamental kvasisymmetrisk funksjon).

F(271) = M(271) + M(171)1) der
My = oo} + b+ aad + a2ed + - og
M1,1,1) = ®1T2%3 + T1T2T4 + T1T3T4 + Tox3T4 + -+ slik at
Fny = x%mé + x%@l}, + x%x}l + :L‘gxé T oo

+X1T2x3 + T1X2T4 + T1X3T4 + T2X3T4 + -

13



3.2 Produkt og koprodukt

Som med symmetriske funksjoner er det bedre a se pa disse basisene som spenner ut Hopf-algebraen
av kvasisymmetriske funksjoner for a kunne se hvordan produktet og koproduktet oppfgrer seg. For
a illustrere produktet av monomiale kvasisymmetriske funksjoner vil jeg bruke et eksempel, tatt
fra [9, Chapter 3.3.1]. For komposisjoner « = (a1, ...,ax) og 8= (51,...,5) kan man forestille seg
alle stier P i (z,y)-planet fra (0,0) til (k,7) ved hjelp av stegene (1,0), (0,1) og (1,1). Hvis P;
er koordinatene etter i steg av en sti P (der Py = (0,0)), kan man definere den korresponderende

komposisjonen yp til stien P med m steg som vp = (71, ..,7m) der
0y hvis steg nummer i=(1,0) og P,y = (q—-1,r-1),
Yi =14 Br hvis steg nummer i=(0,1) og Pi.1 = (q-1,r-1),

ag+ B hvis steg nummer i = (1,1) og P,.1 = (¢- 1,7 -1).

Eksempel 3.2.1 (Produkt av M, og Ma).

Et rektangel har o = (4,5,1), 8 =(3,1) og stien P fra (0,0) til (3,2) som vist i figuren ovenfor.
Her vil PO = (0,0),Pl = (1,0),P2 = (1,1),P3 = (2,1),
Py = (372) ogvp = (4737572)

For de monomiale kvasisymmetriske funksjonene vil formelen for produkt veere

Mo Mpg = Z M,,
P

der P er stiene beskrevet i forrige avsnitt i (x,y)-planet fra (0,0) til (I(«),1(8)) ved hjelp av
stegene (1,0), (0,1) og (1,1).

Hvis man har to ord a = ajas---a, og b = bibe---b,, vil en shuffle (eller en stokking) av a og b
vaere et nytt ord ¢ med n +m bokstaver som inneholder alle bokstavene a; og b;. Bokstavene i c
er ordnet slik at a;-ene er i sin opprinnelige rekkefglge og b;-ene er i sin opprinnelige rekkefglge.
Mengden av alle shufflene av ¢ blir ofte denotert a Ll b.

Eksempel 3.2.2.
For ordene a = atu og b = ms har vi at

a Wb = {atums, atmus, amtus, matus, atmsu, matsu, amstu, mastu, msatu}

14



Dette kan ogsa overfores til permutasjoner. Fra kapittelet om symmetriske funksjoner har vi at
vi kan skrive en permutasjon av [n] som en n-tuppel o = o(1)---0(n) € &,. For to permutasjoner
0 €8, 0g T €&, sier man at en shuffle (eller en stokking) av o og 7 er en permutasjon 7 € S, 4s,.
For at permutasjonen skal veere i &,,,,, definerer man elementene 7(j) = 7(j+n). Elementene i 7 er
ordnet slik at o(7)-ene er i sin opprinnelige rekkefelge og 7(j)-ene er i sin opprinnelige rekkefglge.
Mengden av alle shuffles av o og 7 kaller vi o LU 7.

Eksempel 3.2.3. 121121 = {1243, 1423, 1432, 4123, 4132, 4312}

Hvis vi lar a En, 0 € &, slik at Des(o) = set(a), og B Em, T € S, slik at Des(7) = set(5). Da
har vi at

FoFg= ). Fiomp(Des(n))

meoLUT

For a forklare bedre hvordan dette fungerer i praksis, brukes eksempelet nedenfor.

Eksempel 3.2.4 (Produkt, fundamental kvasisymmtrisk funksjon).

FagyFay = Faa + Fasny + Fage) + Feog) + Faus)

Her har vi at a = (1,3) E4 og 8= (1) = 1, derfor ma vi finne o € &4 slik at Des(o) = set((1,3)) og
7 € &1 slik at Des(7) = set((1)).

set((1,3)) = {1}, sa vi ma ha en o € &4 der Des(o) = {1}, sa la o = 2134. set((1)) = @, sa vi ma ha
en 7 €&y der Des(t) =g, salart=1.

oW T =213411 ={21345,21354,21534,25134,52134}.

For hver 7 € 2134 w1 vil dens respektive descent veere {{1},{1,4},{1,3},{2},{1,2}}, og deret-
ter folger deres komposisjoner {(1,4),(1,3,1),(1,2,2),(2,3),(1,1,3)}. Disse komposisjonene blir
indeksene som brukes pa leddene i summen.

Koproduktene vil bli generert ved formelene nedenfor:

A(M,) = Y Mse M,
a=f-y
A(F,) = D Fs®F,
a=8-y eller a=Loy

Eksempel 3.2.5 (Koprodukt, monomial kvasisymmetrisk funksjon).
A(M(Q)Lg)) =1® Ma,1,3) + M2) ® M(13)+ M(2,1) ® M3y + M(2,13)®1
Eksempel 3.2.6 (Koprodukt, fundamental kvasisymmetrisk funksjon).
A(F(z’g)) =1® Fa2)+ Flo) ® Flo) + F(2,2)® 1

+F(1) ® F(1,2) + F(Q’l) ® F(l) + F(l,l) ® F(l,l)

Fordi (2’ 2) s {(2’ 2)’ (17 17 2)’ (2’ 17 1)’ (1’ 17 17 1)}
Her er konkatineringene i fgrste linje og naerkonkatineringene i andre linje.
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Videre definerer man koenhet og antipode som fglger:

Koenheten er gitt ved
1 hvis o=@

0 ellers

6(]Woz) = {

og antipoden gitt ved
S(F,) =(-1)"Fy
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Kapittel 4

Ikke-kommutative symmetriske
funksjoner

Dette kapittelet om ikke-kommutative symmetriske funksjoner er tatt fritt fra [9, Chapter 3.4].

4.1 Definisjoner

For a kunne forklare Hopf-algebraen av ikke-kommutative symmetriske funksjoner, ma man forst
forklare noen av dets basiser.

a D

Definisjon 4.1.1 (Elementar ikke-kommutativ symmetrisk funksjon).

Den n-te elementere ikke-kommutative symmetriske funksjonen, e,, er den ubestemte e,.
Vi definerer eg = 1.

For en komposisjon « = (aq,...,ax) vil den elementaere ikke-kommutative symmetriske
funksjonen e, veere definert som produktet

€ = €q; €0 -

Definisjon 4.1.2 (Fullstendig homogen ikke-kommutativ funksjon).
Ved hjelp av e, kan man definere den n-te fullstendige homogene ikke-kommutative funksjo-
nen h,, som summen

h, = Z (_1)n_mey1ey2'"eymv
(Y1,Y2,--,Ym )EN
der hy = 1.
For en komposisjon « = (a1, ...,ax) vil den fullstendige homogene ikke-kommutative sym-
metriske funksjonen h, veere definert som produktet

ha = hal'”hak = Z (_1)‘a|_l(ﬂ)e6'

Bz«
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Eksempel 4.1.3.
La « = (2,1). Da har vi at de mulige forfiningene av « er {(2,1),(1,1,1)}. Videre har vi at
o) =2+1=30g1((2,1)) =2 og 1((1,1,1)) = 3, slik at

hoyy= > (1) Pes = -1y +eq 1)
B=<(2,1)

For a verifisere dette kan man se pa definisjonen av h,, h,, og e,.

h( 1) =hah;
hy = Z (_1)2imeyleyz“'eym = (_1)27192 + (_1)2729191 =-ez t+ee;
(ylay2a~~7y7n)':2
h; = Z (_1)1_mey1ey2"'eym = (_1)1_1‘31 =e

(y1,92,.-ym)E1
h2h1 = (—62 + elel)el = —ege] +ejejeq = —6(2,1) + e(1)171)

som verifiserer formelen for den fullstendige homogene ikke-kommutative symmetriske funksjonen.

Definisjon 4.1.4 (Ikke-kommutativ band-Schur funksjon).
For en komposisjon « = (a1, ...,a) vil den ikke-kommutative band-Schur funksjonen v,
veere definert som
Ty = Z (—l)l(‘)‘)‘l(ﬁ)hﬁ.
Bra

Eksempel 4.1.5.
La a=(1,2,1). Da vil de mulige forgrovingene av o vaere {(1,2,1),(3,1),(1,3), (4)}. Videre har vi
at () =3,1((3,1)) =2,1((1,3)) =2 og 1((4)) =1, slik at

raony = . (-1 Phg=hg o1y -heo) —has +hey
ﬁ)(l,Q,l)

Mengden av ikke-kommutative symmetriske funksjoner, kalt N.Sym, har disse tre funksjonene
beskrevet ovenfor som basis. Dermed far vi at de ikke-kommutative funksjonene av grad n kalt
N Sym™ blir utspent av basisene

NSym"™ = span{ey|a = n} = span{h,|a En} = span{r,|a En}

og vi sier at NSym er den direkte summen

NSym =@ NSym"

n>0

der NSym er Hopf-algebraen av ikke-kommutative symmetriske funksjoner.

18



Videre forteller [9, Chapter 3.4.2] om arbeidet til Gessel, Malvenuto og Reutenauer som sier
at NSym er den graderte dualen av QQSym, der basisene av QSym blir koblet sammen med dens
duale i NSym slik at fglgende tilfredstilles:

<M0wh,3> = 60&5

0og
(Fa7rﬁ> = 5045

der o8 er Kronecker deltaen som gir d,g = 1 for a = 5 og dop =0 for a # .
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4.2 Produkt og koprodukt

Produktene for de tre nevnte basisene kan ligne pa produktet til noen av basisene i Sym. For to
komposisjoner a og 3, har vi

€,€3 = €4.3, hahg = ha-[i'v rarg =ra.g +raes

Eksempel 4.2.1 (Eksempel pa produkter).
€(1,3.1,1,2)€(3,1,1) = €(1,3,1,1,2,3,1,1)

r1,3,1,1,2)r(3,1,1) =1(1,3,1,1,2,3,1,1) T¥(1,3,1,1,5,1,1)

Koproduktet gar lett an a forklare for e, og h, som

A(en) = Zei ®e,;, A(hn) = th ® hn—i
i=0 =0

Eksempel 4.2.2 (Eksempel pa koprodukt).

4
A(e4):Zei®e4_i:e0®e4+e1®e3+e2®e2+e3®e1+e4®e0
=0

Eksempel 4.2.3 (Eksempel pa koprodukt).

1 1
Alea,y) =20 D €5 ®e-i1-j) = €0,0) ®€(1,1) + €(0,1) ® €(1,0) + €(1,0) ® €(0,1) + €(1,1) ® €(0,0)
i=14=0

Slik at det skal bli en Hopf-algebra, ma man ogsa ha koenhet og antipode.

Koenheten er gitt ved

(e2) 1 hvisa=g
eley) =
0 ellers

og antipoden gitt ved
S(h,) =(-1)"e,
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Om man sammenligner r,, der a = n med tupler av formen {+1,-1}""1, kan man se en korrespon-
danse mellom dem pa en lignende mate som man kunne se korrespondanse mellom komposisjoner
aknog {+1,-1}"! som vist nedenfor.

Algoritme 4.2.4.
e For a = (n), vil r, svare til (n - 1)-tuppelen (-1,-1,...,-1).

e For a=(1,1,...,1) =n, vil r, svare til (n - 1)-tuppelen (+1,+1,...,+1).

e For @« = (ai1,...,a;) = n vil r, svare til konkatineringen av fglgende tup-
pler: (-1,-1,...,-1,+1) med lengde = a3, (-1,-1,...,-1,+1) med lengde = o,
ooy (=1,-1,...,-1) med lengde = o, - 1

Eksempel 4.2.5 (Eksempler fra a =1 og a E 2).
n =1:r(y svarer til ().
n =2: 1) svarer til (=1), r(;,1) svarer til (+1).

Eksempel 4.2.6 (Eksempler fra a E 6).

e a=(6)svarer til r(_y 1 _1,_1,1)

)

o a=(1,1,1,1,1,1) svarer til r(41 41 41,41,41)-
o (¥ = (27 173) svarer tll r(_17+17+1,_17_1).

Videre blir et produkt pa slike tupler definert i [7, Chapter 4.6] som
(51, . ,€n_1) * ((317 ce ;5771—1) = (61,. . ,<€n_1,+1,(517 e ;5771—1) + (817 e ,sn_l,—l,él, .. ~76m—1)-
Man kan sammenligne dette med produktet av den ikke-kommutative band-Schur funksjonen
rarg =Ta.g + Taop, 0g se at produktene ogsa vil samsvare, slik som eksemplene nedenfor viser.

Eksempel 4.2.7.

r(1)T(3) = I(1,3) + gy svarer til (+1,-1,-1) + (~1,-1,-1), noe som ogsa stemmer for produktet av
tuplene de tilsvarer.

r(2,3)T(4) = T(2,3,4) + T(2,7) svarer til (-1,+1,-1,-1,+1,-1,-1,-1) + (-1,+1,-1,-1,-1,-1,-1,-1),
noe som ogsa stemmer for produktet av tuplene de tilsvarer.

Om man kaller vektorrommet av slike tupler av grad n for ESym™, kan man si at

ESym = @ ESym™

n=0

og dermed ser man at det er en naturlig isomorfi mellom ESym og N Sym.
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Kapittel 5

Malvenuto-Reutenauer

Folgende kapittel er tatt fritt etter [4, Chapter 8.1] og [5, Chapter 3] om Malvenuto-Reutenauer
Hopf-algebraen av permutasjoner FQSym (pa engelsk free quasisymmetric functions, derfor F@Q),
men i denne oppgaven blir det kalt SSym, da permutasjoner er viktige for a definere basisen, og
mengden av permutasjoner av n objekter ofte er kalt &,,.

For en permutasjon « kan man assosiere det med et ord, der ordet det blir assosiert med er la-

get av elementene i «; « er assosiert med ordet (aq,as,...,qy,).
Definisjon 5.0.1. Basisen til SSym vil veere F,, indeksert av ordet (wy, ..., w,), der perm-
utasjonen w er assosiert med ordet (wq,...,wy,).

5.1 Produkt og koprodukt

a D

Proposisjon 5.1.1 (Produkt).
Gitt to permutasjoner u € Sy og v € §; har man at produktet av F,, og F, er

F,F,= Y F,

weulllv[k]

der permutasjonene er sett pa som ord og for v = (vy,...,v;) har viat v[k] = (k+vy, ..., k+vp).

\. J

Eksempel 5.1.2 (Eksempel pa produkt).
La u =21 og v = 312, slik at v[k] = 534. Videre betyr dette at

wlwv[k] = {21534,25134,25314, 25341, 52134,52314, 52341, 53214, 53241, 53421}
og dermed

FoiF3i2= Y. Fy=Fossa+ Fosiza+ ...+ Frzann
we2l 1534
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For a forklare koproduktet er det nyttig a forst forklare et nytt begrep, standardisering.

Algoritme 5.1.3 (Standardisering).

For et ord i = (i1, ...,%,) vil standardiseringen av i veere std(i) som er en permutasjon som
folger folgende regelsett:

Start med den minste bokstaven i i og bytt ut alle tilfeller av bokstaven med tallene
1,2,...,m;. my vil da veere antall ganger den minste bokstaven inntreffer i ordet. Der-
etter fortsett med den nestminste bokstaben i i og bytt ut alle tilfeller av bokstaven med
tallene m1 + 1,m1 + 2,...,m1 + ma. my vil da veere antall ganger den nestminste bokstaven
inntreffer i ordet. Fortsett slik helt til alle bokstavene er byttet ut med naturlige heltall.

\.

Eksempel 5.1.4 (Standardisering).

std(abbcabcab) = std(1bbc2be3b) = std(145¢26¢37) = (145826937).

Proposisjon 5.1.5 (Koprodukt).
For et ord (en permutasjon) w = (wy, ..., w,) € &, vil

n
A(F’w) = Z Fstd(wl,wmm,wk) ® FStd(U)k;.‘.l,wk.#Q,‘..,wn)'
k=0

\.

Eksempel 5.1.6 (Eksempel pa koprodukt).
For ordet accab vil std(accab) = 14523 € &5 og man far at

5
A(Faccab) = Z FStd(w17w27w37w47w5) ® FStd(wk+17wk+2,wk+37wk+4ywn)
k=0

=1® Flas23 + F1 ® Fy503 + F14 ® Fro3 + Fys ® Foz + Fliyso ® I3+ Fiys03® 1

Enheten for SSym er gitt ved avbildingen som sender et element fra kroppen k til identi-
tetspermutasjonen 1.
Koenheten er, for en permutasjon w, gitt ved

1 hvis w = id
e(w) = :
0 hvis w € Sp»1

Fordi SSym er en gradert bialgebra, kan man si at den har en antipode, og dermed har man
at SSym er en Hopf-algebra.
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Kapittel 6

Loday-Ronco

For a kunne diskutere Loday-Ronco Hopf-algebraen av plane bingere traer, ma man forklare hva
treer er og hvordan operasjoner pa treer fungerer. Dette kapittelet er tatt fritt etter [7, Chapter 2
& 3.

6.1 Treer

Definisjon 6.1.1 (Treer).

Et plant tre er en graf som er tegnet i planet, som kun har én rot. Det er binert om etthvert
indre hjgrne er trivalent (altsa det har kun en rot og to blader). Y;, er mengden av plane
bingere treer med n + 1 blader og dermed n indre hjgrner.

IR TIR VARV vE!
YYD

Elementene i mengden Y, er treer T', der graden til T' er n. Man sier ofte at T er et n-tre. Antall
treer 1 Y, er talt opp av Catalan-tallene, gitt ved formelen ¢, = (2n)!/n!(n + 1)!.

Eksempel 6.1.2.

Eksempel 6.1.3. co=1, c1=1, c3=2, c3=5, cg4=14, c5=42.

Man kan pode sammen traer; om man har et p-tre 77 og et g-tre Ts, vil man lage et nytt (p+g+1)-
tre Ty v T, ved a sammenfgye treerne T og T med en ny felles rot. Fra dette kan man ogsa se at
for et hvilket som helst tre T finnes det unike treer T} og T slik at T =T vTs

Eksempel 6.1.4.
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Man kan ogsa gi nivaer til treerene.

Definisjon 6.1.5.

Et plangert bingert tre med nivaer er et plansert bingert tre Y, som definert ovenfor der
etthvert indre hjgrne har et niva i € {1,...,n}. Nivaene til et indre hjgrne blir nummerert
stigende nedover, slik at det indre hjgrnet med niva 1 er det gverste, niva 2 er nest gverst
og sa videre helt til niva n som er helt nederst i treet, altsa ved roten av treet.

Eksempel 6.1.6. Treet V kan bli treerne \<// og \\?/ om man tar med nivaer.

Ethvert planaert bingert tre med nivaer kan bli unikt definert ved & lese nivaene av de indre
hjgrnene fra venstre til hgyre i treet. Pa denne maten vil traerne i eksempelet ovenfor kunne bli
assosiert med permutasjoner av tre elementer, der treerne i eksempelet vil tilsvare 231 og 132
respektivt sett. Mengden av alle plane bingere treer med n nivaer kaller vi Y,,.

Mengden av plane bingre treer, kalt Y .Sym, har treer Y,, som basis. Dermed far vi at plane
bingere treer med n indre hjgrner kalt Y Sym™ blir utspent av

( A

Y Sym™ = span{Y,,}

og vi sier at Y Sym er den direkte summen

Y Sym =P Y Sym"

n=0

der Y Sym er Hopf-algebraen av plane bingere treer.
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6.2 Produkt og koprodukt

( A

Proposisjon 6.2.1 (Produkt).
For to treer T =Ty v Ty og T' = T{ v Ty har man at produktet av treerne T+ T er

17 107 o 0P8 5 (0 s ) 2 (00 e ) 0
=Ty v (Te* (T vTy))+ ((TyvTo) +T)) v Ty
der man ogsa har at |« T =T =T * |. Hentet fra [7, Proposition 3.2]

\. J

Nedenfor fglger et eksempel pa hvordan regne ut produkt av to treer, samt en tabell over noen
av de enkleste produktene.

Eksempel 6.2.2 (Produkt av treer).

FortraerneT:\/:‘v‘:Tlng og T':K/:\/v‘:T{vTQ' har vi at produktet

T + T vil veere
T+T' =T v (T +T)+(T*T{) v T,

SO N O N ] N

:|\/(
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Proposisjon 6.2.3 (Koprodukt).
For et tre T =11 vTs € Y, yme1 der Th €Y, og T € Y, vil man ha et koprodukt slik at

A(T) = Y(T1g,) * Tag,) @ (T4, VT3, ) +T8]
7.k

der vi har
A(Tl) = ZTl(j) ® Tll(n—j)
J

A(Ty) = ZTQ(M ®T2,<m—k>
k

Hentet fra [7, Proposition 3.3].

Eksempelet nedenfor prgver a gjore det litt lettere a forsta hva dette betyr i praksis.

Eksempel 6.2.4. For treet T = \</ har vi at koproduktet blir

A(T):A(\</):‘®\</+\/®\/+\</®|

Pa neste side folger en tabell over koprodukt av treer med opptil 3 indre hjgrner.

Videre kan man definere en enhet som sender ethvert tre T til identitetstreet,

Koenheten vil vaere en avbilding som sender ‘ til 1 og ethvert annet tre T til 0.

Fordi Y Sym er en gradert bialgebra, kan man ogsa si at den har en antipode, og dermed er
det ogsa en Hopf-algebra.
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Kapittel 7

Hvordan det henger sammen

I [7, Proposition 2.3] skrives det om en bijeksjon mellom treer med n nivaer (Y;,) og permutasjoner
av n elementer (S,). Det finnes ogsa en avbilding fra permutasjoner av n elementer til kompo-
sisjoner a = n (C). For en permutasjon o(1)c(2)...0(n), vil den bli avbildet til komposisjonen
comp(Des(a(1),0(2),...,0(n))). Nedenfor er en tabell med eksempler fra n = 3.

Eksempel 7.0.1 (S, - C,, for n =3).

Permutasjon | Des(a(1)a(2)o(3)) | comp(Des(a(1)c(2)o(3)))
123 {} 3)
132 {2} (2,1)
213 {1} (1,2)
231 {2} (2,1)
312 {1} (1,2)
321 {1,2} (1,1,1)

Fordi man kan skrive alle plane binaere traer med n nivaer som permutasjoner av n elementer og
visa versa, kan man derfor se at det er en avbilding fra permutasjoner til bingere treer med nivaer
til komposisjoner, S,, = Y, = C,.
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Om man har et vektorrom kX med basis av elementene i X, vil det duale vektorrommet (kX)*
ha en naturlig basis, alle elementene i x* gitt ved avbildingen kX — k der z blir sendt til 1, og alle
andre elementer 1 X blir sendt til 0. Videre kan (kX )* naturlig identifiseres med vektorrommet kX
ved a la z* svare til x.

Man kan lage vektorrom av mengdene ovenfor (Sn,f’n,Cn) og fa vektorrommene kS,, kY, og
kC,, repsektivt sett. Videre, fordi disse har basiser, vil deres duale ogsa fa naturlige basiser gitt
pa samme mate som ovenfor, og vektorrommene identifisere naturlig med sine dualer slik at SSym
na er @, (kSp)*, YSym na er @,5,(kY,)* og NSym na er @,:,(kC,)*. Sa, fra avbildingene
S, - Y, - C,, far man de duale avbildingene

(ESym 2)NSym - Y Sym — SSym.

Eksemplene nedenfor viser hvordan disse avbildingene kan se ut.

Eksempel 7.0.2 (Eksempel for NSym — Y Sym).
Fordi NSym og ESym er isomorfe, brukes tuplene her for simplisitetens skyld.

() % (=1,=1) = (+1,~1,~1) + (=1, ~1,~1) —» \Py . V
INEE VANV

og man ser at produktet blir respektert for NSym — Y Sym.
Eksempel 7.0.3 (Eksempel for Y Sym — SSym).

A(V) ‘@V \P/ \'/ \P/ \'/ |®V—>1®F321+F1®F21+F21®F1+F321®1

A(\?y) > A(F321) =1®@ F301 + F1 @ Fo1 + F51 @ F1 + F50, ® 1

og man ser at koproduktet blir respektert for Y Sym — SSym.
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Kapittel 8

Oversettelser av Loday-Ronco

8.1 Definisjoner

Definisjon 8.1.1. En tallsekvens blir i denne oppgaven definert som en tallsekvens
aias...a, fori=1,2,3,...,n som fglger fglgende regler:

® q;<1o0g
e g1 <ax<...Lay

slik som i [6, Excercise 14].

\. J

Eksempel 8.1.2 (Eksempler pa tallsekvenser).
1,11, 12, 111, 112, 113, 122, 123

Definisjon 8.1.3. En AB-streng er en streng bestaende av like mange A-er og B-er, og om
man stopper strengen vil aldri antall B-er overskride antall A-er sa langt i strengen.

Eksempel 8.1.4 (Eksempler pa AB-strenger).
AB, AABB, ABAB, AAABBB, AABABB, AABBAB, ABAABB, ABABAB

Tallsekvenser med n siffer og AB-strenger med n A-er er begge talt opp av Catalantallene, akku-
rat som plane bingre treer uten nivaer Y,,, der antall AB-strenger med n A-er og antall tallsekvenser
som fglger reglene over med n siffer er gitt ved ¢, = (2n)!/n!(n +1)!

Et av fokuspunktene til denne oppgaven er & undersgke Loday-Ronco Hopf-algebraen og dets
produkt og koprodukt. Videre vil oversettelser av disse til tallsekvenser av formen over og til AB-
strenger undersgkes, og hvordan produkt og koprodukt oppferer seg i disse oversettelsene.
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8.2 Sammenheng mellom traer, AB-strenger og tallsekvenser

8.2.1 Traer og tallsekvenser

Den finnes en sammenheng mellom trzer og tallsekvenser av formen over. For en sekvens ajas ... a,
vil kan kunne tegne et unikt tre ut ifra denne sekvensen ved hjelp av fglgende fremgangsmate.

Algoritme 8.2.1. Start med det tomme treet |. For hver ¢ tegner man et nytt blad pa treet
ut fra blad a; talt fra venstre. Husk & alltid telle blader pa nytt for hver gang man skal legge
til et nytt blad, da det kan pavirke hvor man skal plassere det nye bladet.

Eksempel 8.2.2.
For en sekvens 122, vil man tegne det treet som svarer til denne sekvensen. Man starter alltid med

|. Pa dette treet vil man na tegne det forste bladet pa blad nr. 1, sa det blir \/ Deretter skal
man tegne et nytt blad pa blad nr. 2, sa det blir \y>/ Deretter skal man tegne et nytt blad pa
blad nr. 2, sa det blir \?/ Dette siste treet tilsvarer da sekvensen 122.

Nedenfor er en tabell over hvilken tallsekvens som hgrer til hvilket tre for treer med opptil tre
indre hjgrner.

Tallsekvens

H

11

12

111

112

113

122

123

<<
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Man kan ogséa se en sammenheng nar det gjelder podingen av to traer og tallsekvensen det vil
gi.

Proposisjon 8.2.3. For to treer T og T» med tallsekvenser S; og S5 repsektivt sett, vil
podingen 77 vT; tilsvare tallsekvensen 15155, der S5 er tallsekvensen So der alle elementene
er hevet med antall elementer i S; pluss 1.

Eksempel 8.2.4.
For to tallsekvenser 11 og 12, vil podingen av deres tilsvarende treer svare til tallsekvensen 15755 =
11145.

Beuvis for Proposisjon 8.2.3. For a bekrefte denne sammenhengen kan man tenke pa to vilkarlige
treer T og T5, og deres tilsvarende tallsekvenser S7 og So, der T har n+ 1 antall blader og dermed
S1 har n antall elementer i sekvensen. Nar man poder sammen traerne til 7' = T} v T5 vil naturligvis
T1 bli treet pa venstre blad av roten til T' og T vil bli hgyre blad ved roten av T'. Fordi T} tegnes
som venstre venstre blad av roten til T', vil det veere naturlig a plassere denne etter 1 i tallsekvensen,
da hele T det forste bladet av treet. Fordi T7 har n + 1 blader og man plasserte T; som det venstre
bladet av roten til 7', vil det na veaere n + 1 antall blader pa venstre side av roten til T. For at Ts
skal kunne tegnes som hgyre blad av roten til T, ma man altsa gke forste element i Sy med n + 1.
Fordi man gker forste elementet, ma man ogsa gke resten av elementene i So med samme mengde
for & bevare ordningen av elementene innad i Ss. Dermed, hvis man har to treer 77 og To med
tallsekvenser S og So repsektivt sett og der antall elementer av S = n, vil podingen T} vT5 tilsvare
tallsekvensen 15155, der S5 er tallsekvensen Sy der alle elementene er hevet med n + 1. O

8.2.2 Traer og AB-strenger

Algoritme 8.2.5. La T veere et bingert tre i Y,,51. Start alltid ved roten og noter strengen
AB. Les bladene oppover og start med venstre rotblad.

Hvis treet har en forgreining fra et venstre blad, noter AB etter den nyligst noterte A-en.
Hvis treet har en forgreining fra et hgyre blad, noter AB etter den nyligst noterte B-en.
Fortsett med samme regler pa forgreiningene til alle blader er gjort rede for pa venstre
rotblad. Deretter gjor man det samme pa hgyre rotblad, der forste forgreining alltid blir
notert i enden av den forelgpige AB-strengen.

Eksempel 8.2.6. I eksempelet vil stegene utfgrt bli markert med fet skrift.
har AB-strengen AABABBAB. Det kan vises steg for steg pa denne maten: Start ved roten

og skriv
AB
Pa venstre blad har vi en forgreining, dermed blir AB lagt til etter den nyligst noterte A-en

AABB
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Forgreningen har enda en forgreining, men pa hgyre blad. Dermed blir AB lagt til etter den nyligste
B-en

AABABB
Na er alle forgreiniger pa venstre side av roten gjort rede for. Hgyre blad av roten har en forgreining,

og forste forgrening skulle alltid bli lagt til etter den forelgpige AB-strengen

AABABBAB

Dette er AB-strengen for treet V

En alternativ mate man kan se sammenhengen mellom treer og AB-strenger vil veere a se pa
hvordan et tre T' =T} v Ty vil bli skrevet som en AB-streng.

Proposisjon 8.2.7. For et tre T' =T v T5 der U tilsvarer AB-strengen til T og V tilsvarer
AB-strengen til T, vil AUBV tilsvare AB-strengen til 7'

Bevis. Det finnes to naturlige mater a definere AB-strengen til T =T} v T3 € Yp1441 der U tilsvarer
AB-strengen til T} € Y, og V tilsvarer AB-strengen til 15 € Y;, enten som AUBV eller som UAVB.
Denne oppgaven og dette beviset bruker den fgrstnevnte definisjonen.

La AB-strengen til T veere W. T} er venstrebladet til T', derfor ma U veere i starten av W. Ty
er hgyrebladet til 7', derfor ma V' veere i enden av W. Fordi T" € Y},,4+1, ma W inneholde én mer A
og én mer B enn summen av U og V. Fordi man vil lage en unik AB-streng av podingen 77 v Ty,
ma denne AB omringe enten U eller V, sa W = AUBV eller W = UAVB. O

Nedenfor er en tabell over hvilken AB-streng som hgrer til hvilket tre for treer med opptil tre
indre hjgrner.
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AB-streng

g

AB

AABB

ABAB

AAABBB

AABABB

AABBAB

ABAABB

ABABAB

<<

Man kan sla sammen tabellene om AB-strenger, tallsekvenser og treer, og dermed se en sam-
menheng mellom bade tallsekvenser, AB-strenger og plane bingere treer, gitt for treer med opptil 3
indre hjgrner nedenfor.
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Tallsekvens

AB-streng

5
H

AB

11

AABB

12

ABAB

111

AAABBB

112

AABABB

113

AABBAB

122

ABAABB

123

ABABAB

<<k
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8.3 Regler for produkt

Fordi man har en korrespondanse mellom traer, AB-strenger og tallsekvenser, vil det vaere likegyldig
hvilken man bruker for & finne regler for produkt og koprodukt. Reglene for produkt vil bruke AB-
strenger.

8.3.1 Venstre- og hgyreprodukt av AB

For a bevise hvordan produktet av et tre 7" med treet \/ oppfgrer seg, har jeg valgt a ga
tilbake og se pa produktet mellom to vilkarlige treer, T' og T”, og se hvordan dette oppfgrer seg

under spesifikke situasjoner, nemlig nar T eller T" er lik treet . La oss forst se pa hva som

skjer nar vi bytter ut 7" med \/ = ‘ v ‘, og deretter ser vi pa hva som skjer nar vi bytter ut 7"
med \/ = |v

Venstreprodukt av AB
T+T =Ty v (Ty+T') + (T + T]) v T}

\/ v(*T) (\/>eT1)vT2
\/ vT’+(\/>eT1)vT2

Fra her kan man se at det forste leddet |vT” kun blir til ett ledd. Det andre leddet (\/ N

T4 derimot har et nytt produkt i seg, og man vil her da matte fortsette & bruke produktsetningen

for treer (6.2.1), men na med 1" = \/ og T'" = T{. Man kan se at dette produktet vil fortsette

slik som dette helt til 7] = |, det vil si helt til venstre blad fra roten pa treet kun er |. Man kan
si med sikkerhet at T7 = | vil oppstéa en gang fordi alle binaere treer har bade et venstre blad og et
hgyre blad fra roten av treet, bortsett fra treet |.

Om man ser naerere pa det, kan man skrive produktet mer generelt, som fglger:

( A

Proposisjon 8.3.1. For et tre T”, vil venstreproduktet av AB med T" vaere
n
AB T = Z(iA)AB(R)
i=0

der n er antall A-er i AB-strengen for T" for forste B opptrer og R er resten av AB-strengen
til T nar disse A-ene er tatt bort.
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Eksempel 8.3.2.
NS FOAH
VO
N,
20 A%
2
ABx AABABB =) (iA)AB(R) = ABAABABB + AABABABB + AAABBABB

i=0
Her har produktet blitt regnet ut for treet forst, og deretter er summen over brukt. Man kan se at
AB-strengene tilsvarer traerne som er regnet ut.
Dette vil stemme overens med hva som ble nevnt her om & fortsette produktet helt til 7] = |, da

vil ogsa produktet gi tre ledd. Dette vil ogsa stemme overens med tanken om a alltid fortsette
produktet videre med venstre blad fra roten pa treet.

Beuvis for Proposisjon 8.3.1. For a forklare hvorfor det blir slik, der det viktig a se pa hva som
skjer med AB-strenger nar man poder treer. Som nevnt i 8.2.7, for to vilkarlige traer T; og 1 med
AB-strenger S; og S;, vil podingen T; v Tj tilsvare AB-strengen AS;BS;. Videre nar man ser pa det

generelle produktet \/ *T" vil det bli

\/*T'=|VT'+(\/ *TY) v Ty
=|vT’+(|vT1’+(\/ «TY )V Ty,)vT,

=|vT'+(|vT{+ (| vTy, +(\/ + Ty, )V, ) vT,) vT;
Slik vil produktet fortsette helt til 77, =|. | vT" vil skrives som ABS’, (|vT7) v T3 vil skrives
som AABS]|BS) og sa videre. '

Nar 77, =] vil \/ *T{ = \/, og dermed vil man kunne utfgre den siste podingen
- -
(... (\/ VT{, )v...)vTi,)vT; som vil kunne skrives som AA...ABS] ~ ...BS],BS;.

) 1

Denne AB-strengen er AB-strengen til treet 7' med et ekstra blad pa venstre rotblad, noe man
far om man skriver alle A-ene i S for fgrste B opptrer, etterfulger av AB og sa resten av S, altsa
(nA)AB(R). O
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Hgyreprodukt av AB
T+T =Ty v (ToxT')+ (T *Ty) v T,

\/ Ty v TQ*\/)-r(T*)v
T*\/:Tlv(TQ*\/)+Tv|

I likhet med forrige scenario, vil man ogsa her ha ett ledd T v | som kun er ett ledd, mens det

andre leddet i produktet T7 v (T3 * \/) har et nytt produkt i seg, slik at man her ogsa ma

fortsette & bruke produktsetningen for treer (6.2.1), men na med T =T5 og T" = \/ Man kan

se at dette produktet vil fortsette slik som dette helt til T = |, det vil si helt til hgyre blad fra roten
pa treet kun er |.

Proposisjon 8.3.3. Det generelle produktet 7'+ AB kan skrives som en sum av andre AB-
strenger pa folgende vis: del opp AB-strengen til treet T inn i gyldige AB-strenger L; om
man leser T' fra venstre til hgyre, inkludert den tomme AB-strengen. La R; veere resten av
AB-strengen til 7" om man tar bort L;, og tillater at R; kan vaere den tomme AB-strengen.
Produktet T AB vil véere summen av alle AB-strenger av formen (L;)A(R;)B;

T+ AB = (L) A(R;)B
L

\. J

Eksempel 8.3.4. Hvis man bruker AABABB som eksempel, kan man se at det kun finnes to
gyldige AB-strenger om man leser fra venstre til hgyre; den tomme AB-strengen (Lg) og strengen
AABABB (L;). Produktet T+ AB vil da vaere summen av to ledd, nemlig summen AABABBAB
+ AAABABBB. Dette vil stemme overens med hvordan man vil regne ut produktet for dette treet
med Proposisjon 6.2.1, men ogsa med tanken om & fortsette med hgyre blad fra roten pa treet til

det er ‘

Beuvis for Proposisjon 8.3.3. Hvis man ser pa produktet T * \/, vil det besta av to ledd. Det

andre leddet (7" v |) vil alltid tilsvare AB-strengen man far om man skriver AB-strengen til 7" med

en ekstra A i starten og en ekstra B i slutten (ASB). Det forste leddet (71 v (Ts * \/) vil ha

et tre (T1 v (T2 v |)) og ett nytt produkt (17 v (Ty, v (Ts, * \/))) Treet T} v (T3 v |) vil ligne

pa treet T, der likheten er at venstre blad fortsatt er T}, men hgyre blad er Ty v |. Dette vil si at
man fortsatt skriver forste gyldige AB-streng (altsa AB-strengen for T7), deretter skriver man det
resterende av T (altsa AB-strengen for T») med en ekstra A i starten og en ekstra B i slutten. Hele
AB-strengen for treet T v (T2 v|) vil da veere AS1BAS,B. Slik vil det fortsette, helt til Tp, =],

‘2
slik at Tp, — * \/ = \/ og podingen kan gjennomfgres og summen avsluttes med hele
strengen S thterfulgt av AB, altsa SAB. O
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8.4 Regler for koprodukt

Reglene for koprodukt vil bruke tallsekvenser, men som forklart tidligere kunne man ogsa brukt
AB-strenger eller treer.
8.4.1 Koprodukt for tallsekvenser av formen 1111...1
Eksempel 8.4.1 (Tallsekvenser av formen 11...1).
A(l)=oel1+102

A(l)=gell+lel+1lew
A(ll) =gelll+lell+llel+lllew
A(1111)=g@1111+1@111+11e11+11191+1111 @ @

Det ser ut som koproduktet av tallsekvenser av formen 11...1 fglger summen nedenfor.

Proposisjon 8.4.2. For en tallsekvens 11...1 (med n siffer), vil koproduktet A(11...1)
veere

A(11...1) = 2(1)1' ® (1)

Bevis. Som eksemplene viser, fungerer dette for tallsekvensen med 1 og 2 siffer. La oss anta at det
fungerer for n = k antall siffer, og deretter se om det fungerer for n = k + 1 antall siffer.

A(11...1) = Ekj(ni ® (1)F
i=0

—ge()f+1e(M)" T +11e() 2+, + (D" ?ell+ ()" 'el+ (1) oo

A(11...1) = kf(l)i ® (1)k+t-
i=0
=g (D) +1e()+1le(M) 1 +. .+ (D) Tell+(D)'el1+(D) oo
s(ge()f+1e () +11e (1) 2+. .+ (D) lel+(D)eo)*(gel)+ (1) ey
k

= Mie )Y (zel)+ (1) op
=0

E

_ | (l)z ® (1)k+1—i + (1)k+1 Y

=0

som tilsvarer regelen for koprodukt av treer gitt ved 6.2.3, fordi alle traer og deltreer gitt av tallse-
kvensene i denne regelen vil veere treer kun med forgreininger pa venstre blad fra roten. Disse vil
skrives som 111...1 med n siffer og dermed n — 1 forgreininger pa venstre blad fra roten.

Regelen fungerer for n = 1. Antagelsen om at det fungerte for n = k fgrte til at det fungerte for
n=k+1, dermed vil det fungere for alle tallsekvenser med n siffer. O
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8.4.2 Koprodukt for tallsekvenser av formen 1234...n
Eksempel 8.4.3 (Tallsekvenser av formen 12...n).
A(l)=o01+10

A(12)=2®12+101+1282
A(123)=0®123+1012+1201+1230 0
A(1234) =2 ®1234+19123+ 12012+ 12301+ 12340 @

Det ser ut som koproduktet av tallsekvenser av formen 12...n fglger summen nedenfor.

Proposisjon 8.4.4. For en tallsekvens 12...n (med n siffer), vil koproduktet A(12...n)
vaere

A(12...n):i}(l?...i)@(lz..(n—i))

=2®123..n+10123...(n-1)+120123...(n-2)+...+123...(n-1)®1+123...n® o

Bevis. Man kan se at treer fra tallsekvenser av formen 12...n vil veere det speilvendte trzer fra
tallsekvenser av formen 11...1 (med n siffer). Dermed vil et lignende bevis veere for tallsekvenser
av formen 12...n. O

8.4.3 Koprodukt for tallsekvenser av formen 1111...n

Eksempel 8.4.5 (Tallsekvenser av formen 11...n).
A(l)=oe1+102

A(12)=po12+1200+1®1
A(113)=z®113+113@0+1011+1012+1201+11®1
A(1114) =z ®1114+ 111400 +10111+1©113+ 11301+ 11011 +11©12+ 12011+ 1111
A(11115) =g @ 11115+ 111150 @+ 101111+ 101114+ 1114@ 1+ 11 ® 111 + 11 ® 113
+113@11+111@11+111012+ 120111 + 1111 e 1

Etter a ha sett pa eksemplene over, ser det ut som det kan veere en generell regel for a finne
koproduktete av en tallsekvens 11...7n (med n siffer), gitt ved folgende formel.

Proposisjon 8.4.6. For en tallsekvens 11...n med n siffer og der n > 2, vil koproduktet
A(11...n) veere gitt ved summen

n-2 X . . . 5
A(1l...n) = Y 1'@ 1 D(n-4) + 1" D (n-i) @ 1" + 1D g 17D
i=0
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Beuvis. For & bekrefte summen, har jeg gatt tilbake til den opprinnelige regelen for koprodukt (6.2.3):
A(T) = Z(Tl(j) * Toy) ® (Tll(n—j) v T(,2(m—k:)) +T®|
Gk

Treer av formen til tallsekvenser som 11...n vil veere lignende traer av formen 11...1, men der

hgyre blad fra roten er \/ istedet for |. Dette vil gi utslag i koproduktregelen;

A(T) = Y (Th iy * Tary) @ (Ti -y ¥ T{amry) * T ®|
ik

AT = ST D e Ty v N )+ ST N e T,y v +Tel

= ZTl(j) ® (T1(n-j) v \/) + Z(Tl(j) * \/) ® (Ty(njy V) + T ®]
J j

Vi ser pa en sum om gangen. T ®| blir inkludert i den andre delsummen. La oss forst se pa den

forste summen:
ZTl(j) ® (Ti(n-jy v \/)
J

Man kan se at de gjenstdende traerne (71, og i (nij)) kan skrives som tallsekvenser 11...1, og

dermed vil koproduktene deres bli funnet som vist tidligere. Podingen med treet \/ vil fgre til

tallsekvensen med (n—j—1) antall 1-ere og (n—7) i slutten av tallsekvensen. Dermed vil den fgrste
summen kunne skrives om til tallsekvens pa denne maéaten:

a ~\

2(1)3‘ & ()" (n - )

Den andre summen vil veere

ST+ N ) Ty VD

Ty * \/ =Ti,,, v (T1<j>2 * \/) + Ty v
Ty v (1% N )+ T v
Ty, v \/ +Tij V|
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Her vil man se at den opprinnelige summen kan da skrives som

ST v N T v e (T v
J

= Z(T1(j)1 v \/) ® (Tll(n—j) v + X (Tigy v @ (Tll(n—j) v,
J

J

som da kan deles inn i to delsummer. T} Y \/ vil veere en gyldig poding i ett mindre tilfelle

enn 77 ), dermed ma vi na starte summen pa j = 1. Ellers vil den fgrste delsummen veere

2((1)"-j-1(n—j>>®<1)f

Om man inkluderer leddet T ® | inn i denne summen, far man

’iz((l)"-j*(n—j)>®<1>f’

Fordi Ty, og Tll(n,j er av formen 11...1, vil man kunne skrive den andre delsummen om til

)

Syt e ()it
F=0)

Dermed, om vi bytter ut j-er med i-er, har vi at

ST @ Ty v N )+ ST N e T, v +Tel
J J

vil tilsvare summen

n—2
> 1Pe1m 7 D (n-4) + 17D (n - ) @ 1% + 10+ g 1(n-1)
=0

og regelen for koprodukt av treer med tallsekvens 11...n vil stemme. O
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8.5 Ordning av traer

[8, Chapter 2] forteller at det gar an & ordne plane bingere treer med en svak ordning basert pa noen
regler.

Definisjon 8.5.1.
< er den svake ordningen pa treer i Y,, som folger fglgende regler:

1. Hvisu<uw €Y, ogv<v €Yy, saviluvo<u vo €Y, q1.

2. HvisueY,,veY,ogweY,, savil (uvv)vw<uv (vvw).

Eksempel 8.5.2.
N bl N N
som betyr at \</ < \P/

Videre kan man definere to nye operasjoner kalt over, [ og under,\ som fglger:

Definisjon 8.5.3. For to traer u € Y, og v € Y, kan man finne treer u/v og u\v € Y, slik
at:

e Om roten til u er plassert som bladet mest til venstre i v, har vi treet u/v.

e Om roten til v er plassert som bladet mest til hgyre i w, har vi treet u\v.

Lemma 8.5.4. For to treer u €Y, og v €Y, har vi at

ufv <u\v.

Eksempel 8.5.5.

For u = \</ og v = \/ vil man ha ufv = \V og u\v = V Fra lemmaet over har

man at u/v < u\v, og dermed <
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Basert pa definisjonene ovenfor, kan man ordne relasjonene i et Hassediagram. I et slikt diagram
vil man plassere et element T ovenfor et annet element 7" med en linje mellom dem om 7' < T
Nedenfor er Hassediagram over relasjonene for treer i Y, Y3 og Yj.

N VAN

¥ Y

/N
VN W

vaKv; a b

/

< N/
/
v Y

¥
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Fra [8, Theorem 5.1] har man at produktet av to treer u € Y, og v € Y, vil vaere

U*V = Z W E Yy .

u/v<w<u\v

Dette betyr at treer av formen w vil ha en relasjon til andre treer av samme form i hassedia-

(0=}
[¢)
5 E
o &

el 8.5.6 (Eksempel for Y3).

*

<<
<<
<

+ , og 1 hassediagrammet for Y5 har vi

&=
'
0
¢]
g
i)
0]
—
Qo
[S)4
\]
d
5=
&
o)
=)
g
o
e
=
&

).

IN
IA

<<
K
4

=
=~
n
)
=
i)
e
®
o
©

(Eksempel for Yy).
V + V, og i hassediagrammet for Y, har vi

<
“K
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