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Denne masteroppgaven sammenligner leerebgkene fra to land, Norge og Russland, i
emneomrader Algebra og Funksjoner, og fokuserer pa problemlgsningsmetoder i eksemplene
i de norske og de russiske lzerebgkene for videregaende skole. Russiske elever presterer bedre
enn norske elever i forskjellige internasjonale undersgkelser, som TIMSS og PISA, og det var
interessant a finne ut hva det skyldes. Malet med denne studien har veert & undersgke hva som
skiller lzereplanene og leerebgkene fra de to landene, nar det gjelder problemlgsning og
problemlgsningsmetoder.

Problemstillingen i denne masteroppgaven har veert fglgende: Hva er forskjeller og
likheter i presentasjonen av problemlgsningsmetoder i eksemplene i norske og russiske
matematikklaerebgker?

For a svare pa problemstillingen brukte jeg kombinasjon av kvalitative og kvantitative
metoder med dokumentanalyse som datainnsamlingsmetode. Analysen begrenses til
eksemplene i de norske leerebgkene for matematikkursene 1T og R1, og til eksemplene i de
russiske leerebgkene for 10. og 11. trinn.

Farst analyserte jeg den norske lereplanen og den russiske laereplanen for & sammenligne
deres syn pa problemlgsning. Analysen av lerebgker starter med en liten hjelpeundersgkelse
for & vise at de undersgkte leerebgkene er sasmmenlignbare, jeg brukte rammeverket til Hong
og Choi og tilpasset det til min oppgave. | hovedundersgkelsen ser jeg bade pa generelle
metoder (Polyas modell) og pa spesifikke problemlgsningsheuristikker. For & analysere
forekomsten av problemlgsningsmetoder i eksemplene i de undersgkte
matematikklerebgkene brukte jeg et analyseverktay utviklet av doktorgradsstudenten Tom
Rune Kongelf ved Universitetet i Agder.

Analysen av bade den norske lereplanen og den russiske leereplanen slar fast at elevene
burde leere problemlgsning og problemlgsningsmetoder. Tross det viser hovedresultatene at
det ikke finnes generell innfgring i problemlgsning i de norske og de russiske
matematikklzerebgkene. Verken de norske eller de russiske leerebgkene presenterer generelle
metoder og spesifikke problemlgsningsheuristikker i tilstrekkelig grad. Oppgaven konkluderte
med at det finnes bade fellestrekk og ulikhetstrekk mellom de norske og de russiske
lerebgkene nar det gjelder problemlgsning. Men samtidig ble det oppdaget mange

interessante funn ved siden av hovedanalysen.
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1 Innledning

1.1 Bakgrunn

De komparative undersgkelsene, som PISA og TIMSS, viser ulike resultater for norske og
russiske elever. For meg som matematikklaerer var det interessant a finne ut hvilke
forklaringer det har. Det kunne, for eksempel, vere at elever i de to landene far ulik
oppleering, at det er forskjell i leeringsprosessen, og det kan skyldes kulturelle og sosiale
forskjeller. For a kunne finne forklaringer var det fornuftig a bruke det jeg hadde kjennskap til
fra far. Jeg er fadt og oppvokst i Ukraina, og jeg bodde mange ar i Russland. Jeg studerte pa
det pedagogiske universitetet i Russland, og jeg har jobbet som leaerer i matematikk og
informasjonsvitenskap i Russland. Derfor kjenner jeg godt til skolekulturen bade i Russland
og Ukraina. Og jeg ma si at de var veldig like pa grunn av at Russland og Ukraina var ett land
for. Jeg har ogsa undervisningserfaring fra Norge som tospraklig leerer pa barne- og
ungdomsskoler. | tillegg har jeg hatt vikariat pa Sotra videregaende skole som varte i noen
maneder. Der underviste jeg i matematikk 1T. Jeg vil se neermere pa hvilke utfordringer jeg
som leerer med utdannelse fra et annet land meter i norske skoler.

Jeg fikk inspirasjon etter mgtet med Farsteamanuensis Natalia Blank ved Universitetet i
Stavanger. Natalia Blank oversatte russiske leerebgker i matematikk for 1. og 2. klasse.
Natalia Blank sammen med lerer Gerd Inger Moe ved Smeaheia skole startet et
forskningsprosjekt om a bruke russisk matematikk. De har brukt en metode kalt utviklende
leering, utviklet av psykologen Leonid Zankov. | denne metoden legges det vekt pa
observasjon, analyse og logisk tenkning, og det fokuseres pa problemlgsning. Elevene lerer &
forklare og begrunne hvordan de jobber og lgser oppgaver. De larer 0gsa a se pa et problem
fra forskjellige vinkler og bruke forskjellige lgsningsstrategier. Klassene har flere ganger
scoret skyhgyt pa den nasjonale kartleggingspreven i matematikk.

Jeg syns det er interessant & sammenligne undervisningen i de to forskjellige landene, og
man kan gjgre mange nyttige funn. Funn fra undersgkelsen min kan brukes for a forbedre
undervisningen i begge de aktuelle landene.

Til & starte med undersgkelsen min hadde jeg store, ambisigse planer i forhold til
masteroppgaven min. Jeg ville i tillegg til leerebokundersgkelse, observere undervisningen i
norsk og russisk klasserom, ha intervjuer med norske og russiske leerere. Men jeg kunne ikke
fa gjort alt dette med tanke pa tiden og muligheten til a reise til Russland for & observere

undervisningen der. Derfor matte jeg begrense analysen min til undersgkelsen av leerebgkene.



Uansett ble det gjort en stor jobb som inkluderte en analyse av til sammen 496 eksempler i
norske og russiske leerebgker, 385 eksempler fra norske laerebgker og 111 eksempler fra
russiske leerebgker.

Schmidt et al. (1996) sitert av Kongelf (2011) fant ut at lzereboka spiller en viktig rolle i

matematikk i skolen, og at det er et verdensfenomen, men i USA, Spania og Norge ser det ut
til at leerebgker spiller en uvanlig sterk rolle. Flere statter dette funnet til Schmidt ved a si at
leerebgker er grunnlaget for undervisning, blant annet Alseth et al. (2013) som hevder i sin

undersgkelse av lereplanen R97 at leereboka er den kilden som laererne bruker oftest i
undervisningen. Forskning viser at matematikkfaget har en lang tradisjon for & la seg styre av
leerebgker (Remillard, 2005, s.214 referert i Resvoll, 2014, s. 5). Rapporten fra

Utdanningsdirektoratet erkjenner ogsa betydningen av lerebgker i Norge ved & si at endringer

i undervisningen skjer gjennom endringer i leerebgkene (Utdanningsdirektoratet, 2005, s. 23).

I internasjonale undersgkelser, som PISA og TIMSS Advanced, kommer det frem at
matematikkundervisningen i Norge er for ensformig, det vektlegges individuelle
arbeidsformer, spesielt oppgavelgsning. Nar vi sammenligner elever i Norge med det
internasjonale gjennomsnittet, opplever de norske elevene at lzereren bruker forholdsmessig
lite tid til fremstilling/forklaring av et nytt tema til hele klassen. Istedenfor jobber elever i stor

grad alene med oppgavene i leereboken (Grgnmo et al, 2003, Danielsen, Skaar & Skaalvik,

2007 referert i Kongelf, 2011, s. 6). | Russland brukes det mer varierte arbeidsmetoder, i

tillegg til oppgavelgsning legges det ogsa vekt pa metoder som diskusjon, argumentasjon og
resonnement. Ifglge PISA og TIMSS Advanced presterer russiske elever bedre enn norske
elever. Samtidig viser de undersgkelsene at elever bade i Norge og i Russland i skoletimene
lzser mange oppgaver som ligner eksempler i lereboka.

Ifglge Lithner (2003) er det vanlig at nar elever lgser oppgaver, bruker de eksemplene i
lereboken til & finne lignende problemer, der de kan bruke lgsningsmetoden presentert i
eksemplet til & lgse sin oppgave. Denne formen for resonnering kaller Lithner for imiterende
resonnering (ibid.), og sier at de fleste elevene bruker denne formen for resoneringen, nar de
lgser oppgaver.

Flere forskere har studert sammenhengen mellom hvilke oppgaver som gis i
matematikktimene og hvordan dette henger sammen bade med undervisningen i faget og

elevenes leering (Andrews, 2003; Hiebert & Wearne, 1993; Stein, Grover, & Henningsen,

1996 referert i Opheim, 2011). Oppgavene som brukes i undervisningen i matematikk har

derfor en betydning for hva elevene lerer i faget. Students will become skilled at what they

have an opportunity to actually do in mathematics class (Boston & Smith, 2009, referert i
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Opheim, 2011). Oppgavene som brukes i undervisningen kommer fra leerebgker, vil derfor
ifglge Li et al. (2009) referert i Resvoll (2014) analyse av lerebgker gi et klarere bilde av hva

som blir undervist og laert i klasserommet (Resvoll, 2014, s. 12). Derfor var det viktig for meg

a undersgke laerebgkene for a se hva elevene undervises i, og det var interessant for meg
under undersgkelsen av leerebgker a oppdage hvor mye spennende som finnes under dette
temaet.

I Norge finnes det ingen sentral godkjenningsordning for leerebgker. VVanligvis er det
skoleledelsen eller lerere som avgjer hvilken lerebok som skal brukes i undervisningen. |
Russland kan skolene bare bruke de leerebgkene som er godkjente og star i Den fgderale
leereboklisten.

Problemlgsning har veert et sentral tema i matematikkdidaktikk siden tidlig 1980-tallet nar

det gjelder bade kognitive og pedagogiske perspektiver (Fan et al., 2013, Schoenfeld, 1992).

Polya var blant de farste som skrev om problemlgsning og problemlgsningsstrategier. Senere
har flere forskere studert problemlgsning i skolen med utgangspunkt i hans arbeid (Mason and
Davis, 1991, Schoenfeld, 1992). Mange forskere har brukt Polya (1973) sine fire faser for

problemlgsning og utviklet egne problemlgsningsmodeller.

Problemlgsning har siden M87 hatt en plass i skolens matematikkundervisning i Norge

(Kirke- og undervisningsdepartementet, 1987). Men opp gjennom tiden har man sett pa

problemlgsning og pa problemlgsningens plass i norsk skole pa forskjellig mater. De ulike
leereplanene hadde ulik praksis i forhold til undervisning og problemlgsning. LKO6 sier at
problemlgsning er en del av den matematiske kompetansen, og at «opplaringa vekslar
mellom utforskande, leikande, kreative og problemlgysande aktivitetar og ferdigheitstrening»
(Utdanningsdirektoratet, 2013, s.2). | falge den russiske leereplanen skal elever «utvikle logisk

tenkning ... matematisk tenkning og matematisk intuisjon» (DUVRF, 20044, s.87) og «utvikle

kreativ(heuristisk) tenkning: fremme og lgse problemer, argumentere, velge bort» (Muravina

2013). Det star ikke sa mye eksplisitt om problemlgsning i den russiske leereplanen, og jeg vil
se nermere pa den russiske lereplanen og finne forklaringen for det. Men bade den norske
leereplanen og den russiske laereplanen antyder at elever burde mgte problemlgsningsoppgaver
pa skolen, og at de burde lzre seg problemlgsningsstrategier.

Ut ifra et matematikkdidaktisk perspektiv er det interessant a se hvilke
problemlgsningsstrategier elevene bruker, nar de arbeider med vanskelige problemlgsende
oppgaver. Jeg vil se hvordan problemlgsning blir presentert i norske og russiske leerebgker, og

finne forskjeller og likheter i denne presentasjonen, og se om de forskjellene og likhetene gir



en pekepinn pa hvorfor russiske elever presterer bedre enn norske elever i internasjonale

undersgkelser.

1.2 Kapitteloppbygging

Kapittel 2 presenterer problemstillingen og forskningsspgrsmalene i denne studien.

Kapittel 3 er gjennomgang av relevant litteratur om problemlgsning og problemlgsnings
rolle. Samtidig vil det bli gitt definisjoner og begreper som skal brukes i denne studien.
Senere skal teorien kobles mot funnene. | dette kapitlet far man ogsa innsikt i det russiske
skolesystemet og skolestruktur. De norske og de russiske laereplanene skal presenteres, og
med det besvares.

Videre fortsetter oppgaven med metode i kapittel 4: metoder som ble benyttet, hva som
var utvalget og hvilke begrensninger som ble gjort.

| kapittel 5 presenteres analyseprosedyren, og eksempler pa klassifisering av
problemlgsningsmetoder i eksemplene. Dessuten diskuteres noen utvalgte eksempler fra de
undersgkte leerebgkene.

Kapittel 6 viser funnene som ble gjort i analysen. Funnene presenteres ved bruk av
tabeller, diagrammer og figurer.

Kapittel 7 er en videre drgfting og oppsummering av funnene i kapittel 6. De mest
sentrale funnene fra kapittel 6 blir fremhevet og diskutert.

| kapittel 8 kommer konklusjon for studien. Problemstillingen og forskningsspgrsmalene

blir besvart, og mulighetene for videre forskning blir presentert.



2. Problemstilling og forskningsspgrsmal

Utgangspunktet for min oppgave var a sammenligne norske og russiske leerebgker i
forhold til i hvilken grad eksemplene i de norske og russiske leerebgkene belyser
problemlgsning, og jeg var interessert i a finne forskjeller og likheter i presentasjonen av
problemlgsningsmetoder i leerebgkene. Samtidig er det vanskelig a8 sammenligne lerebgkene
fra to forskjellige land uten a ta i betraktning de forskjellige leereplanene, skolestrukturen i de
to landene og skolekulturen.

Pa grunnlag av disse tankene har jeg formulert problemstillingen slik:

Hva er forskjeller og likheter i presentasjonen av problemlgsningsmetoder i eksemplene i
norske og russiske matematikkleerebgker?

For a svare pa problemstillingen har jeg formulert falgende forskningsspgrsmal:

1. Hva sier lereplanen i matematikk om problemlgsning i Norge og i Russland?

2. Hvordan blir problemlgsningsmetoder benyttet i eksempler i norske
matematikklerebgker og russiske matematikklerebgker?

Jeg ble inspirert av undersgkelsen til Fan and Zhu (2007) som analyserte

problemlgsningsheuristikker i leerebgker fra Kina, Singapore og USA, og av studien til

Kongelf (2011) som undersgkte hvordan eksemplene i leerebgkene pa niende trinn presenterte

problemlgsningsteknikker. I undersgkelsen min ville jeg bruke kodingsinnholdsliste og
kodingsmanual som ble laget av Kongelf (2011).

Harder (2013) brukte ogsa kodingsinnholdsliste og kodingsmanual til Kongelf (2011) for
a undersgke eksemplene i leerebgkene fra videregaende skole. Pa denne tiden var lzreplanen i
matematikk til revisjon. Harder (2013) ville at hennes undersgkelse skulle bidra til & belyse
eventuelle omrader med forbedringspotensialet i leerebgkene, noe forlagene kan ta til

etterretning nar de nye lerebgkene forfattes (Harder, 2013). Samtidig skulle det i den

reviderte leereplanen fra 2013 legges noe mer vekt pa algebra enn i den opprinnelige planen

for Kunnskapsloftet (Grgnmo et al., 2013, s.166). Det virket interessant og motiverende for

meg a kunne finne ut hva slags forandringer som skjedde i lzereplanen, og om problemlgsning

fikk «starre plass» i leereplanen og i lerebgkene.



3 Teori

| dette kapittelet blir det gjort rede for teorien som dannet bakgrunnen for min
undersgkelse. Farst skal jeg presentere ulike definisjoner av begreper «problem>» og
«problemlgsning». Sa skal jeg se neermere pa forskjellige beskrivelser av
problemlgsningsprosessen med utgangspunktet i Polyas problemlgsningsmodell.
Problemlgsningskompetanse som en viktig del av matematisk kompetanse presenteres i
delkapittel 3.1.5 Problemlgsning og problembehandlingskompetanse. Bade Norge og Russland
deltar i de mest oppfattende og komplekse internasjonale komparative studiene, PISA og
TIMSS. Derfor skal de studiene med fokus pa problemlgsning presenteres i teorikapittelet.
Videre skal jeg besvare det fgrste forskningssparsmalet ved a se pa de norske og de russiske
lereplanene og pa problemlgsningens plass i de lzereplanene. Et alternativt analyseverktay
som ble utviklet av Johan Lithner for a kategorisere hvilken lgsningsstrategi trengs for a lgse

matematikkoppgaven, skal presenteres til slutt.

3.1 Problem og problemlgsning

3.1.1 Hva er et problem? Hva er problemlgsning?
Problemoppgaver har en veldig lang historie. De eldste egyptiske papyrusene, de

babylonske tavlene, og kopier av kinesiske og indiske manuskripter inneholder alle

problemoppgaver (Mason et al., 2011). Den farste som eksplisitt formulerte tanker omkring
problemlgsning, lasningsstrategier, var den greske matematikeren Pappus, ca. 250 e.Kr
(Solvang, 1992, 5.134).

Begrepene problem og problemlgsning har hatt og har fortsatt ulike, og i noen tilfeller

motstridende, betydninger (Schoenfeld, 1992). Vi kan finne mange forskjellige definisjoner

pa bade hva et problem er, og hva som menes med problemlgsning. Alle de definisjonene som
ble funnet i litteraturen kan deles i to ulike mater a se det pa. Tradisjonelt i matematikken har

problemer blitt sett pA som matematiske oppgaver som skal utfgres (Schoenfeld, 1992).

Denne definisjonen inkluderer rutineoppgaver som gir trening i noen spesifikke
lasningsmetoder, men som ikke ngdvendigvis oppleves som utfordrende eller vanskelig for

problemlgseren (Bjorkqvist, 2003). 1 tillegg har det ogsa veert forutsatt at et problem er en

tekstoppgave, og begrepene problem og tekstoppgave ble brukt synonymt.
I matematikkdidaktisk forskning brukes som regel en annen definisjon pa hva et problem
er, og denne definisjonen er radende i problemlgsningslitteraturen. Den definisjonen

inkluderer bare de matematiske oppgavene hvor lgsningsmetodene er ukjente for
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problemlgseren. Denne definisjonen er individrelatert og dynamisk. En situasjon som
oppleves som et problem for noen, er ikke ngdvendigvis et problem for andre, og noe kan
oppfattes som et problem ved et tidspunkt, men ikke oppleves slik ved et annet tidspunkt
(Bjorkavist, 2003, Polya, 1973, Schoenfeld, 1992, Solvang, 1992).

Polya bruker ordet problem slik at vi kan antyde sammenheng mellom et matematisk

problem og et problem i mer generell forstaelse. Polya definerer det & ha et problem pa
falgende mate:
To search consciously for some action appropriate to attain a clearly conceived, but not

immediately attainable, aim (Polya, 1981, s.117).

| falge Polya betyr problemlgsning a finne en slik handling. Polya mener at det er viktig a
planlegge hva man vil gjere, det hjelper til & unnga problemer. Angriper man problemet under
problemlgsning med en gang uten a lage en plan fgrst, kan man kanskije fa problemer. Nar
man lager en plan pa forhand er det lettere & «sjekke» hva man gjgr, mens man lgser
problemet.

Schoenfeld (1989) presenterer to kriterier som definerer hva som er et matematisk

problem for en elev. Han bruker fglgende kriterier:
For any student, a mathematical problem is a task
a. in which the student is interested and engaged and for which he wishes to obtain a
resolution, and
b. for which the student does not have a readily accessible mathematical means by which
to achieve that resolution (Schoenfeld, 1989, s.87).

Schoenfeld hevder at en oppgave farst er et problem for eleven, nar eleven betrakter den
oppgaven som sitt eget problem. Ifglge Schoenfeld ma eleven vare interessert, engasjert og
ha et gnske om a lgse oppgaven for at det skal veere mulig a kalle den oppgaven for et
problem. En oppgave som for en person er et problem, trenger ikke a vaere et problem for en
annen. Her snakker Schoenfeld ikke om en regneteknisk vanskelighet, men om en intellektuell
vanskelighet (Schoenfeld, 1985).

Flere senere matematikkdidaktikere har fulgt opp denne individrelaterte definisjonen av

begrepet problem, og mener at det som for en elev kan veere rutinemessig oppgave, kan for en

annen elev vere et problem som eleven ikke vet ngyaktig fremgangsmate pa (Birkeland et al.,

2012, Bjorkqvist, 2003). For eksempel, mange sjuendeklassinger kjenner fremgangsmaten pa

lzse oppgaven: 1404: 6 =, og for dem er denne oppgaven rutinemessig. Men for en

tredjeklassing vil dette vare et matematisk problem.
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En oppgave som ikke tilfredsstiller definisjonen av et matematisk problem kaller
Schoenfeld for gvelse (exercise) (Schoenfeld, 1985, Schoenfeld, 1992). Han hevder at «in

most textbooks, the majority of practice tasks can be solved by the direct application of a

procedure illustrated in the chapter» (Schoenfeld, 1989, s.88).

Mens begrepet problem har lenge hatt en viktig plass i skolematematikken, er

problemlgsning et relativt nytt begrep (Stanic og Kilpatrick ,1988, referert i Schoenfeld,

1992). En felles forstaelse av begrepet «problemlgsning» er enda mer mangfoldig og nyansert
enn forstaelsen av begrepet «problem». «Problemlgsning» er i et upresist og vidt begrep som

ifalge Schoenfeld er «<somewhat ill-defined and poorly grounded» (Schoenfeld, 1992, s. 334).

Selv om problemer har statt sentralt i matematikken siden antikken (Stanic og Kilpatrick,

1988 referert i Fan and Zhu, 2007), viet ikke i forskning mye oppmerksombhet til

problemlgsning for sent pa 1970-tallet. Ifalge Schoenfeld (1992) ble den farste store

interessen for problemlgsning i matematikkdidaktikk registrert i 1977. Siden da har mange

forskere gjort store anstrengelser i a studere problemlgsning (Fan and Zhu, 2007).

Solvang definerer problemlgsning som «a sgke etter handlinger som farer til en lgsning

av et problem» (Solvang, 1992, s. 135). Nar problemlgseren mgter en utfordring, der man

kan bruke en kjent algoritme og som fglgende mindre tid pa & «sgke» etter lgsningsmetode, er
det snakk om en rutineoppgave. Dersom man ikke kjenner en slik algoritme, er det snakk om
et problem. Lereren kan forholde seg til problemet pa to forskjellige mater: Leereren kan
presentere for elevene en algoritme som farer til en lgsning pa problemet, og pa denne maten
gjer leereren problemet til en rutineoppgave. Pa den andre maten kan laereren utfordre elevene
til & utforske problemet og finne en lgsning selv.

For & lgse et problem, ma eleven lage noe nytt og bruke egne erfaringer og kunnskap i en
ny situasjon. Problemlgsning defineres som det a lgse et problem. Boesen (2006) sier at han er
inspirert av tankegangen til Schoenfeld som ble presentert tidligere i kapitlet. I likhet med
Schoenfeld hevder Boesen at en oppgave ikke er et problem dersom eleven vet hvordan
oppgaven kan lgses. Men Boesen trekker ikke inn i definisjonen problemlgserens gnske om a
finne en lgsning.

Stanic og Kilpatrick (1988) referert i Schoenfeld (1992) identifiserte tre fremtredende

fokus i problemlgsningsrolle i matematikkfaget:
e Problemlgsning som kontekst
e Problemlgsning som ferdighet

e Problemlgsning som kunst
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Problemlgsning som kontekst baserer seg pa tanken om at problemer og problemlgsning
fungerer som redskap for a oppna ulike mal, gjerne innenfor andre fag. Derfor vektlegges det i
skolen matematikkoppgaver som har tilknytning til elevenes dagligliv.

Stanic og Kilpatrick identifiserer fem slike roller som problemer spiller:

1. Som en begrunnelse for undervisning i matematikk. «Historisk har problemlgsning veert
inkludert i matematikk pensum delvis fordi problemene gir begrunnelse for undervisning i
matematikk» (Stanic og Kilpatrick, 1988, referert i Schoenfeld, 1992, s.13). Virkelighetsnere

problemer var ofte inkludert i leereplan for & overbevise studenter og lerere av den
betydningen som matematikk har.

2. Som en spesifikk motivasjon for fagtemaer. Problemer ble ofte brukt til & introdusere
temaer med implisitt eller eksplisitt forstaelse av at etter at man har leert leksjonen som falger
etter problemet, vil man veere i stand til & lgse problemer av denne typen.

3. Som rekreasjon. Rekreasjonsproblemer er ment til & veere motiverende. De viser at
matematikk kan veere morsomt og spennende, og at det finnes mange underholdende
bruksomrader for den kompetansen som studentene mestrer.

4. Som et middel for & utvikle nye ferdigheter. Problemene kan introdusere nytt fagstoff til
studentene og kan gi en kontekst for a diskutere nye teknikker som er mer effektive.

5. Som gvelse/praksis. De aller fleste av skolens matematikkoppgaver, faller i denne
kategorien. Studentene blir vist en teknikk, og de jobber deretter med mange oppgaver til de
har mestret denne teknikken (ibid.).

Nar vi sier at matematikk og matematisk problemlgsning er viktig for sin egen skyld,
snakker vi om problemlgsning som ferdighet. Vi ser pa problemlgsning som pa ferdigheter
som kan lares pa skolen. Men ofte begrenses «problemlgsningen» pa skolen til at laereren
viser en framgangsmate, og elevene jobber med gvingsoppgaver inntil de mestrer «metodens.
Schoenfeld papeker at storparten av matematikkopplaeringen pa skolen faller inn i denne
kategorien (Schoenfeld, 1992).

Problemlgsning som kunst stammer fra Polya, og er den «ekte» problemlgsning. Det

holder ikke alltid & lgse oppgaven med en kjent algoritme, og det kreves ofte kreativitet. For
Polya var problemlgsning en kunst som kunne leeres ved imitasjon og gvelse med veiledning.
Nar man forsgker & undervise i problemlgsning og implementere Polyas ideer i leerebgker,

blir ofte problemlgsning som kunst redusert til problemlgsning som ferdighet (Kongelf, 2011,

Schoenfeld, 1985). Praktisk kan det veere vanskelig a anvende problemlgsning i leerebgker og

klasseromsundervisning. | sin definisjon av problemlgsning bruker Polya dette sistnevnte

kunstneriske fokuset:
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Solving a problem means finding a way out of a difficulty, a way around an obstacle,
attaining an aim, which was not immediately attainable. Solving problems is the specific
achievement of intelligence, and intelligence is the specific gift of mankind: Solving problems

can be regarded as the most characteristically human activity. (Pdlya, 1981, vol. 2, s. ix).

Polyas problemlgsningsdefinisjon gjelder ikke bare et matematisk problem, den
definisjonen kan ogsa brukes i forhold til problemer i livet generelt.

Etter min vurdering er alle de ulike definisjonene av begrepet «problem» og begrepet
«problemlgsning» som finnes i matematikkdidaktisk forskning ganske like. Alle hevder at «et
problem» er et begrep som avhenger av forholdet mellom problem og problemlgseren. De
oppfordrer ikke bare til & se pa egenskapene til et problem alene, men sette i fokus relasjonen
mellom problem og problemlgseren. | tillegg tar Polya og Schoenfeld inn i definisjonene sine
problemlgserens gnske om a finne en lgsning. Schoenfeld trekker ogsa inn elevens interesse
og engasjement. Altsa har problem en affektiv dimensjon. Mange studier har avdekket
innflytelsen av ulike affektive aspekter (f.eks., tro, holdninger og falelser) pa
problemlgsningsprosess og bygging av matematisk kunnskap (DeBellis og Goldin, 1999

referert i Carlson and Bloom, 2005). Bade positive fglelser, slik som tilfredshet og stolthet, og

negative falelser, som angst og frustrasjon, endres ofte i lgpet av problemlgsningsprosessen.
Nar man ikke klarer a lgse et vanskelig matematisk problem, far man en forferdelig
frustrasjon av a ikke fa det til. Holder man ut og far lgse problemet til slutt, far man falelse av
tilfredshet og gnske om & lgse flere matematiske problemer. Da er det snakk om at den
affektive dimensjonen kommer av problemlgsning, og at det er toveis prosess. Fglelser som
suksess og jublende glede farer vanligvis til motivasjon og interesse, mens falelser som fiasko
og tristhet farer vanligvis til angst (Hannula, 1999 referert i Carlson and Bloom, 2005).

Bjorkqvist (2003) tar ikke inn i definisjonen av problemet problemlgserens gnske om a

finne en lgsning. Han presenterer videre et mulig tillegg til sin egen definisjon om at en
oppgave farst er et problem nar eleven opplever den oppgaven som sin egen, og sier at det
«kan veere gnskelig at problemer oppleves som elevenes/problemlgsernes egne» (ibid.). |
felge Bjorkquist vil det garantere en viss utgangsmotivasjon og vil sgrge for at oppgaven blir
satt i forbindelse med tidligere erfaringer. A arbeide med en egen oppgave ligner ogsa
arbeidet til den viderekommende matematikeren (ibid). Etter min oppfatning er Bjorkquist
noe utydelig i sin definisjon av begrepet problem. Bjorkquist skriver at man kan ta med
tillegget, men skriver ikke om han faktisk gjar det.

Bjorkquist, i likhet med Boesen, og i motsetning til Polya og Schoenfeld, trekker ikke inn

i sin definisjon den affektive dimensjonen om at problemlgseren skal oppleve problemet som
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sitt eget. Definisjonen til Bjorkquist der han tar med tillegget om at problemlgseren skal
oppleve problemet som sitt eget, er mest lik Polya og Schoenfeld sine definisjoner siden de
ogsa trekker inn det aspektet at problemet skal oppleves for problemlgseren som sitt eget.

I denne studien skal jeg analysere eksempler fra norske og russiske matematikkleerebgker.
| forhold til analyse av eksempler i lzerebgker, er det vanskelig & bruke den individrelaterte
definisjonen av begrepet «problem», for den individrelaterte definisjonen knytter problemet til
problemlgseren. Derfor velger jeg, i likhet med Fan and Zhu (2007) og Kongelf (2011), &

bruke den tradisjonelle definisjonen av begrepet «problem». Fan & Zhu og Kongelf definerer

alle situasjoner som krever en avgjarelse som problemer (Fan and Zhu, 2007, Kongelf, 2011).

Pa samme mate skal jeg se pa alle eksemplene som er presentert i leerebgkene som pa
«problemer», uansett om problemlgseren lgser de ved hjelp av en algoritme (rutine-
oppgaver), eller problemlgseren ma sgke lgsningen selv og bruke kreativitet. | denne
oppgaven skal jeg fokusere pa hvilke metoder problemlgseren bruker, nar han/hun lgser
problemet. Men selv om denne individrelaterte definisjonen er problematisk for
lerebokanalyse, har forskere som Lithner (2008) og Boesen (2006) handtert dette ved a se pa
hva slags resonnement er ngdvendig for a lgse selve problemet. Dette skal presenteres i
delkapittel 3.6 Alternativt rammeverk.

For & spare tid og plass skal jeg kalle alle «matematiske problemer» i denne oppgaven for
«problemer». Nar jeg skal snakke om problemer som ikke er matematiske, men brukes i

generell forstand, skal jeg presisere det.

3.1.2 Problemlgsningsprosessen
George Polya har veert sentral i begrepsutviklingen rundt problemlgsning i moderne tid.
Mesteparten av arbeidet som ble gjort innenfor problemlgsning pa 1970- og 1980-tallet er

basert pa Polyas arbeid (Schoenfeld, 1992). Schoenfeld har ogsa veert spesielt sentralt

innenfor forskning pa matematisk problemlgsning. Her presenterer jeg Polya og Schoenfeld
sine beskrivelser av problemlgsningsprosessen, i tillegg til to nyere beskrivelser. Den ene
beskrivelsen er konstruert av Marilyn P. Carlson og Irene Bloom (2005) og den andre av
Mason, Burton, og Stacey (2010). Deretter sammenligner jeg de fire beskrivelsene og setter
dem i en tabell. Jeg vil bemerke at beskrivelsen til Polya ikke er basert pa forskning, mens
Schoenfeld og Carlson og Bloom, og Mason, Burton, og Stacey sine beskrivelsene er basert

pa forskning.
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I den kjente boken «How to solve it» som ble fgrste gang utgitt i 1943, presenterer Polya
(1973) en «fire-trinns oppskrift» pa hvordan man lgser problemer. Denne «fire-trinns
oppskriften» er generell. Men samtidig lister Polya opp flere mer spesifikke strategier eller
heuristikker under hvert punkt i sin modell. Til hver fase introduserer han bestemte strategiske
spgrsmal som kan hjelpe problemlgseren pa vei mot lgsningen (Pdlya, 2009). De spgrsmalene
kan ogsa kalles heuristiske strategier. De fire fasene med tilsvarende strategiske spgrsmal er:

1. Forsta problemet
- Hva er ukjent?

- Hva vet du?

- Hvilke betingelser er oppgitt?

- Har du tilstrekkelige opplysninger, eller kanskje flere opplysninger enn du trenger?
- Tegn en figur. Bruk formalstjenlige betegnelser

- Kan vi:

e Gjette pa en lgsning, og teste gjettingen

e Trekke ut og organisere informasjon

e Finne en representasjon: et diagram, en formel, en figur, et skjema

e Finne passende symboler eller en mate a skrive det ned pa

2. Legg en plan
- Har du sett et liknende problem fagr? Kan du i sa fall bruke det?

- Kjenner du til et teorem som kan vare nyttig?

- Se pa den ukjente. Har du lgst et annet problem far, med en tilsvarende ukjent?

- Kan du formulere problemet pa en annen mate? Pa enda en annen mate?

- Kan du introdusere et «hjelpe-element»?

- Bruk definisjonene!

- Kan du lgse et enklere problem som likner? Et spesialtilfelle? Et mer generelt tilfelle?
- Kan du lgse deler av problemet?

- Hva skjer hvis du dropper noen av betingelsene i oppgaven? | hvor stor grad kan du nd
bestemme den ukjente, og hvordan vil den variere?

- Har du brukt alle opplysningene i oppgaven?

- Kan du gjere antakelser som forenkler problemet?

- Kan du endre de variable og holde de andre fast?

- Kan du teste de variable systematisk?
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3. Gjennomfar planen
- Utfor det du har planlagt. Kan du se klart at hvert enkelt trinn i lgsningen er riktig? Kan du
bevise det?
4. Se tilbake
- Reflekter over lgsningen. Kan du sjekke at resultatet stemmer? Kan du sjekke argumentene?
- Kan vi kontrollere hvert skritt?
- Kan du finne en annen lgsningsmetode?
- Kan du bruke resultatet eller lgsningsmetoden i andre problemer?
- Har oppgaven alltid en lgsning?
- Har det flere lgsninger?
- Hva kan vi leere av lgsningen?
- Kan vi utvide — fins det en mer generell lgsning? (Birkeland et al., 2012, s. 304, PAlya,
2009).
| Polyas farste fase hvor eleven pragver a forsta problemet, ma eleven forsta hva ordene og

teksten i oppgaven betyr og hva som er relevant i oppgaven. Det kan vaere hensiktsmessig a se
oppgaven pa flere ulike mater ved, for eksempel, & tegne opp en figur, lage en visuell
representasjon eller gi navn til eventuelle objekter som ikke har navn. Til slutt kan det ogsa
veere nyttig a gi en kvalifisert gjetning pa hva lgsningen kan vere (Pélya, 2009). Den siste
fasen i modellen («se tilbake» — fasen) er ogsa veldig viktig, og denne fasen kan hjelpe elever
a forstd at det finnes flere mater a lgse problemet pa.

Schoenfeld (1992) deler problemlgsningsprosessen inn i seks faser:

1. Lese

2. Analysere

3. Utforske

4. Planlegge

5. Implementere/gjennomfare
6. Etterprave/sjekke

Schoenfeld (1992) studerte hvordan en erfaren matematiker kontra elever fra

videregaende skoler lgste problemer. Den aktuelle matematikeren hadde ikke jobbet innenfor
feltet problemet var fra pa ti ar. Resultatene viste at den erfarne matematikeren bruker mer
enn halvparten av tiden pa a forsta problemet. Han fulgte ikke opp den farste ideen han fikk,
og han gjorde en betydelig mengde av analyse. De sma trekantene (Figur 1) representerer
matematikerens egne eksplisitte kommentarer vedrgrende lgsningsprosessen. Matematikeren

begynte ikke med utforskning og implementering far han var overbevist om at han arbeider i
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riktig retning. Etter at han hadde pravd a lgse oppgaven, gikk han alltid til etterprgvningsfasen
for a se om det han hadde gjort virket riktig. Etterpravingsfasen var den siste fasen han var
innom far han var ferdig.

Activity

Read

Anal yze

Explore

= i
I mplement

Yerify | . | ' .

5 10 15 20
Elapsed Time { Minutes)

Figur 1. Matematiker som jobber med et vanskelig problem

Den andre delen i undersgkelsen, en elevundersgkelse, ble basert pa mer enn 100 video-
opptak av studenter som jobbet med «ikke-rutine» problemer. Ifglge undersgkelsen bruker
ofte elevene, i motsetning til den erfarne matematikeren, fglgende strategi:

Read, make a decision quickly, and pursue that direction come hell or high water
(Schoenfeld, 1992, s.356)

Schoenfeld fant ut at elevene leste fort oppgaveteksten, valgte en retning for arbeidet og

fortsatte i den retningen resten av den tildelte tiden (20 minutter), selv om de ikke gjorde
fremgang. Figur 2 viser et typisk problemlgsningsforsgk, der to studenter arbeider sammen for
a finne lgsningen. Vi ser ingen sma trekanter i denne figuren, og det sier at studentene ikke

stilte sparsmal til sin egen lgsningsprosess.
Activity
Read .

analyze

Explore | I

Plan

Implement

Yerify

1 1 1
5 10 15 20
Elapsed Time ( Minutes)

Figur 2. Studenter som prgver G lgse et vanskelig problem

Resultatene fra Schoenfeld viste at mer enn 60 % av elevene forsgkte a lgse et problem pa
den overfor nevnte maten lese, ta en rask beslutning, forfalge denne retningen uansett hva

som skjer (Schoenfeld, 1992). Selv om elevene har kunnskapene de trenger for a lgse

problemet, klarer de ikke a lgse problemet. Hvis elevene ikke er vant til & sjekke og revurdere

lzsningen, vil valg av feil strategi fare til at elevene ikke finner en lgsning.
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Nar vi sammenligner Polyas sin modell og Schoenfeld sin modell av
problemlgsningsprosessen, ser vi at mens Polya fokuserer pa konkrete handlinger og
strategier i problemlgsingsprosessen, beskriver Schoenfeld mer abstrakte forhold ved

prosessen.

| «Thinking Mathematically» (Mason et al., 2010) og «Fostering and sustaining
mathematics thinking through problem solving» (Mason and Davis, 1991) deles

Igsningsprosessen inn i tre hovedfaser:
1. Entry (Inngang)
2. Attack (Angrep)
3. Review (Tilbakeblikk)

Figur 3. lllustrasjon fra Mason, Burton og Stacey, 2010, s. 24.

Entry

Entry-fasen er den fgrste fasen, og begynner nar eleven mgater problemet. Det er vanskelig
for eleven a lage en god plan for Igsningen, og senere utfare denne planen, hvis han ikke har
forstatt selve problemet. Det er derfor viktig at eleven bruker tid pa a veere sikker pa at
problemet er forstatt (Polya, 2009). | de fleste tilfeller i entry -fasen leser elevene
oppgaveteksten og bearbeider det som ble lest.

Entry-fasen svarer pa spgrsmalene «hva vet jeg», «hva gnsker jeg» og «hva kan jeg
introdusere» (Mason et al., 2010). Det er veldig viktig a lese oppgaveteksten ngye. Da overser

man ikke informasjon, og misforstaelser oppstar ikke (ibid.). «<Hva vet jeg» - spgrsmalet kan
deles i to: «hva eleven vet fra spgrsmalet», og «hva eleven vet fra tidligere erfaringer» (ibid.).
«Hva gnsker jeg» - spgrsmalet hjelper til & finne ut hva eleven ma gjere for a finne et svar
eller bevise at noe er sant. Et hovedproblem ved oppgavelgsing er a fa klarhet i hva oppgaven
egentlig spgr om (ibid.). Sparsmalet om «hva kan jeg introdusere i oppgaven» farer til at
eleven kan benytte seg av hjelpemidler. For eksempel, eleven kan tegne en hjelpetrekant med
malene som er oppgitt i oppgaven, det hjelper eleven & se pa oppgaven pa en annen mate.
Masons entry - fasen ligner pa Polyas sin farste fase.
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Attack

Attack er hovedfasen for anstrengelsene med a lgse oppgaven (ibid.). Etter at eleven har
tolket innholdet i tekstoppgaven, starter attack —fasen, og eleven velger lgsningsmetode
han/hun skal bruke. | denne fasen benytter eleven gjetting, eller setter frem sin plan. Eleven
kan ha flere planer og ideer som han/hun skal prgve ut. De fremgangsmatene og metodene
som eleven velger er avhengig av elevens tidligere kunnskap og erfaring, og av hvordan
han/hun forstatt innholdet i tekstoppgaven. Tolker eleven oppgaveteksten pa feil mate, eller
han/hun ikke vet hvilke metoder han skal bruke i de forskjellige situasjonene, kan det hende at
eleven velger feil fremgangsmate/metode. Det kan hende at eleven har prgvd alle ideene og
star fast i lgsningen. Bare gjennom det a sta fast og a klare a akseptere situasjonen og det at
han/hun star fast, leerer eleven hvordan han/hun kommer seg ut av denne situasjonen (ibid.).

Review

Refleksjon er kanskje den viktigste aktiviteten for a utvikle matematisk tenkning. Det er
vanskelig for eleven a lere av sine erfaringer uten a reflektere over hva han/hun har gjort
(ibid.). Eleven gar over til review -fasen for a sjekke om lgsningen er riktig nar en lgsning er
nadd. Denne fasen hjelper eleven a fa erfaringer, og finne flere metoder som kan benyttes ved
Igsning av matematikkoppgaver. Nar eleven senere star fast, kan han/hun huske tilbake til
ideer som har fungert tidligere og benytte disse (ibid.). I denne fasen kan eleven ogsa vurdere
om han/hun kan lgse oppgaven pa en annen mate, om metoden kan benyttes for a lgse et annet
problem. Hvis eleven under denne evalueringen oppdager feil, ma han/hun bevege seg tilbake

til entry-fasen eller attack-fasen (ibid.).

Carlson og Bloom utarbeidet en inndeling av problemlgsningsprosessen som er veldig likt
Polyas sin fire-trinns modell. Carlson og Bloom studerte tolv matematikere mens de lgste
matematiske problemer. Resultatene de fikk indikerer pa at problemlgsning bestar av fire
hovedfaser: 1) orientere, 2) planlegge, 3) utfare og 4) sjekke. Etter at matematikerne hadde
orientert seg om hva problemet handlet om, repeterte de en planlegge-utfare-sjekke-syklus
gjennom hele problemlgsningsprosessen. Det var sjelden at noen av oppgavene ble lgst pa en
lineser mate (fase 1-4 uten repetisjoner). Matematikerne reflekterte jevnlig over egne valg og
handlinger gjennom alle de fire fasene, og refleksjonene var med pa a bevege matematikernes

tenkning i en produktiv retning (Carlson and Bloom, 2005).

Fosli (2013, s. 17) setter opp en tabell over fasene i problemlgsningsprosessen slik den
framstilles av Mason et al. (2010), Polya (1973), Schoenfeld (1989) og Borgersen (1994). Jeg

gjengir tabellen her og tar ogsa Carlson og Bloom sin modell med.
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Faser i lgsningsprosessen

Mason et al.
(2010) Inngang «Angrep» Tilbakeblikk
Polya . .

Forsta problemet Legg en plan Utfar plan | Se tilbake
(1973)

Implemen

Schoenfeld Lese Analysere | Utforske Planlegge P Verifisere
(1989) tere

Analysere . . . )
Borgersen / Tegning/ | Kvalifiser | Finne Utvikle Reflek Genera
(1994) ) Modell t gjetting hypotese bevis sjon lisering

Definere
Carlson og Bloom ] _

Orientere Planlegge Utfare Sjekke
(2005)

Tabell 1. Oversikt over ulike faser i problemlgsningsprosessen

Jeg syns Tabell 1 gir en hensiktsmessig oversikt over ulike faser i
problemlgsningsprosessen, og viser at forskerne er enige om hovedtrekkene i
problemlgsningsprosessen, selv om de tenker forskjellig i forhold til hvor mange faser de
deler problemlgsningsprosessen i, og hvordan de kaller de forskjellige fasene. Min vurdering
er at Carlson og Bloom sin inndeling ligner mye pa Polyas sin inndeling, men at Carlson og
Bloom er tydelige pa at enkelte faser gjentas i problemlgsningsprosessen. De snakker om
planlegge-utfare-sjekke-syklusen. Schoenfeld deler inn problemlgsningsprosessen i seks
faser. For meg virker det at to farste fasene (lese og analysere) til Schoenfeld sin inndeling
kan omfatte det som ligger i Polyas farste trinn, forstd problemet, og i Carlson og Blooms
farste trinn, orientere. Den andre fasen til Polya og Carlson og Bloom samsvarer med fasene
«Utforske» og «Planlegge» i inndelingen til Schoenfeld. Videre er de to siste fasene til

Schoenfeld sin inndeling samsvarende med de to siste fasene til Polya og Carlson og Bloom.

3.1.3 Problemlgsning og heuristikk
I litteraturen blir problemlgsning ofte kalt heuristikk, som betyr oppfinnelseskunst
(Solvang, 1992, s. 134). Det stotter ogsa Schoenfeld (1985) som sier at heuristikk brukes

synonymt til matematisk problemlgsning. | boken sin skriver Schoenfeld «once nearly
forgotten, heuristics have become nearly synonymous with mathematical problem solving»
(Schoenfeld, 1985).

Heuristikk defineres i fremmedordboken som «oppfinnelseskunst, leeren om de metoder

som tjener til a vinne nye vitenskapelige resultater» (Gundersen & Berulfsen, 2008 referert i

Harder, 2013). Malet med heuristikk er a studere metoder og regler for oppdagelse og
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oppfinnelse (Polya, 1973, s. 112). Heuristikk (gresk ebpnoic [heuresis] = «oppdagelse») er

leeren om hvordan man best oppnar og lagrer kunnskap, og er en gren av filosofien.
Heuristikken beskjeftiger seg med metodene som kan, eller bar brukes for a oppna ny
erkjennelse, for a lgse problemer og for a beskrive disse metodene

(http://no.wikipedia.ora/wiki/Hovedside).

Heuristikk behandles av Polya i en ordliste som er en vesentlig del av boken «How to
solve it», 0g betyr «et generelt forslag til hva en kan gjagre nar en skal lgse et ukjent problem»
(Polya, 1973). Heuristikk er ment til & vaere en effektiv mate a hjelpe elevene & handtere
informasjonen som er gitt i problemlgsningsoppgaver, spesielt nar oppgavene har mye
informasjon. En heuristisk fremgangsmate kan hjelpe elevene til & kontrollere deres egne
tankeprosesser. Polyas heuristikker er generelle, og kan deles opp i flere mer spesifikke
strategier (se delkapittel 3.1.2 Problemlgsningsprosessen). De heuristiske metodene slik vi
finner dem i boken til Polya «<How to solve it», har blitt kritisert for a veere «descriptive rather
than prescriptive» (Schoenfeld, 1992, s. 353). Det betyr at de heuristiske metodene er

beskrivende i den forstaelse at matematikere og andre med god kjennskap til problemlgsning
kan gjenkjenne strategiene nar de brukes, men det er vanskelig a lzere problemlgsning fra de
metodene (Schoenfeld, 1992). I tillegg far ikke elevene som ikke kjenner strategiene fra far,

de ngdvendige detaljene utfra strategiene, og da er de ikke i stand til & bruke de strategiene for
a lgse problemer (Kongelf, 2011, s.15, Schoenfeld, 1992).

Schoenfeld har utviklet et rammeverk for analyse av matematisk atferd. Rammeverket
presenteres i boken «Mathematical Problem Solving» (Schoenfeld, 1985), der det presiseres at

matematisk kunnskap og atferd (mathematical knowledge and behavior) bestar av fire
kategorier som delvis overlapper:
e Evner/ressurser (resources). Kunnskap (body of knowledge) som personen har med
seg i den matematiske situasjonen.
e Heuristikk (heuristics). Regler for effektiv problemlgsing, med andre ord strategier for
a gjere fremgang i kjente og ukjente situasjoner. Eksempler pa heuristikker er a bruke
analogier og jobbe baklengs.
e Kontroll (control). Utnyttelse av evner/ressurser, planlegging og overvaking av egen
tenkning.
e Oppfatningssystemer (belief systems). Det matematiske «bildet av verden», med andre
ord det perspektivet pa matematikk som man kommer i situasjonen med (Schoenfeld
1985, s.44-45)
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Schoenfeld (1985) mener at de fire kategoriene kan forklare hvorfor personen lykkes eller

feiler i forsgket pa a lgse matematiske problemer. Hvis man vet hvilke forutsetninger, hvilket
kunnskap en person har, nar han lgser et problem, kan det gi en pekepinn pa hva den personen
faktisk klarer & oppna i et gitt tilfelle. Hvis problemlgseren har god kontroll over egen
oppfarsel, utnytter sine evner pa best mulig mate, gir det effektiv problemlgsning. Har ikke
problemlgseren kontroll, kan han mislykkes med a lgse problemet. Hvordan man oppfatter
matematikk, styrer hans valg av strategier, metoder, tidsbruk. Og det i sin del pavirker
problemlgsningsferdigheter.

Men ofte blir det forvirrende, nar problemlgsning og problemlgsningsheuristikker blandes
sammen, for det er egentlig to forskjellige ting. Problemlgsningsheuristikker er mgnstre i
hvordan man gjgr problemlgsning, og ikke problemlgsning selv. Problemlgsningsheuristikker
er mer konkrete og eksplisitte. Men de har noe mer generelt over seg; en form for tankegang
som kan brukes til & lgse forskjellige problemer i mange forskjellige sasmmenhenger. Den
tankegangen er ikke en konkret regel, og den tankegangen dreier seg om a forsta hva man skal
gjere og nar, og hvilke ting er det man skal tenke pa. Under denne tankegangen finner man ut
hvilke konkrete heuristiske metoder som er aktuelle for a lgse det konkrete problemet.

| denne oppgaven kommer jeg til a bruke begreper «heuristiske strategier», «heuristiske

metoder» og «problemlgsningsheuristikker» pa lik linje.

3.1.4 Undervisning i problemlgsning

Pdlya (1981) mener at undervisning i problemlgsning er det viktigste en matematikkleaerer
kan tilby sine elever. Han hevder at de 70 % av elevene som mener at de aldri senere kommer
til & ha nytte av matematikk utover helt grunnleggende regneferdigheter, likevel vil ha nytte
av den «common sense» som gjerne preger problemlgsning (ibid.). Polyas hensikt var at
elevene matte fa mulighet til & engasjere seg i problemlgsning som en oppdagende og
skapende aktivitet. Polya har selv gitt konkrete anbefalinger i forhold til problemlgsning.
Ifalge Polya kan man bruke ulike strategier som, for eksempel, a bryte ned og sette sammen
pa ny, bruke analogier, hjelpeelementer, indusere, spesialisere, variere og arbeide baklengs for
a kunne finne lgsningen pa problemet. Polyas arbeid farte til at man begynte a iverksette
problemlgsning pa skolen. Men uansett har synet pa Polyas anbefalinger fram til 1980-arene
veert relativt negativt. Grunnen til det kunne veaere at prosessen var lite formalisert og var

vanskelig & bruke (Schoenfeld, 1992). Som det ble sagt far, var anbefalingene til Polya

beskrivende, men ga ingen detaljert oppskrift for hvordan en skulle ga fram. Samtidig var det
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lite forskning og lite empirisk bevis pa 70-tallet som stattet at heuristikker kunne forbedre
problemlgsning (ibid.). Men funnene pa 80-tallet snudde seg mer til fordel for Polyas
anbefalinger. (ibid.) viser til studier som beviste at undervisning i generell problemlgsning
ikke ngdvendigvis gjer elevene i stand til & overfare lerte teknikker til nye situasjoner, men
papeker at nyere funn indikerer at elever kan dra nytte av a leere seg mer spesifikke teknikker
(ibid.). De spesifikke teknikkene kan elever ha i sin matematisk verktgykasse, pa lik linje med
de andre kunnskapene og metodene. Da blir problemlgsningsferdighetene en del av elevenes
matematisk kunnskap og forstaelse. Hvis en person har brukt en metode flere ganger og
lyktes, kommer personen til & huske den metoden og bruke den senere til & lgse problemer.
Etter hvert blir flere metoder lagret i et personlig sett med problemlgsningsstrategier. Hvis
man far undervisning i de metodene, slipper man & oppdage de metodene pa egenhand
(Schoenfeld, 1985, s. 70-71). Samtidig har mange klassebaserte undersgkelser indikert at

passende undervisning i problemlgsningsmetoder fremmet utviklingen av studentenes evne i
problemlgsning (f.eks. Charles og Lester, 1984; Hembree, 1992; Higgins, 1997; Lee, 1982;
Oladunni, 1998; Schoenfeld, 1979 referert i Fan and Zhu, 2007).

Hvis leerebokforfatterne skriver lite i leerebgkene sine om hva heuristiske metoder er og

hvordan man bruker de heuristiske metodene, kan reduseres muligheten for elever og lerere &
delta i diskusjon om slike metoder. Dette betyr at dersom lzerebgkene ikke behandler
heuristiske metoder pa en eksplisitt og systematisk mate, kan man ikke forvente at leerere
underviser metoder og elever lerer dem, og det forhindrer at heuristiske metoder blir en del

av en strategi for & lgse problemer (Schoenfeld, 1985).

Malet med problemlgsning beskriver Schoenfeld (1992) med flere punkter:

e Sgke lgsninger, ikke bare memorere prosedyrer/metoder

e Utforske manstre, ikke bare memorere formler

e Formulere beregninger, ikke bare gjgre gvelser

o Faelevene til 4 tenke kritisk og analytisk

e Gi elever muligheten til & veere forskere, slik at de far anledning til & forsta meningen
med matematikk (Schoenfeld, 1992)

Hvis undervisningen begynner a reflektere over det, vil elevene ha mulighet til & studere

matematikk som et utforskende, dynamisk, utviklende fag og ikke som en sett med regler som
skal huskes (Schoenfeld, 1992).
Nar Polya snakker om problemlgsning og heuristikk, forutsetter han en viss grad av

matematisk forstaelse hos elever, og sier at «leering av heuristikker krever et fundament av
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matematiske evner/ressurser» (Pélya, 1981). Schoenfeld papeker at heuristikk i anden av
Polya muligens krever et visst matematisk niva, og anbefaler & undervise i heuristiske
metoder pa universitetsniva (Schoenfeld, 1992, Schoenfeld, 1985). Men Kongelf (2011)

mener derimot at yngre elever kan leaere heuristikk i en mindre streng forstand, enn det som
vanligvis brukes i matematisk problemlgsning.

Selv om Schoenfeld antyder at undervisning i problemlgsning ma veere eksplisitt og
systematisk, sier Lester at problemlgsning er en kompleks prosess (Lester, 1996).

Og derfor er det vanskelig & undervise i problemlgsning (Lester, 1996). Det er forsket mye pa

hvordan man best kan undervise i problemlgsning, og Lester (1996) gjennomgikk gjeldende
litteratur om undervisning i problemlgsning, og presenterte en liste med fire hovedprinsipper:
1. Elever ma lgse mange problemer for a forbedre sin problemlgsningsevne
2. Problemlgsningsevne utvikles sakte over lang tid
3. Elever ma tro at deres larer synes problemlgsning er viktig for at de skal ta til seg
undervisning i/om problemlgsning
4. De fleste elever tjener pa systematisk undervisning i problemlgsning (Lester, 1996
5.87)

I Lesters oppsummering av forskningslitteratur omkring problemlgsning, kommenterer

han at et tydelig forskningsresultat er at det ikke er nok a leere om problemlgsning (f.eks.
undervisning om Polyas fire-fasede modell) for & fa bedre problemlgsningsevne. Elever ma
Igse mange problemer over en lengre tidsperiode for & forbedre problemlgsningsevnen sin
(Lester, 1994).

Teoretikere presentert over snakker om & veere konkret angaende undervisning i

problemlgsning. Sa prever matematikk-didaktikere a finne noen konkrete anbefalinger

angaende undervisning i problemlgsning. Didaktikere som Breiteig (2008) og Birkeland et al.

(2012) har et lignende syn i at undervisning ma gi elever muligheten til & skaffe seg erfaring
med & gjere matematikk, og at det ma gjenspeiles i gjeldende matematikkplaner. Fglgende
sjekkliste med noen trekk ved en arbeidsform som inkluderer problemlgsning og utforsking,
kan brukes i skolepraksis:

e Finn rike oppgaver

e Motiver elevene

e Gidemtid

e Lacelevene selv fa en vesentlig del av oppdagelsen

e Ladem ga veien fram
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o Lytt til deres sprak og deres formuleringer

e Still oppfglgende sparsmal, be dem gjerne om a forklare hvordan de har gjort og tenkt,
og hvorfor de har gjort det slik

e Stimuler deres tenking om eget arbeid og egne lgsninger

e Motsta fristelsen til & gi dem en rask lgsning

e Verdsett deres oppdagelse og deres forstaelse

e Hold malet med oppgaven og aktiviteten klart

e Verdsett oppsummering og refleksjon ved slutten av en arbeidsgkt (Birkeland et al.,
2012, s. 291, Breiteig, 2008, s. 39)

Listen over bekrefter at det er viktig & sette god tid i undervisningen til at elever skal

kunne jobbe med vanskelige oppgaver. Hvis elever har nok tid til & snakke om oppgaven,
analysere oppgaven og prgve a lgse den, og etterpa a fortelle hvordan de lgste oppgaven og
hvorfor de mislyktes, utvikles det en slags «problemlgsende kultur» i undervisningen. Hvis
elever ikke far anledning til & lzse mange problemer, blir elever ikke gode problemlgsere. For
a lere og utvikle problemlgsningsstrategier, ma elever jobbe jevnt og systematisk med
vanskelige problemer. Men det er ofte ikke tid til problemlgsning i skoleundervisning. Derfor
foretrekker ofte leerere a gi elevene mange lette oppgaver istedenfor & gi en oppgave som er
vanskelig og som trenger mye tid for & bli lgst. For & bli gode problemlgsere ma elever ikke
bare lgse problemet, men ogsa kunne snakke om hvordan de lgste problemet, hvorfor har de
ikke klart & komme til lgsningen, hva kunne de gjere annerledes for a lykkes. Elever ma ha
anledning til & kunne overvake og kontrollere egen lgsningsprosess, men det er som regel ikke
tid til i undervisning. Men samtidig kan det veere fare for at for systematisk leering kan fort bli
for metodisk og for stivt. Mennesker er ikke flinke til a leere ting etter «oppskriften». De laerer
ofte av & se pa eksempler og oppdage mgnstrer. Sa bruker de mgnstrene til & lgse lignende
problemer. Og noe problemlgsning dreier seg om, er a lere mennesker i & oppdage mgnstrer i
hvordan de oppdager mgnstrene. Derfor er det hele veien snakk om a finne en balanse i
undervisning mellom det metodiske og stive, og det fleksible og kreative.

Som vi sa over, var det lang utvikling av synet pa hvordan problemlgsning skal
undervises. Det startet med Polya som presenterte de generelle trekkene ved problemlgsning.
Sa finner man noe som er mer eksplisitt og spesifikt. Og med tiden blir det alt for eksplisitt og
metodisk. Den starste utfordringen var igjen a kunne finne en «mellomting» mellom det a
veere for abstrakt og det & veere for konkret. Selv om de spesifikke problemlgsende

heuristikkene skal presenteres tydelig, og deres bruk ber utvikles pa samme mate som andre
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matematiske strategier eller teknikker, bgr en viss forsiktighet tas om hvordan eksplisitt

undervisningen i heuristikker er ngdvendig (Higgins. 1997 referert i Fan and Zhu, 2007).

Higgins (1997) sin studie referert i Fan and Zhu (2007) rapporterte at elever som fikk

undervisning i problemlgsning, hadde tendens til & sette likhetstegn mellom problemlgsning
og problemlgsningsheuristikker de hadde leert. Med andre ord ansa de studentene
problemlgsende heuristikker som «regler» for a lase problemer. Derfor er det viktig bade for
lerebokforfattere og for lerere, & veere klar over bade positive og negative potensielle
pavirkninger, nar de presenterer spesifikke problemlgsningsheuristikker som star i leerebgker

(Fan and Zhu, 2007). Elever ma ikke fa oppfatning at alle oppgavene av denne typen skal

lgses ved bruk av en konkret heuristikk og pa en konkret mate. De ma kunne se pa en oppgave
uten & forbinde denne oppgaven med en konkret «regel», men heller forsta problemet og
analysere hvordan de skal ga frem og hvorfor, og hvilke heuristikker de kan bruke for a lgse
oppgaven.

Fan and Zhu (2007) mener at undervisningen i problemlgsning ikke bar behandles som et

isolert tema. | stedet bgr den undervisningen vare integrert i vanlig matematikkundervisning
og leering. Dette virker for meg a veere veldig fornuftig, for det hjelper elevene a ikke likestille
problemlgsning med en liste over spesifikke heuristikker, og a ikke behandle

problemlgsningsheuristikker som regler.

3.1.5 Problemlgsning og problembehandlingskompetanse

Norge kommer darlig ut i undersgkelser som viser elevens kompetanse i matematikk.
Men samtidig er det mange som mener at det er viktig at elevene behersker flere ulike
kompetanser i matematikk, og at vi trenger en bevisstgjering omkring hva det vil si & ha

matematiske kompetanse (Rgsseland, 2005a).

En generell beskrivelse av hva matematisk kompetanse er, finner vi hos Niss og Jensen.
Denne beskrivelsen var et resultat av det danske prosjektet «Kompetencer og

matematiklering» (KOM-prosjektet) (Niss and Jensen, 2002). Prosjektet pagikk i perioden fra

ar 2000 til 2002, og hadde Mogens Niss som leder. Malet var & karakterisere matematisk
faglighet som er basert pa matematiske kompetanser. De matematiske kompetansene skulle

brukes som et verktay for & utvikle matematikkutdanningen i Danmark (Niss and Jensen,

2002). Niss og Jensen mener at leereplaner i matematikk bar fokusere pa at elevene skal

utvikle de ulike matematiske kompetansene. | fglge Niss and Jensen (2002) betyr matematisk

kompetanse: at have viden om, at forstd, udeve, anvende, og kunne tage stilling til matematik
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og matematikvirksomhed i en mangfoldighed af sammenhange, hvori matematik indgar eller

kan komme til at indga (Niss and Jensen, 2002, s. 43)
Niss and Jensen (2002) definerer en matematisk kompetanse som:

indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmaessigt i situationer, som rummer en bestemt

slags matematiske udfordringer (Niss and Jensen, 2002, s. 43)

Niss og Jensen deler den matematiske kompetansen i atte kompetanser (Figur 4), som er
fordelt i to hovedgrupper. Den ene hovedgruppen omfatter kompetanser en person trenger for
a sparre og svare i, med og om matematikk:

1. Tankegangskompetanse

2. Problembehandlingskompetanse

3. Modelleringskompetanse

4. Resonneringskompetanse

Den andre hovedgruppen omfatter kompetanser innen det a8 omga sprak og redskaper i
matematikk:

5. Representasjonskompetanse

6. Symbol- og formalismekompetanse
7. Kommunikasjonskompetanse
8

Hjelpemiddelkompetanse

Modellerings- f Kommunika-
kompetence / i tionskomp.

Reesonne- Hjeelpemid-
mentskomp. delkompetence

Figur 4. Matematisk kompetanse
Beskrivelsene pa de atte kompetansene kan man se i Vedlegg 17. Beskrivelsene pa de atte

kompetansene av den matematiske kompetansen til Niss og Jensen.

Alle de atte kompetansene har like mye med hverandre a gjgre (Niss and Jensen, 2002). Det

er en nar forbindelse mellom to ulike kompetanser, og det finnes overlappinger mellom ulike

kompetanser. En kompetanse kan ikke bli ervervet i isolasjon fra andre kompetanser.
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Problembehandlingskompetanse inneholder det a kunne finne og formulere matematiske

problemstillinger, kunne lgse matematiske problemstillinger og etter hvert ogsa kunne lgse
dem pa forskjellige mater. De elevene som har hagy problemlgsningskompetanse vil kunne
resonnere og lgse problemene med systematisk valg av strategi, og de vil veere i stand til 4

velge mellom ulike lgsningsstrategier, for & velge den mest hensiktsmessige (Rgsseland

2005b). Problembehandlingskompetanse gar tett sasmmen med modelleringskompetanse og
resonneringskompetanse.
En annen beskrivelse av matematisk kompetanse ble utarbeidet av T. Palm, E. Bergquvist,

I. Eriksson, T. Hellstrom og C.-M. Héaggstrom i 2004 (Palm et al., 2004). Den beskrivelsen er

basert pa analyser av leereplanverket og tilhgrende politiske dokumenter for den videregaende
skolen i Sverige, og malet var at kompetansene skulle vere forstaelige for leerere og personer

som lager oppgaver og utvikler prever (Boesen, 2006, Palm et al., 2004). Beskrivelsen

inneholder seks kompetanser:

1. Problemlgsningskompetanse
Algoritmekompetanse
Begrepskompetanse
Modelleringskompetanse

Resonneringskompetanse

o g~ w D

Kommunikasjonskompetanse

Denne beskrivelsen ligner pa Niss og Jensen sin beskrivelse av matematisk kompetanse.
Og pa samme mate som hos Niss og Jensen finnes det relasjoner og overlappinger mellom de
seks kompetansene. En av de seks kompetansene er problemlgsningskompetansen.
Problemlgsningskompetansen er en kompetanse som er ngdvendig for a kunne lgse et

problem (Palm et al., 2004). Denne kompetansen har ogsa ner forbindelse til

modelleringskompetansen og resonneringskompetansen.

En kompetanse kan ikke bli ervervet i isolasjon fra andre kompetanser og ma ses i
sammenheng med de andre komponentene av matematisk kompetanse. Alle de kompetansene
sammen bidrar til utvikling av den matematiske kompetansen. For a kunne utvikle
problemlgsningskompetanse, ma man bruke og utvikle de andre kompetansene. Samtidig
bidrar problemlgsningskompetanse til utviklingen av generell matematisk kompetanse. Derfor
er det viktig a ta i betraktning alle komponentene av matematisk kompetanse nar man snakker
om problemlgsningskompetanse. Nar elever behersker problemlgsningskompetanse, er de i
stand til & fremme og lgse matematiske problemer pa opptil flere ulike mater.

Problemlgsningskompetanse har mye felles med modelleringskompetanse og
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resonnementskompetanse, og de til sammen dreier seg om problemlgsning. Nar man driver
med problemlgsning, utvikles ikke bare problembehandlingskompetanse, men ogsa
modelleringskompetanse og resonneringskompetanse. De tre kompetansene vedrgrer nesten

det samme.

Palm et al. (2004) bruker ogsa individrelatert definisjon av begrepet problem. Et problem
er en oppgave som en elev ikke har en kjent lgsningsmetode for a lgse. For a lgse et problem,
ma eleven produsere ny kunnskap, altsa tilpasse egne kunnskaper til en ny situasjon (Palm et
al., 2004). Denne definisjonen ligner pa definisjonene til Polya (Pélya, 1981), Schoenfeld
(Schoenfeld, 1992, Schoenfeld, 1985), Bjorkqgvist (Bjorkqvist, 2003), Boesen (Boesen, 2006)
0g Niss & Jensen (Niss and Jensen, 2002). Om en oppgave krever

problemlgsningskompetanse eller ikke, avhenger bade av problemet og problemlgseren som
skal lgse problemet. Oppgaver som er ukjente for eleven med informasjon som er blitt gitt
annerledes enn hva eleven er vant til, og sammensatte oppgaver, er oppgaver hvor eleven kan

trenge problemlgsningskompetanse (Boesen, 2006).

Som det ble nevnt far, er det vanskelig i leerebokanalysen a bruke individrelatert
definisjon av begrepet «problem», for den individrelaterte definisjonen knytter problemet til
problemlgseren. Men selv om jeg bruker den tradisjonelle, ikke - individrelaterte definisjonen
av «problem», hjelper det & ha et mer helhetlig bilde av problemlgsning ved a se pa hvilke

kompetanser trenger man for a lgse problemer.

3.1.6 Internasjonale undersgkelser Pisa og TIMSS

Bade TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) og PISA
(Programme for International Student Assessment) er designet for & kunne sammenlikne
resultater mellom land, og for & kunne male utvikling over tid, sékalte trender. TIMSS og
PISA undersgker ulike populasjoner i grunnskolen, TIMSS retter seg mot 4. og 8.trinn, PISA
mot elever i 10. trinn. TIMSS tester elevene i mer elementare faglige ferdigheter og
kunnskaper, og gjennomfares hvert fjerde ar. PISA er en internasjonal undersgkelse som
gjennomfares hver tredje ar. TIMSS baserer seg pa leereplanene fra de landene som deltar i
undersgkelsen, hvor man gjennom internasjonalt samarbeid har kommet fram til en enighet
om innhold i de faglige testene basert pa deltakerlandenes lereplaner og mal for
matematikkundervisning. PISA har et annet utgangspunkt ved a gi sin egen definisjon av
matematisk kompetanse, vi snakket om i delkapitlet 3.1.5 Problemlgsning og

problembehandlingskompetanse. | PISA brukes begrep «mathematical literacy» som skal
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beskrive hva slags kompetanse alle trenger for en aktiv deltakelse i dagens og morgendagens

samfunn. «Mathematical literacy» er i PISA definert slik:

Mathematical literacy is an individual’s capacity to formulate, employ, and interpret
mathematics in a variety of contexts. It includes reasoning mathematically and using
mathematical concepts, procedures, facts and tools to describe, explain and predict
phenomena. It assists individuals to recognice the role that mathematics plays in the world
and to make the well-founded judgments and decisions needed by constructive, engaged and
reflective citizens (OECD, 2013, s. 25).

I PISA tok man utgangspunkt i Niss & Jensen sine matematiske kompetanser som ble

beskrevet i kapitlet 3.1.5 Problemlgsning og problembehandlingskompetanse. PISA opererer med
sju kompetanser. Tre av de sju kompetansene omhandler problemlgsning, og er:

e 4 kunne matematisere og modellere bade matematiske og virkelige situasjoner

e 4 kunne resonnere og argumentere matematisk

e akunne planlegge, velge ut og bruke problemlgsingsstrategier (Nortvedt, 2013).

Selv om PISA, i motsetning til TIMSS, ikke baserer seg pa de deltakende lands
leereplaner, samsvarer malene for undersgkelsen godt med malene i norsk leereplan. Kjernsli
et al. (2004) argumenterer at beskrivelsene i leereplanen er sveert ssmmenfallende med med
PISA sin beskrivelse av matematikk (Kjernsli et al., 2004, s. 46).

PISA studerer 15-aringers kompetanser pa et tidspunkt som i de fleste land representerer
avslutningen av den obligatoriske skolegangen. Det legges vekt pa at elevene ma veere i stand

til 4 ta i bruk egne kunnskaper og kompetanser (OECD, 2013). PISA inneholder oppgaver

som er knyttet til et problem slik man kan anta & mgte det i dagliglivet. Det er ogsa en viss
forskjell pa TIMSS og PISA nar det gjelder hvilken type data de henter inn via
sparreskjemaer. TIMSS bruker klasser som enhet, og har derfor et spgrreskjema om
utdanning og undervisning i matematikk som laererne i disse klassene skal svare pa. PISA
tester ikke hele klasser og har derfor ikke noe slikt sparreskjema til leerere. Begge
undersgkelsene har et elevspgrreskjema med bakgrunnsfaktorer og sparsmal knyttet til
matematikk i skolen, PISA med mer vekt pa elevenes leringsstrategier i faget, TIMSS med
mer vekt pa hva som gjgres i matematikkundervisningen. Resultatene fra TIMSS 2003, 2007
og 2011 viste at bade de norske elevene og de russiske elevene hadde en viss framgang i
matematikk fra 2003 til 2007, og fra 2007 til 2011.
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3.1.7 Problemlgsning i PISA

Jurdak (2006) argumenterer for at det er sammenheng mellom problemlgsning pa skolen
og problemlgsning generelt. Samtidig legger PISA veldig stor vekt pa problemlgsningsevne. |
PISA 2003 var det for farste gang med et omrade som ble kalt problemlgsning, der elever
skulle lgse virkelighetsnaereproblemer. Derfor oppfatter jeg det omradet som relevant for
studien min og vil se neermere pa det.

Matematikk er ikke ment til & veere et fag elevene kun megter pa skolen. Matematikken har
ogsa til hensikt & gjere elevene i stand til & vurdere situasjoner de mater i dagliglivet og lgse
problemer de mater i virkeligheten. Det ble gjort mange studier der man sammenligner
problemlgsning pa skolen og problemlgsning i dagliglivet og i arbeidslivet (ibid.).
Matematiseringsprosessen er i stor grad den samme bade for problemlgsning i skolekontekst
og for problemlgsning i den virkelige verden. Elevene vil alltid mgte
problemlgsningssituasjoner som er tilknyttet matematikk, for eksempel ved a velge
abonnement til internett eller mobiltelefonen. For at elevene skal veere i stand til & handtere
slike situasjoner pa en fornuftig mate, kan det veere hensiktsmessig & gi dem mulighet til &
jobbe med problemer som har tilknytning til virkeligheten (ibid.). Bade for a lgse matematiske
problemer og for & lgse virkelighetsnaere problemer, kan man bruke den samme
problemlgsningsmekanismen som vi har sett pa far. Man kan godt bruke Polyas sin firetrinns
modell for & lgse problemer fra hverdagslivet. Det er en dpenbar sammenheng mellom & drive
matematisk problemlgsning, og det a bli en god problemlgser. Hvis elever er flinke til & lgse
matematiske problemer, kan det hjelpe dem til a lgse problemer fra virkeligheten og omvendt.
Hvis elever far muligheten til & jobbe med virkelighetsnaereproblemer pa skolen, kan de
overfare de strategiene og tilneermingene de leaerte i matematisk problemlgsning, til lgsning av
problemer fra virkeligheten. Bade den norske laereplanen (se 3.2.3 Problemlgsning i lzereplanen
Kunnskapslgftet LKO6) 0g den russiske leereplanen (se 3.3.5 Problemlgsnings plass i den russiske
lereplanen) slar fast at pa skolen skal elever leere a lgse virkelighetsnareproblemer. OECD
mener ogsa at problemlgsing er en viktig kompetanse i skolegang, arbeids- og samfunnsliv
(Kjeernsli et al., 2013, s. 5). OECD (2013) definerer problemlgsing slik i rammeverket for
PISA 2012:

... an individual’s capacity to engage in cognitive processing to understand and resolve
problem situations where a method of solution is not immediately obvious. It includes the
willingness to engage with such situations in order to achieve one’s potential... (OECD

2013, s. 125).
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Vi ser at definisjonen legger vekt pa a lgse virkelighetsnare problemer. Problemlgsing
deles i fire prosesser som ligner pa problemlgsningsprosessen som ble presentert i kapitel
3.1.2 Problemlgsningsprosessen.

Problemlgsing krever at man forstar problemet, planlegger og gjennomfarer en
lgsningsprosess, overvaker og vurderer progresjonen underveis. Evne og vilje til kreativitet og
kritisk tenkning er helt sentralt. Man ma vare kreativ for a tenke ut nye lgsninger, og kritisk
tenkning er viktig for & vurdere ulike lgsningsalternativer. En oppgave er enklere a lgse
dersom temaet er kjent fra far. Problemlgsingsoppgavene i PISA 2012 ble laget med tanke pa
at problemene skulle vare nye for elevene, slik at lasningsmetoden ikke er kjent fra fgr, men
krever at man finner fram til og planlegger en ny lgsning. For a kontrollere for forkunnskaper
ble et bredt utvalg av kontekster inkludert i problemlgsingsoppgavene i PISA 2012 (Kjernsli
etal., 2013, s. 10).

Det kreves ikke spesifikke fagkunnskaper for a kunne lgse de enkelte oppgavene.

Problemer som kunne blitt plassert innenfor undersgkelsens hovedomrader — lesing,
matematikk og naturfag — er ikke inkludert i denne delen av prgven. Praven i problemlgsing
maler problemlgsningsferdigheter som kreves for a lgse problemer, man kan mete i livet
generelt, og som ligger utenfor det som normalt omfattes av nasjonale lzereplaner i fag.

Resultatene i problemlgsning fra PISA 2012 er fglgende med standardavvik i parentes:

e Norge - 503 (103)

e Russland - 489 (88)

e OECD - gjennomsnittet — 500 (96) (Kjeernsli et al., 2013, s. 14).

Resultatene ble litt bedre for bade norske og russiske elever i forhold til resultatene fra

2003 (Norge — 490, Russland — 479). | falge resultatene presterer norske elever litt bedre enn
russiske elever. Men ifglge starrelsen pa standardavvik, som er et mal pa spredningen av
prestasjonene, er det litt mindre spredning pa de russiske resultatene. PISA-undersgkelsen
viste ogsa at forskjellene mellom skoler er relativt sma i Norge, men at forskjeller innad i den

enkelte skolen er store (Kjeernsli et al., 2013, s. 20, Kjeernsli and Olsen, 2012). Samtidig ser

man at spredningen i elevenes prestasjoner er stgrre innen problemlgsning enn i de andre

fagomradene (Kjeernsli et al., 2013, s. 20).

3.1.8 Problemlgsning i TIMSS Advanced
TIMSS Advanced er et tilsvarende TIMSS prosjekt om matematikk og fysikk pa slutten
av videregaende skole. Pa grunn av at jeg undersgker leerebgkene fra videregaende skole, er

resultatene fra TIMSS Advanced relevante til oppgaven min, og jeg vil se mer detaljert pa
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dette prosjektet. Malet for TIMSS Advanced er & undersgke elever som har valgt fysikk eller
matematikk til fordypning i det siste aret pa videregaende skole. De komparative resultatene
fra TIMSS Advanced kunne jeg med fordel bruke i min sammenlignende studie.

| TIMSS Advanced undersgkes: gjennomsnittlige alder, antall ar pa skolen og

dekningsgrad. Variasjonene mellom landene er rimelig store. For Norge og Russland er det

falgende:
Land Prosentandel av Alder Ar pé skolen Skar
arskullet(dekningsgrad)
Russland 14 17 10 (eller 11) 561
Norge 10.9 18,8 12 439
Skalert 500
gjennomsnitt

Tabell 2. Hovedresultatene i matematikk for Norge og Russland (Grenmo et al., 2010, s5.15)

Dekningsgrad i Tabell 2 er prosentandel av elevene i arskullet som tar avansert
matematikk i det siste aret pa videregaende skole. Russland har i 2008 hgyest gjennomsnittlig
skar (561), men har nesten lavest dekningsgrad (1,4). P& den annen siden er de russiske
elevene sveert unge sammenliknet med elevene i de fleste andre land. De norske elevene er
nesten 2 ar eldre enn de russiske. Det kan pa bakgrunn av dette synes som om avansert
matematikk i Russland er et typisk fag for en liten elite, som nar et ganske hgyt

kompetanseniva allerede i ung alder (Grgnmo et al., 2010, s. 16).

I TIMSS Advanced har norske elever hatt en klar og signifikant tilbakegang fra 1998 til
2008. Norge og Sverige framstar som de to landene som har mest markant tilbakegang.
Russland, Nederland og Libanon er hgyt presterende, og ligger signifikant over det skalerte
gjennomsnittet pa 500 i TIMSS Advanced. Norge presterer signifikant under det skalerte

gjennomsnittet, slik norske elever pa 4. og 8. trinn har gjort det i de to siste TIMSS-studiene

for grunnskolen (Grgnmo et al., 2010, s. 14).

Resultatene av TIMSS Advanced 2008 viser ogsa at kun 1% norske elever befinner seg
pa avansert niva mot 24% russiske elever. Det ser ut som det er 24 ganger sa mange russiske
elever, enn norske elever som befinner seg pa det avanserte nivaet. Men nar vi tar i
betraktning dekningsgrad fra Tabell 2, ser vi at det bare er 3,4 ganger flere russiske elever enn
norske elever som presterer pa det nivaet. Tilsvarende ligger 9 % norske elever og 55 %
russiske elever pa hgyt niva, og pa middels niva ligger 25 % norske mot 83 % russiske, og

under middels niva 65 % norske elever mot 17 % russiske (Mullis et al., 2009, s. 94).
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De to omradene hvor Norge ligger lavest i forhold til det internasjonale gjennomsnittet er
a «lere formler og framgangsmater utenat» og a «diskutere strategier for problemlgsing».
Norske elever ligger ogsa klart lavere enn det internasjonale gjennomsnittet, nar det gjelder a
«sette opp likninger» og a «diskutere resonnementer». At norske elever ligger klart under det
internasjonale gjennomsnittet pa disse sparsmalene, samsvarer godt med resultatet for TIMSS

i grunnskolen (Grgnmo and Onstad, 2009). De eneste omradene hvor Norge ligger pa det

internasjonale gjennomsnittet er a «lgse oppgaver som likner pa eksempler i lereboka» og «se
pa at leereren viser matematikk pa en datamaskin». Resultater fra tidligere TIMSS studier i
grunnskolen viser ogsa stor vekt pa individuell oppgavelgsing og lite vekt pa diskusjoner og

argumentasjon (Grgnmo et al., 2010). Dette stemmer med resultater fra studien til Alseth et al.

(2013), og kan betraktes som tegn pa at bruken av individuelle arbeidsmater i matematikk
overdrives i norsk skole.

Det ble ogsa funnet at klasser i Norge hvor det ogsa legges mer vekt pa metoder som
diskusjon og argumentasjon av strategier og problemlgsing, presterer bedre i matematikk i
TIMSS Advanced enn klasser hvor man gjgr dette i mindre grad (Grgnmo et al., 2010, s. 231).

Nar eleven lgser et problem, tenker han/hun ikke pa hvordan han/hun lgser problemet. Nar
elever far beskjed om & fortelle til hverandre hvordan de lgste problemet, blir de ngdt til &
reflektere over sin egen lgsning. Da mater de et nytt problem hvordan de lgste et problem.
Nar elever hgrer hvordan en annen elev lgste det samme problemet, oppdager de at det er
mulig a lgse problemet pa en annen mate. Da kommer de fort til & vurdere om denne
alternative maten er bedre enn den maten de lgste problemet pa eller ikke, og hvorfor er denne
maten bedre eller verre.

Omradet Algebra i TIMSS Advanced omfatter hovedsakelig komplekse tall, falger og
rekker, likninger og ulikheter, og ulike representasjoner av funksjoner (som symbolske
uttrykk, grafer, tabeller og ordnede par). Komplekse tall er ikke med i den norske leereplanen
for realfag pa det avsluttende aret pa videregaende skole, men med unntak av dette stemmer
emneomradet Algebra i TIMSS Advanced godt overens med den norske leereplanen for R2.
Emneomradet Algebra stemmer pa alle emner med den russiske leereplanen for det
avsluttende aret (emne Komplekse tall er inkludert i den russiske leereplanen) (Mullis et al.
2009, s. 49).

Elevene ble spurt om hvor ofte ulike typer arbeidsmater ble benyttet i undervisningen.

Her er resultatene i forhold til organisering og arbeidsmater i matematikkundervisningen,

presentert prosentvis av oppstatt hendelse i minst halvparten av undervisning:
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Norge Russland

Leerer formler og fremgangsmater utenat 15 54

Laser oppgaver som likner eksempler i lzereboka 76 68
Setter opp likninger og funksjoner for a representere 36 73
sammenhenger

Diskuterer strategier for problemlgsing 21 91
Velger egne framgangsmater for & lgse sammensatte 19 65
problemer

Diskuterer resonnementene vare 16 73

Ser pa at lereren viser oss matematikk pa datamaskin 7 10

Tabell 3. Elevenes syn pa hvor ofte ulike arbeidsmater benyttes i matematikktimene i TIMSS Advanced (Mullis et al., 2009,
5.162).

Resultatene fra Tabell 3 viser at bade norske og russiske elever aktivt bruker eksempler i
leereboka, nar de lgser oppgaver. Vi ser ogsa at arbeidsmater som «diskutere strategier for
problemlgsing» og «diskutere resonnementer» betydelig oftere benyttes i matematikktimene i
Russland enn i Norge. Pa lignende mate brukes arbeidsform «Sette opp likninger og
funksjoner for a representere sammenhenger» to ganger oftere i matematikktimene i Russland
enn i Norge. Det er rimelig a tro at sa fa norske elever ligger pa hayt og avansert niva, henger
sammen med det som skjer i undervisningen. Som vi ser i Tabell 3, brukes ofte i
undervisningen i Norge arbeidsmetoden «lgse oppgaver som likner pa eksempler i lzereboka,
og det legges lite vekt pa diskusjoner og argumentasjon. Samtidig er undervisningen i den
norske skolen veldig styrt av leerebgker, derfor har leerebgkene veldig mye a si om hvordan
leerere underviser. Laerebgkene brukes veldig ofte i undervisningen pa den maten at elever pa
egen hand lgser oppgaver fra leerebgker. Derfor er det viktig at det blir lagt vekt pa
problemlgsning i leerebgkene. Blir det lagt mer vekt pa problemlgsning i leerebgkene, blir det
ogsa lagt mer vekt pa problemlgsning i undervisningen. Og da blir det stgrre rom for at
elevene skal diskutere strategier for problemlgsning i undervisningen, og at de skal fa
muligheter til & diskutere resonnementene sine. Samtidig kommer det klart til syne at elevene
heller ikke er sa flinke pa a leere formler og fremgangsmater utenat. Og det at de ikke larer
formler og fremgangsmater, vil med stor sannsynlighet fa konsekvenser for hva elevene laerer
pa hgyere matematisk niva, og kan bidra til at det blir vanskeligere for elevene a operere pa

det hgyere nivaet.
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3.2 Problemlgsning i den norske laereplanen
3.2.1 Laereplanens ulike nivaer

Det var enighet mellom matematikkdidaktikere om at problemlgsning bgr ha en viktig
rolle i lereplanen i matematikk (Lester, 1994). Samtidig ifelge (Schoenfeld, 1992) ma

problemer og problemlgsningsprosessen vare inkludert i matematikkutdanningen. Samfunnet
forventer at elever kan finne lgsninger i nye ukjente situasjoner. Samfunnets forventninger til
skolen gjenspeiler seg blant annet i det gjeldende laereplanverket. Skolemyndighetene
utarbeider leereplanverket som inneholder retningslinjer og mal som styrer arbeidet i skolen

(Gjone, 2003).
Ifalge Gjone (2003) og Grgnmo et al. (2010) ble lereplanen delt inn i tre ulike nivaer (se

Vedlegg 9. Laereplanens tre nivaer ). Pa systemnivaet finner vi den intenderte lzereplanen slik
den er vedtatt av myndighetene. Innholdet i den intenderte laereplanen gjenspeiler seg i
leereplandokumenter og i andre uttalte intensjoner for skolen fra ansvarlige myndigheter.
Leereplanen som ble tatt i bruk av leerere og leerebokforfattere ble kalt den implementerte
leereplanen. Og den implementerte lzereplanen kan veaere forskjellig fra den vedtatte
leereplanen, det er avhengig av hvordan den ble tolket av ulike grupper, blant annet av lerere
og lerebokforfattere. Det siste nivaet ble kalt den resulterte leereplanen og omfatter det som
eleven selv har fatt med seg fra undervisningen, kunnskaper og holdninger hos elevene
(Gjone, 2003). Lareboken definerer ofte den implementerte lzereplanen, som kan avvike
betydelig fra den intenderte laereplanen. Laereboken kan ogsa fungere som mellomledd
mellom den intenderte leereplan og den implementerte laereplan, noe som farer til at leerebgker
spiller en stor rolle i hva som skjer i matematikkundervisningen.

I Norge krever opplaeringsloven at lerere folger lereplanverket

(Kunnskapsdepartementet, 1998). Gjone (2003) papeker at leereplanens funksjon som

styringsmiddel er kraftig overvurdert, og at leererens bakgrunn, leerebgker og sentrale prever
har en viktigere rolle i arbeidet i skolen. En studie av 63 norske klasser, gjennomfart av Imsen
(2003), viser at leerebgkene er det viktigste hjelpemiddelet, nar laerere pa 10. trinn planlegger
sin undervisning i matematikk. Laereplanen kommer pa andre plass, og det tyder pa at den
ogsa er viktig i planleggingsfasen, ifglge Imsen. Resultatet samsvarer med Gjone sin pastand.
Lignende funn ble rapportert fra Sverige (Skolverket, 2003; Johansson, 2006), Finland (R6j-
Lindberg, 1999), England, Frankrike og Tyskland (Pepin & Haggerty, 2001, 2002) (referert i
Kongelf, 2011, s. 6).
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I Norge fantes det tidligere en godkjenningsordning som skulle sikre at lerebgkene var i
trad med lereplanens mal, at de var tilpasset alderstrinnet og at innholdet var i trad med

skolens mal om likestilling mellom kjgnnene (Kunnskapsdepartementet, 1995 referert i

Resvoll, 2014). I ar 2000 ble denne godkjenningsordningen opphevet. Begrunnelsen for det

var pastanden at det var leereplanen som skulle vere styrende i undervisningen. Valget av
leereverk er dermed den enkelte skole og leerers ansvar (Kunnskapsdepartementet., 2013,
s.61).

I motsetning til det godkjenner Departementet for utdanning og vitenskap i Den Russiske

faderasjon leerebgker som skal brukes pa skolen. Skolene i Russland kan bare bruke de
bekene som star i «<Den faderale leereboklisten av leerebgker som er anbefalt for bruk i
undervisningen pa skoler i Russland». Bgkene som er oppfart i «Den faderale lereboklisten
av leerebgker som er anbefalt for bruk i undervisningen pa skoler i Russland» kontrolleres

regelmessig i forhold til nye forandringer i leereplaner (DUVRF, 2012, § 18.4).

Det faktum at det ikke lenger finnes en godkjenningsordning for norske leerebgker gir en
god grunn til & studere norske lerebgker. | dag kan i teorien hvem som helst produsere
leerebgker til bruk i norsk skole, og man kan ikke alltid vere sikker pa kvaliteten pa
lerebgkene som brukes. Studier som denne kan veare med pa a kontrollere at leerebgkene er i
trad med lereplanens mal. Selv om russiske leerebgker er sikret av Departementet for
utdanning og vitenskap i at de er i trad med lereplanens mal, kan studier som denne bidra til a
gke kvaliteten pa leerebgkene. | tillegg kan denne sammenlignende studien komme frem med

noen viktige momenter som bade Norge og Russland kan dra nytte av.

3.2.2 Problemlgsning i Mgnsterplanen 87 og i leereplanen L97

I Mgnsterplanen for grunnskolen 1987 (M87) kom problemlgsning for farste gang inn
som et eget tema blant ti andre hovedtemaer. Elevene skulle bruke matematikk som et verktgy
for & lgse praktiske problemer, og arbeidet i matematikk skulle bygge pa og videreutvikle

elevenes kreative og skapende evner (undervisningsdepartementet, 1987). Schoenfeld (1992,

s. 338) mener at den generelle utviklingen rundt problemlgsning i lereplanene pa 80-tallet
kan sies a falle inn under problemlgsning som ferdighet, en ferdighet elevene burde erverve
seg gjennom undervisning, slik Stanic & Kilpatrick beskrev det (se delkapittel 3.1.1 Hva er et

problem? Hva er problemlgsning?) (Stanic & Kilpatrick (1989) referert i Schoenfeld, 1992).

Magnsterplanen (undervisningsdepartementet, 1987) beskrev problemlgsning som en prosess

med flere ledd som virker inspirert av Polya.

37



Leareplanverket for grunnskolen (L97) ble innfart i skolearet 1997/1998 og avlgste M87.
Leereplanverket for grunnskolen (L97) la opp til at det skulle veere en nar kobling mellom
matematikk i og utenfor skolen, blant annet gjennom «Matematikk i dagliglivet», som var et
av fem hovedtemaer. Elevene skulle arbeide med oppgaver knyttet til dagliglivet og
realistiske sammenhenger.

I L97 var problemlgsning ikke lenger et eget tema. Men fokuset var rettet mot
utforskende aktiviteter, og elevene pa alle nivaer blant annet skulle fa mulighet til a
«undersgke og utforske sammenhenger, finne mgnstre og lgse problemer», «a resonnere,
begrunne og trekke slutninger» og «samarbeide om a lgse oppgaver og problemer» (Det
kongelige kirke-, 1996, s.156).

Selv om problemlgsning ikke var et eget hovedemne, fantes det hovedmomenter med

fokus pa problemer for elever fra 8.-10. klasse. For eksempel, i «Tall og algebrax» for 10. trinn
star det at i opplaringen skal elevene:
e «Arbeide videre med a tolke, beskrive og vurdere situasjoner og lgse problemer ved
hjelp av tall og regnemetoder, formler og likninger» (Det kongelige kirke-, 1996, s.
166-170)

3.2.3 Problemlgsning i laereplanen Kunnskapslgftet LKO6
LKO06, er problemlgsningskompetanse en del av den matematiske kompetansen (se
delkapittel 3.1.5 Problemlgsning og problembehandlingskompetanse). | LK06 er problemlgsning
omtalt eksplisitt i leereplanen for matematikk fellesfag (matematikk til og med VG1) fem
ganger, og to av disse er i formalet med faget:

e «Matematisk kompetanse inneber a bruke problemlgysing og modellering til &
analysere og omforme eit problem til matematisk form, lgyse det og vurdere kor gyldig
lgysinga er»

e «Oppleringa vekslar mellom utforskande, leikande, kreative og problemlgysande

aktivitetar og ferdigheitstrening» (Utdanningsdirektoratet, 2013, s. 2)

To andre kommer under grunnleggende ferdigheter, henholdsvis i regning og bruk av
digitale verktay:
e «A kunne rekne som grunnleggjande ferdigheit inneber & bruke symbolsprak,
matematiske omgrep, framgangsmatar og varierte strategiar til problemlgysing og
utforsking som tek utgangspunkt bade i praktiske, daglegdagse situasjonar og i

matematiske problem».
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e «Digitale ferdigheiter i matematikk inneber & bruke digitale verktay til leering
gjennom spel, utforsking, visualisering og presentasjon. Det handlar 6g om a kjenne
til, bruke og vurdere digitale verktgy til berekningar, problemlgysing, simulering og
modellering» (Utdanningsdirektoratet, 2013, s. 5)

Problemlgsning omtales i et kompetansemal ett sted i leereplanen. Det er under
hovedomradet Tall og algebra etter 10 trinn:

«[eleven skal kunne] bruke tal og variablar i utforsking, eksperimentering og praktisk og
teoretisk problemlgysing og i prosjekt med teknologi og design» (Utdanningsdirektoratet,
2013, 5. 8)

I LKO6 (Utdanningsdirektoratet, 2013) er heuristiske metoder ikke nevnt, men strategiene

er nevnt to ganger under grunnleggende ferdigheter.

1. Den farste gangen er de nevnt i generelt betydning uten eksplisitt tilkobling til

problemlgsning:

«Munnlege ferdigheiter i matematikk inneber & skape meining gjennom a lytte, tale og
samtale om matematikk. Det inneber & gjere seg opp ei meining, stille spgrsmal og
argumentere ved hjelp av bade eit uformelt sprak, presis fagterminologi og omgrepsbruk. Det
vil seie & vere med i samtalar, kommunisere idear og drafte matematiske problem, lgysingar
og strategiar med andre».

2. Den andre gangen strategier er nevnt, er en forbindelse til problemlgsning mer synlig:

«Utvikling av a rekne i matematikk gar fra grunnleggjande talforstaing og a kjenne att og
lgyse problem ut fra enkle situasjonar til & analysere og lgyse eit spekter av komplekse

problem med eit variert utval av strategiar og metodar» (Utdanningsdirektoratet, 2013, s. 4).

Selv om det ikke brukes eksakte ord «problemlgsningsstrategier» eller «heuristiske
metoder» i ett av de to sitatene ovenfor, er det mulig a tolke dem som implisitt kobling til
kjente tilnaerminger som «prgv og feil» og «se etter et mgnster» for a lgse problemer.

Den eneste gangen spesifikke tilneerminger er nevnt under grunnleggende ferdigheter:

«A kunne skrive i matematikk inneber & beskrive og forklare ein tankegang og setje ord
pa oppdagingar og idear. Det inneber a bruke matematiske symbol og det formelle
matematiske spraket til & layse problem og presentere lgysingar. Vidare vil det seie a lage
teikningar, skisser, figurar, grafar, tabellar og diagram ...» ((Utdanningsdirektoratet, 2013,
s. 4)

Selv om sitatet handler om a lgse problemer, og ikke om problemlgsning, er kjente

heuristiske metoder som «lage en illustrasjon» og «lag en tabell» ganske synlige.
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Jeg mener at beskrivelsen av grunnleggende ferdighet «a kunne rekne» styrker
problemlgsningens rolle i leereplanen kraftig. Men selv om det i dagens laereplan poengteres at
problemlgsning er viktig, tyder mye pa at elevene ikke far oppleering i hvordan de skal bli
gode i problemlgsning. Det forventes at elevene skal bli gode problemlgsere, men de far ikke
direkte trening i problemlgsning pa skolen. Som vi sa i delkapittel 3.1.8 Problemlgsning i TIMSS
Advanced, bekreftes det i TIMSS Advanced-undersgkelser at bade laerere og elever oppgir at
det brukes veldig liten tid pa a diskutere strategier for problemlgsning, og pa a velge egne
fremgangsmater for & lgse sammensatte problemer. Enda mindre tid brukes pa a diskutere

resonnement (Grgnmo and Onstad, 2009, Grgnmo et al., 2010).

Den nye reviderte lereplanen i matematikk fellesfag fra 2013 har lagt stgrre vekt pa
problemlgsning. | motsetning til den gamle leereplanen fra 2010, finner vi oftere utrykk som
«varierte strategier», «variert utvalg av strategier og metoder», «analysere og lose...
komplekse problem», «<sammensatte problemstillinger». For eksempel, ble beskrivelsen av
grunnleggende ferdighet «regning» nyansert med det at ferdigheten skal utvikles fra a kunne
lgse enkle problemer til «a analysere og lgyse eit spekter av komplekse problem med eit

variert utval av strategiar og metodar» (Utdanningsdirektoratet, 2013). Beskrivelsen av

kompetansemal under hovedomradet Tall og algebra etter 1T ble ogsa utvidet og nyansert.
For revisjonen av laereplanen sto det bare at elever skal kunne bruke matematiske metoder for
a lgse problemer. Laereplanen etter revisjonen sier at elever skal kunne vurdere, velge og
bruke metoder og «reflektere over, vurdere og presentere lgysningane»

(Utdanningsdirektoratet, 2013). Alt dette gir grunn til & tro at det legges starre vekt pa

problemlgsning i leerebgkene som ble laget etter revisjonen.

3.3 Problemlgsning i den russiske lzereplanen

3.3.1 Det russiske skolesystemet og skolestruktur

Russland har et komplisert utdanningssystem, med flere ledd som kan kombineres i et
skoleforlgp. Her vil jeg presentere det forlgpet som gjelder studien min, dvs.
allmennskoleforlgpet (Figur 5).

Allmennskolen bestar av den obligatoriske grunnskolen, som i sin tur kan deles inn i
barneskolen (1.- 4. trinn) og mellomskolen (5.- 9.trinn). Etter at man er ferdig med den
obligatoriske grunnskolen, kan man enten fortsette ved allmennskolen i form av
ungdomsskole i 10.— 11. trinn eller begynne pa yrkesskolen. Fra 9. trinn (og i noen skoler

enda tidligere) kan man velge fordypning i ulike utdanningsprogrammer.
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| falge «Lov om Opplearing» DUVRF (2012: § 67) starter man pa allmennskole i 6-7 ars

alderen, men ikke senere enn i 8 ars alderen. Foreldrene kan sgke om at barna kan begynne pa
skolen og avslutte den tidligere (tidligst ved 15 ar). P4 samme mate som den videregaende
opplaringen i Norge, er ungdomstrinnet pa allmennskolen (10.— 11. klassetrinn) ikke
obligatorisk i Russland. Hvis man vil fortsette utdanning pa et hgyere niva, ma man fullfgre

enten ungdomstrinnet eller yrkesskolen pa et mellomniva.

ALILMENNSKOLE

Obligatorisk HOYSKOLE
grunnskole (1.-9. klassetrinn) UTDANNING

Ungdoms -

Bame - el skole (10.-11.
skole (1.-4. skole (5.-9.
klassetrinn) klassetrinn)

klassetrinn)

Figur 5. Skolestruktur i Russland

| folge opplaeringsloven av 2012 DUVRFE (2012: § 10.4) finnes det fglgende typer av

allmennutdanning:

e Farskoleutdanning

e Barneskole allmenn utdanning (1.-4. klasse)

e Mellomskole allmenn utdanning (5.-9. klasse)

e Ungdomsskole allmenn utdanning (10.-11. klasse)

Og det finnes fglgende typer av utdanning man tar etter man fullfgrte allmennutdanning
(DUVREF, 2012: § 10.5):

e Lavere utdanning

e Hgyskoleutdanning — bachelorgrads utdanning

e Hpgyskoleutdanning — mastergrads utdanning

e Haoyskoleutdanning — hgyere grads utdanning

Opplaringsloven bestemmer formal for opplaringen, felles minste krav til
opplaeringsinnhold, krav til leerebgker som brukes i matematikktimene og felles minste krav
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til resultater hos avgangselever (kompetansemal) for alle typer skoler i Russland (DUVRF
2012: § 13, 15, 16).

3.3.2. De Statlige utdanningsstandarder

| folge den russiske «Lov om opplaring» av 2012 definerer De Statlige
utdanningsstandarder det ngdvendige kunnskapsnivaet som alle elever har krav pa ved
oppleringen (DUVREF, 2012: § 11). «De Statlige utdanningsstandardene» ble for fgrste gang
innfart i 1992. 1 1993—1996 og 1997—1998 fikk de noen uvesentlige forandringer. De
betydelige forandringene av «De Statlige utdanningsstandardene» ble gjort i 2009 for 1-4

klassetrinn, i 2010 for 5-9 klassetrinn og i 2012 for 10-11 klassetrinn. Den starste
forandringen gikk ut pa at barnas personlighet skulle veere i fokus. Barnas personlige
utvikling skal vere viktigere enn det som barna leerer pa skolen. Personlig utvikling betyr,
blant annet, & utvikle kreativitet, a leere & kunne utrykke seg pa forskjellige mater, a kunne
velge og begrunne sitt valg osv. Problemlgsning handler mye om det samme. Problemlgsning
henger tett sammen med det & vere individuelt. Alle elever lgser problemer (dvs. «gjer
problemlgsning») pa sin egen mate. Og samtidig bidrar problemlgsning til a utvikle den
enkelte elev faglig og personlig. Personlig utvikling har fokus pa hvordan en elev skal kunne
bli den beste versjonen av seg selv, ut fra sine evner, forutsetninger, interesser og talenter. De
andre tingene som skulle ogsa vare viktig, var at barna skulle kunne bruke de ferdighetene og
kunnskapene som de fikk pa skolen, i det voksne liv og i arbeidslivet, og at barna skulle lere
a planlegge, begrunne og overvake sine handlinger. | «De nye Statlige
utdanningsstandardene» ble det lagt vekt pa tilpasset opplering slik at bade de sterke og de
svake elevene skulle fa oppgaver som tilsvarer deres niva. | tillegg ble det lagt vekt pa at
elever skulle kunne utvikle sine kreative ferdigheter og mgte problemer som skulle utfordre
dem og bidra til deres utvikling.

«De Statlige Standardene» for grunnleggende allmenn utdanning dekker spgrsmal om:
krav til resultater av grunnleggende utdanningsprogrammer for allmenn utdanning
(kompetansemal); strukturen til grunnleggende utdanningsprogrammer, for eksempel,
innholds krav og forholdet mellom obligatoriske og valgfrie deler i programmer; vilkar
angaende finanser, logistikk og lignende. De Statlige Standarder bestemmer ogsa formalet
med faget.

«Lov om opplering» av 2012 sier at skolene kan velge selv hvilke baker de skal bruke i
undervisningen, men skolene ma falge fglgende krav:

e Skolene skal velge mellom bgkene som star i Den faderale leereboklisten
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e De skal kun bruke lzerematerieller som blir utgitt av de godkjente forlagene som driver
med utarbeidelse av lerebgker og lerematerieller (DUVRF, 2012: § 18.4)

I tillegg til lerebgkene bruker lzerere i den russiske skolen mange forskjellige
leeringsmaterieller /leringsressurser. | en del av det metodiske materiellet presenteres det lgste
eksempler til hver av emnene som laeres pa skolen. Laererne bruker ofte de lgste eksemplene i
undervisningen ved, for eksempel, & kopiere de eksemplene og gi til elevene i timene.
Eksemplene fra lerebgkene kan bade presenteres i undervisning og brukes for hjemmearbeid
(Konecpoljskaja, 2015).

Derfor kan det veere vanskelig & bedemme undervisningen i den russiske skolen etter

innholdet bare i leerebgkene. Og de eksemplene i leerebgkene er ikke de eneste lgste
eksemplene som brukes i undervisningen. Men pa grunn av at det finnes tusenvis av
forskjellige tilleggsmaterieller som brukes av leerere, gjor det umulig & undersgke alle de
materiellene. Og derfor matte jeg begrense undersgkelsen min til bare a undersgke lerebgker,
og jeg skal gjere det sa godt som det er mulig.

Fra 7. trinn kan skolene ha klasser med fordypning i matematikk (se Vedlegg 6. Struktur av
matematikkundervisning i den russiske skolen). Skolene kan velge forskjellige spesialiserende
retninger, for eksempel, fysikk-matematisk retning, fysikk-kjemisk retning, kjemi- biologisk
retning. Pa de tre sist nevnte retningene brukes leerebgkene i matematikk for spesialiserende

retning i matematikk. Det er akkurat de lerebgkene som skal analyseres i oppgaven.

3.3.3. Leereplaner og timefordeling

Jeg vil presentere timefordeling i matematikkfaget pa ulike trinn og ulike studieretninger i
Russland. | Vedlegg 1. Eksempler pa timefordeling i laereplaner i den russiske allmennskolen finnes
det mer detaljert informasjon om timefordelingen i den russiske skolen. Jeg vil ogsa oppgi en
lignende informasjon om timetall i matematikkfaget for ulike klassetrinn i Norge.

| Tabell 4 0g Tabell 5 presenteres en oversikt over timetall i matematikk fra barnetrinn til
og med VG2 i Norge og fra barnetrinn til og med ungdomstrinn i Russland. Det vises timetall
i forskjellige klassetrinn for bade spesialiserende og ikke-spesialiserende studieretning. |
Norge er timetallene fastsatt som 60 - minutters enheter for hovedtrinn i grunnskolen og for
arstrinn i videregaende opplering (Utdanningsdirektoratet, 2014, s. 2). Derimot i Russland er

timetallene fastsatt som 45 - minutters enheter. For & kunne sammenligne har jeg omregnet
antall timer i den norske skolen til 45 minutter lengde, i parenteser star det timetall i 60 -

minutters enheter.
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Barne | Mellom | Ungdom | VG 1 VG2 Til sammen
trinn | trinn strinn @am (R1)

Norge 747 437 417 187 187 1975
(spesialiserende (560) | (328) (313) (140) (140)

retning)

Norge (ikke - 147 437 417 187 112 1900
spesialiserende (560) | (328) (313) (140) (84)
retning)

Tabell 4. Oversikt over timetall i matematikk fra barnetrinn til og med VG2 i Norge (Utdanningsdirektoratet, 2014).

Barnetrinn Mellomtrinn Ungdomstrinn Til sammen

(10.-11.trinn)

Russland 540 875 Minst 420 1975

(Spesialiserende Maks

retning) 840
| praksis 560

Russland (ikke - | 540 875 280 1695

spesialiserende

retning)

Tabell 5. Oversikt over timetall i matematikk fra barnetrinn til og med 11. klassetrinn i Russland (DUVRF, 2004a).

Jeg sto ovenfor et dilemma, da jeg skulle velge hvilke klassetrinn i den norske skolen
skulle sammenlignes med 10. -11. trinn i den russiske skolen. Etter en nermere undersgkelse
av norske og russiske lereplaner, kan jeg si at det som leeres pa 10.- 11. trinn i den russiske
skole, samsvarer best med kursene 1T og R1 i den norske skolen samt noe fra R2. Sa her
kunne undersgkelsen ga i to varianter:

1. Sammenligne 1T+R1 i den norske skolen med 10.- 11. trinn i den russiske skolen

2. Sammenligne 1T+R1+R2 i den norske skolen med 10.- 11. trinn i den russiske skolen

| undersgkelsen min valgte jeg den farste varianten, dvs. @ sasmmenligne kursene 1T og
R1 i den norske skolen og 10. og 11. trinn i den russiske skolen. Jeg valgte den farste
varianten fordi denne sammenligningen dreier seg om to norske klassetrinn og to russiske
klassetrinn. Tar man R2 med i undersgkelsen, blir det alt for stor aldersforskjell mellom de
norske og de russiske elevene. Samtidig ser jeg at innholdet for 10.-11. trinn i den russiske

skolen ligner mest pa innholdet for 1T og R1 i den norske skolen. Selv om jeg velger 10.-
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11.trinn pa den ene siden og 1T og R1 pa den andre siden, blir det ikke helt sammenlignbar i
forhold til flere aspekter. Det er uansett litt aldersforskjell mellom elevene som gar pa 1T og
R1 i norsk skole og 10. og 11. trinn i russisk skole. Fra Tabell 4 0g Tabell 5 kan man se at det er
flere undervisningstimer i matematikk i Russland enn i Norge per ar, dvs. 420 timer i russisk
skole mot 374 timer i norsk skole. Hvis vi ser pa det som praktiseres pa skoler, sa er det 560
timer i russisk skole mot 374 timer i norsk skole. Og som Tabell 5 sier, kan det ogsa veere
opptil 840 timer i matematikk fordelt pa to ar i russisk skole, mot 374 timer i norsk skole. Og
det utgjer en vesentlig forskjell.

Russland er et stort land og bestar av mange forskijellige faderasjoner (deler) som ligger
langt fra hverandre geografisk, og er litt forskjellige i forhold til befolkningen, tradisjoner,
gkonomi, utvikling osv. Derfor er det vanskelig a fa til at alle skoler skal ha lik leereplan. Alle
de endelige leereplanene til hver enkel skole tar utgangspunkt i «Den statlige komponenten fra
de statlige utdanningsstandardene». Og «Den statlige komponenten fra de statlige
utdanningsstandardene» er en felles «kjerne» for alle lereplanene, mens timer fra den
regionale komponenten og den lokale komponenten brukes pa forskjellige mater pa
forskjellige sted (byer, landsbyer) i Russland. Derfor har de som lager lzereplanene i hver
enkel skole, en del frihet. Og derfor er det noen forskjeller mellom lzereplanene i de
forskjellige skolene i Russland.

Man kan si at Laereplan i russisk skole ma gjennom flere etapper for a bli til:

«Den statlige komponenten fra de statlige utdanningsstandardene»

e «Den statlige grunnleggende lzereplanen og forslag til leereplaner for
utdanningsinstitusjoner i Russland»

e Den estimerte leereplanen

e Den anbefalte leereplanen til lzerebokserien

e Arbeidslereplan til hver enkel skole

«Den statlige komponenten fra de statlige utdanningsstandardene» inneholder formalet
med faget og det obligatoriske minimumet av innholdet og kompetansemalene i alle fag.
«Den statlige grunnleggende leereplanen og forslag til leereplaner for utdanningsinstitusjoner i
Russland» ble laget pa grunnlag av «Den statlige komponenten fra de statlige
utdanningsstandardene», og regulerer timefordelinger og bestemmer forholdet mellom den
statlige komponenten, den regionale komponenten (eller den nasjonal-regionale

komponenten) og komponenten til den enkelte utdanningsinstitusjonen (den lokale

45



komponenten). Som navnene antyder kan innholdet av disse komponentene bestemmes
forholdsvis pa statlig niva, regionale (nasjonal-regionale) niva og lokalt pa
utdanningsinstitusjonsniva. | falge «Den statlige grunnleggende lereplanen og forslag til
leereplaner for utdanningsinstitusjoner i Russland» er det anbefalt fglgende fordeling:
e Den statlige komponenten — ikke mindre enn 75 % av all tiden
e Den regionale komponenten (eller den nasjonal-regionale komponenten) - ikke mindre
enn 10 % av all tiden

e Den lokale komponenten - ikke mindre enn 10 % av all tiden (DUVRF, 2004b)

Pa grunnlag av «De statlige utdanningsstandardene» og «Den russiske statlige
grunnleggende laereplanen» lages det estimert leereplan i hvert enkelt fag. Den estimerte
leereplanen i matematikk er pekepinn for laerebokforfattere og inneholder den obligatoriske
delen av matematikkfaget. Den er en slags felles plattform som ikke begrenser kreativitet til
leerebokforfattere og gir dem mulighet til & velge detaljer som, for eksempel, hvilke rekkefalge

forskjellige emner skal presenteres i og hvilke arbeidsformer som skal brukes (DUVRF

2004c). | tillegg inneholder den estimerte leereplanen generell karakteristikk (kjennetegn) for
faget som sier i hvilke retninger utvikler seg innholdet i faget. En av de retningene er:
Perfeksjonere matematisk utvikling til det nivaet som gir mulighet til & bruke fritt innlerte
fakta og metoder for & lgse problemer som ikke ligner pa de som elevene kjenner fra far
(DUVRE, 2004c). Leerebokforfattere lager anbefalt leereplan til lerebokserien sin. Hver skole

lager sin egen arbeidslareplan som baserer seg pa «De Statlige utdanningsstandardene», «Den
russiske statlige grunnleggende laereplanen», den estimerte leereplanen og den anbefalte
leereplanen til leerebokserien. Hver skole bestemmer timetall som skal brukes i hvert fag, og i
den arbeidsplanen til konkrete skolen star timetall i fag.

Som det ble fortalt over, er begrepet Laereplan i russisk skole og begrepet Leereplan i
norsk skole litt forskjellige ting. Mens den norske laereplanen regulerer bade formal med
faget, timetall, hovedomrader, kompetansemal og grunnleggende ferdigheter, regulerer «Den
russiske statlige grunnleggende leereplanen» kun timetall og forholdet mellom de tre ulike
komponentene. Formal med faget, hovedomrader og kompetansemal reguleres av «De statlige
utdanningsstandardene». Lareplan i russisk skole har ikke noe som heter grunnleggende

ferdigheter.
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3.3.4 Innholdet i Spesialiserende retning i matematikk for 10.— 11. trinn i russisk
allmennskole

Timetall: Basisleereplan for 10.- 11. trinn (Se 3.3.3. Leereplaner og timefordeling) tildeler
420 (for 2 ar) undervisningstimer fra den statlige komponenten, der timetallet er oppgitt i 45
minutters enheter. | tillegg kan det komme opp til 140 undervisningstimer fra den regionale
komponenten, og opp til 280 undervisningstimer fra den lokale komponenten. Og da kan
samlet timetall for spesialiserende retning i matematikk vaere opptil 840 undervisningstimer
(45 minutter) fordelt pa to ar. Per uke kan det utgjere i 10. trinn og i 11. trinn 6 timer fra den
statlige, 2 timer fra den regionale, og minst 4 timer fra den lokale komponenten. Det vil si opp
til 12 timer per uke (DUVRF, 2004a s. 18). | praksis dreier det seg om 560 timer pa to ar, der

delen fra den statlige komponenten utgjar 420 timer, fra den regionale utgjer 70 timer og fra
den utdanningsinstitusjons komponenten utgjgr 70 timer. Det er vanlig & ha ca. 8 timer per

uke i matematikk i en klasse med spesialiserende retning i matematikk (Konecpoljskaja, 2010

referert i Zvorono, 2011).

I 10. og 11. trinn i den russiske skolen er det egne baker for Geometri og egne bgker for
Algebra og grunnleggende matematisk analyse.

Forfatterne til leerebgkene Muravin G.K., Muravina O. V. (2013) og Muravin G.K.,
Muravina O. V. (2014) anbefaler a tildele 272 timer til Algebra og grunnleggende matematisk
analyse fordelt pa to ar. Det tilsvarer 4 timer i uken (Muravina, 2013 s. 88).

Vedlegg 4: Innholdet i spesialiserende retning i matematikk for 10.— 11. trinn i russisk
allmennskole presenterer timefordeling for spesialiserende retning i matematikk for 10.trinn og
11.trinn (for Algebra og grunnleggende matematisk analyse).

Kompetansemal: Utdanningsstandarder DUVRF (2004a: s. 87-91) beskriver

innholdselementer for spesialiserende retning i matematikk for 10.-11-trinn, og kunnskapene

og ferdighetene (kompetansemal) som man skal kunne pa slutten av allmenn grunnutdanning
(se Vedlegg 4: Innholdet i spesialiserende retning i matematikk for 10.— 11. trinn i russisk
allmennskole).

Det er lett & merke noen forskjeller mellom norsk og russisk lereplan. Norsk leereplan
inneholder kompetansemal, mens russisk leereplan har bade beskrivelser av innholdselementer
og kompetansemal. Nar man sammenligner norsk og russisk laereplan, ser man at innholdet i
den russiske leereplanen gar langt utover innholdet i den norske laereplanen. For eksempel,
inneholder den russiske leereplanen komplekse tall, symmetriske polynomer, irrasjonale

ulikheter, osv., mens den norske leereplanen ikke gjer det. Samtidig er innholdet i den norske
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lereplanen og den russiske lereplanen ganske likt. Hvis vi ser, for eksempel, pa tema
Funksjoner, inneholder lzereplanene fra begge land blant annet potensfunksjoner, rot-
funksjoner, funksjonsegenskaper: kontinuitet, nullpunkter, bunnpunkter og toppunkter,
skjeeringspunkter osv. Nar man skal nevne forskjeller, sa inneholder, for eksempel, den
russiske leereplanen for 10.-11. trinn trigonometriske funksjoner, men i Norge er det temaet
for kurs R2. Man kan legge merke til at innholdet i den russiske laereplanen er mer omfattende
enn i den norske leereplanen (se Vedlegg 4: Innholdet i spesialiserende retning i matematikk for
10.- 11. trinn i russisk allmennskole). Det kunne veere interessant & se om alt som star i den
russiske laereplanen, finnes i de russiske leerebgkene. Men det er ikke tema for oppgaven min.
Derfor skal jeg ikke ga sa mye i detaljer rundt dette, men jeg vil understreke at ifglge den
russiske leereplanen, er matematikk pa 10.-11. trinn mer teoretisk enn i Norge, og man gar
«dypere» inn i stoffet enn ifalge den norske leereplanen.

For meg var det mer interessant & kunne finne svar pa sparsmal om det blir nok tid til
problemlgsning i undervisningen i Russland, nar man skal lere sa mye stoff i timene, og

innholdet er ganske teoretisk. Jeg vil se naermere pa det i det neste delkapitlet.

3.3.5 Problemlgsnings plass i den russiske lzereplanen

I den russiske laereplanen kommer det tydelig frem at elever skal kunne utvikle sine

kreative ferdigheter og mgte problemer som skal utfordre dem og bidra til deres utvikling.

| De Statlige utdanningsstandardene i formalet med faget for spesialiserende retning i

matematikk i den russiske laereplanen star det at matematikkopplaring skal veere rettet mot
leereplanens fglgende mal:

e «Forme forestillinger om matematiske ideer og metoder i matematikk, forme
forestillinger om matematikk som et universal sprak i vitenskapsverden, og som et
middel for modellering av situasjoner og prosesser fra forskjellige samfunnsomrader»

o «Utvikle logisk tenkning, algoritmisk kultur, matematisk tenkning og matematisk
intuisjon - kreative egenskaper som skal veere ngdvendige for fremtidig utdanning og
for selvstendig virksomhet i matematikk, og for bruk av matematikk i fremtidige
fagvirksomhet» (DUVREFE, 2004a, s. 86)

| den estimerte leereplanen presiseres det at i matematikktimene for spesialiserende

retning i matematikk far elever erfaring med:
o A n& konklusjoner ved hjelp av logisk resonnement

o A bruke matematisk sprak for & utfare reproduksjon, tolkning, argumentering og bevis
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o Astille og lgse problemstillinger fra forskjellige omrader i matematikk, veere kreative
og utforskende for a lgse krevende matematiske problemer

o Alage og undersgke modeller for & lgse bade matematiske og virkelighetsnzre
problemer, sjekke lgsningen, reflektere over den matematiske lgsningen, tolke
matematisk lgsning i forhold til det opprinnelig problemet

o A arbeide selvstendig med informasjonskilder, analysere, generalisere og
systematisere informasjonen og integrere informasjonen i personlig erfaring
(DUVREF, 2004c).

Selv om det ikke brukes eksakt ord «problemlgsning», handler sitatene over om a lgse

problemer. Derfor er det mulig a tolke de sitatene som implisitt kobling til problemlgsning.

I den anbefalte leereplanen til leerebokserien som jeg analyserte er ikke heuristikker nevnt,
men heuristisk tenkning ble omtalt i formalet med faget for spesialiserende retning i
matematikk:

e Utvikle kreativ(heuristisk) tenkning: fremme og lgse problemer, argumentere, velge

bort (Muravina, 2013)

| formalet med faget for spesialiserende retning i matematikk fra den anbefalte leereplanen

til lerebokserien skrevet av Muravin & Muravina ser vi kobling til Polyas firetrinns modell:
e Planlegge, gjennomfare, sjekke lgsninger
e Kunne vurdere forskjellige mater & lgse problemet pa og kunne velge den mest

effektive maten a lgse problemet pa (Muravina, 2013)

Under de kunnskapene og ferdighetene(kompetansemal) i «Algebra og grunnleggende
matematisk analyse» som man skal kunne pa slutten av allmenn grunnutdanning star det at
man skal kunne:

e «Bruke matematiske ideer, matematiske metoder og resultater fra «Algebra og

grunnleggende matematisk analyse» til & lage modeller av forskjellige praktiske

virkelighetsnere situasjoner og prosesser» ((DUVRF, 20044, s. 90)

| kompetansemal under hovedomradet «Likninger og ulikheter» slik som i sitatet over
nevnes matematiske modeller:
e «Bruke kunnskaper om likninger og ulikheter og dens systemer i praksis og i
hverdagslige liv for a lage og utforske enkelte matematiske modeller» (DUVRF
20044, s. 91)

Som vi sa i delkapittel 3.3.2. De Statlige utdanningsstandarder, ble forandringene i De

Statlige utdanningsstandarder betydelig rettet mot problemlgsning. Derfor virket det litt
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overaskende for meg at verken «problemlgsning», «problemlgsning strategier» eller
«heuristiske metoder» eksplisitt ble omtalt i den russiske lzereplanen. Forklaringen kan veere
at man i Russland ikke ser sa stor forskjell mellom a lgse problemer man har teknikker for, og
a lgse problemer man ikke har teknikker for. I russisk skole laerer man ikke problemlgsning
for seg selv som et eget tema, og det brukes ikke spesielle undervisningstimer for det.
Problemlgsningsoppgaver «dukker opp» naturlig i undervisningen blant de andre oppgavene.
Samtidig er utvalget av elever som velger spesialiserende retning i matematikk veldig smalt
(Tabell 2 fra delkapittel 3.1.8). Det er bare veldig flinke elever som tar spesialiserende retning i
matematikk i den russiske skolen.

Selv bade den nye reviderte leereplanen i matematikk fellesfag i Norge har lagt sterre vekt
pa problemlgsning, og forandringene i De Statlige utdanningsstandarder ble mer rettet mot
problemlgsning, omtales problemlgsning og problemlgsningsstrategier eksplisitt verken i den
norske lereplanen eller i den russiske lzereplanen. Men tross det, behandles kanskje
strategiene i leerebgkene? Og det gir god grunn til a undersgke lerebgkene og finne var pa

dette spgrsmalet.

3.4 Problemlgsning i eksamensoppgaver

Alseth et al. (2013) hevder etter sin undersgkelse av leereplanen L97 at skriftlig eksamen

er sterkt styrende for innholdet i matematikkundervisningen, og at eksamen derfor har en
tilbakevirkende effekt pa undervisningen. Nar eksamensoppgavene i liten grad krever
problemlgsningsevne, er det derfor grunn til & tro at dette igjen pavirker undervisningen ved at

det fokuseres pa andre typer oppgaver (ibid.). Clarke (1996) referert i Zvorono (2011) mente

at det som skal evalueres bestemmer hva som skal undervises. Det som blir verdsatt i
evalueringen, fungerer som mal i undervisningen og det som ikke vil evalueres, eller er

vanskelig & evaluere, vil nedprioriteres i undervisningen (Zvorono, 2011). Derfor er det lett &

forestille at lzerere ofte velger bort stoffet som ikke kommer til a bli presentert pa
eksamen/praven. | fglge eksamensveiledningen til eksamen pa studiespesialiserende program
pa videregaende skole i Norge skal elevene vurderes etter evne til a lgse ulike

problemstillinger (Utdanningsdirektoratet, 2015, s. 19). Begrepet «problem» forstas her slik

jeg definerte over (se delkapittel 3.1.1 Hva er et problem? Hva er problemlgsning?) - fra
enkle, rutinemessige oppgaver til stgrre, mer sammensatte problemer. Og her brukes det den
individrelaterte definisjonen av begrepet «problems. «Det som er et problem for én elev, kan
oppleves som elementart for andre elever, avhengig av pa hvilket niva eleven befinner seg»
(Utdanningsdirektoratet, 2015, s. 19). Alt dette skulle logisk fare til stor fokus pa
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problemlgsning i undervisningen. Men tross dette fant Fossum (2009) og Leer (2009) ut i sine

undersgkelser at eksamensoppgavene i liten grad stiller krav til problemlgsningsevne.
Lignende funn gjorde Zvorono (2011) i sin sammenlignende studie av norske og russiske

eksamensoppgaver med logaritmer som konkluderte at norske elever testes kun i

standardiserte rutinepregede oppgaver. Zvorono (2011) fant ogsa ut at selv de vanskeligste

norske eksamensoppgaver med logaritmer ligger generelt minst pa ett niva lavere i alle
taksonomier enn de russiske oppgavene (Zvorono, 2011). Nar kompetanse i problemlgsning i

liten grad kreves pa viktige eksamener og tester, og samtidig legges det lite vekt pa
problemlgsning i lerebgkene, kan det derfor fgre til enda mindre fokus pa dette i

undervisningen.

3.5 Leerebgker og problemlgsning
Stray (1994) sitert av Johansson (2003) har fglgende definisjon pa hva en lerebok er «

(...) a book designed to provide an authoritative pedagogic version of an area of knowledge»

(Johansson, 2003 s. 20). Med det menes at leerebgker er ment til & veere en pedagogisk versjon

av et matematisk omrade. Den mest vanlige formen for leerebgker slik vi kjenner dem i dag, er
«fairly large and printed objects» som skal veilede elever gjennom et skolear (Johansson
2003, s. 20).

Det ble ikke gjort s& mye forskning innenfor leerebgker i matematikk som i andre felt i

matematikkdidaktikk, men de siste tidrene har leerebgker fatt starre oppmerksomhet innenfor
internasjonal forskning (Fan, 2013). Laerebokanalyse inkluderer flere ulike temaer (ibid.).

Man kan fokusere pa en bestemt laerebok, et helt lereverk, flere leerebgker fra samme land,
sammenligninger av leerebgker fra forskjellige land. Analyse av leerebgker kan ogsa fokusere
pa ulike perspektiver ved lerebgkene, for eksempel, legge vekt pa et matematisk emne,
representasjoner, illustrasjoner, eksempler, oppgaver eller verktgy.

Fan et al. (2013) har sett pa totalt 111 studier gjort fra fgr 1980 til og med 2012 og har

klassifisert forskningen i fire kategorier:

1 Rollen til leerebgker (studier om rollen til leerebgker i matematikkundervisning og lering)

2 Analyse og sammenligninger av leerebgker (studier som fokuserer pa a analysere
representasjoner i matematiske leerebgker, og sammenligne likheter og forskjeller i to eller
flere serier av matematiske leerebgker i tilfelle leereboksammenligning)

3 Bruk av lereboka (studier som fokuserer pa hvordan lerebgker blir brukt av lerere og /

eller elever)
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4 Andre omrader (de andre studiene, for eks. studier om elektroniske laerebgker og studier

om forholdet mellom leerebgker og elevenes prestasjoner) (Fan et al., 2013)

| forhold til de tre siste overfor nevnte omradene, viser Figur 6. | falge Figur 6 omfattet de
fleste studiene i leerebokforskning (63%=34%+29% av alle studiene) omradet leerebokanalyse
(inkludert leerebok sammenligning 29%), og leerebok bruk (25%), mens mye faerre studier ble
funnet i andre omrader (12%). | undersgkelsen min fokuserer jeg pa a sammenligne likheter
og forskjeller i flere serier av matematiske laerebgker. Derfor tilhgrer undersgkelsen den andre

kategorien.

Fan et al. (2013) velger fem aspekter ved analyse av leerebgker:

1. Matematisk innhold og matematiske emner

2. Kognitive krav og pedagogikk

3. Kjgnn, etnisitet, skonomi, kultur og verdier
4. Internasjonale sammenligninger av lerebgker
5

Konseptualisering og metodiske forhold

Textbook analysis
34%

N

Texbook
comparison
29%

Figur 6. Fordeling av empiriske studier av matematiske laerebgker

Undersgkelsen min dreier seg ferst og fremst om det fjerde aspektet «Internasjonale
sammenligninger av leerebgker». Men de andre aspektene, som «Matematisk innhold og
matematiske emner» «Kultur» er ogsa til & se ved min analyse.

Spgrsmalet om hvordan problemlgsning er representert i matematikkleerebgker har fatt

starre oppmerksomhet i den siste tiden (f.eks. Fan og Zhu 2000; Hensey 1996; Li 1999;
Mayer et al. 1995; Ng 2002; Nibbelink et al. 1987; Zhu og Fan 2006 referert i Fan and Zhu,

2007). Men mye oppmerksomhet har blitt gitt til fremstilling av problemtyper, mens temaet
om hvordan leerebgker representerer problemlgsningsmetoder har sjelden veert undersgkt (Fan
and Zhu, 2007).

Som det ble sagt far, av alle studiene som Fan et al. (2013) analyserte, var 29 %

sammenligningsstudier (Fan et al., 2013). En stor del av studiene er gjort innenfor
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leerebokanalyse gjennomfart pa tvers av flere landegrenser, for 8 sammenligne fremstilling av
matematiske emner, kultur og tradisjoner. Jeg vil kort presentere noen av de undersgkelsene.

Den stgrste sammenligningsstudien gjort av leerebgker er en del av TIMSS studie fra 1990

(\Valverde et al., 2002 referert i Resvoll, 2014). Denne studien sammenlignet leerebgker i
matematikk og naturfag i 40 land og hundrevis av bgker. Studien fokuserte pa falgende fem
hovedkategorier:

1. Den pedagogiske situasjonen til lereboka

2. Fagstoffets innhold

3. Rekkefglgen pa emner

4. Bokens fysiske utseende

5. Kompleksiteten av det som ble forventet av elevene

Innenfor disse fem kategoriene ble det valgt ut 12 variabler for & representere hver av
dem. Hovedkonklusjonen til studien var at leerebgkene fra de forskjellige landene hadde
variasjoner pa mange omrader, og viste betydelige forskjeller i maten a presentere og
strukturere pedagogiske metoder pa. Forskjellene var systematisk innenfor land, klassetrinn
og fagstoff. Alle sammenligningsstudiene viser ulikheter pa tvers av landegrensene. Analysen
bekreftet at leerebgker i mange land blir sett pa som det viktigste verktgyet nar et nytt tema i
matematikk skal introduseres, og at det er en av de mest brukte kildene til matematikk for
leerere, elever og foreldre (\VValverde et al., 2002 referert i Resvoll, 2014).

En annen sammenligningsstudie som har sett pa sammenhengen mellom den nasjonale

leereplanen til landet og lerebgkene, ble gjort av Jones and Fujita (2013). De analyserte

leerebgker fra Japan og England pa 8.trinn. For & analysere lerebgkene brukte de et
rammeverket som tok utgangspunkt i rammeverket fra Valverde et al. (2002). Fokuset for
undersgkelsen var basert pa to viktige problemstillinger innenfor matematikkdidaktikk:

1. Resonnering og bevis

2. Undervisning og problemlgsning

Resultatene av studien viste at resonnering og bevis var mer spredt i engelske laerebgker
og mer konsentrert i japanske leerebgker. Men i forhold til undervisning og problemlgsning ga
de engelske leerebgkene et bredere innhold enn de japanske leerebgkene. De japanske
leerebgkene hadde varierte tilnaerminger til matematikken og startet vanligvis med et problem

som skulle sette i gang en klassediskusjon, mens de engelske lerebgkene ofte hadde fastere

struktur i forhold til teori, oppgaver og oppsummeringer.
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Mayer et al. (1995) referert i Fan et al. (2013) undersgkte hvordan leerebgker i Japan og

USA presenterer problemlgsning. Ved a analysere (leksjoner pa addisjon og subtraksjon av
hele tall, 7.trinn) tre japanske leerebgker og fire amerikanske leerebgker, fant de at de japanske
lerebgkene viet 81% av deres plass til a forklare lgsningsmetoden for lgste eksempler,
sammenlignet med 36% i de amerikanske leerebgkene. Pa den annen side viet de amerikanske
leerebgkene mer plass til ulgste gvelser (45%) og irrelevante illustrasjoner (19%), mens de
japanske leerebgker viet bare henholdsvis 19% og 0% av plass. Resultatene som ble funnet i
overensstemmelse med klasseroms observasjoner viser at japanske leerebgker er mer effektive
med a vektlegge problemlgsningsprosessen, mens amerikanske leerebgker er mer rettet mot
det endelige svaret.

Stigler et al. (1986) analyserte tekstoppgaver i fire amerikanske leerebgker og én laerebok

fra den tidligere Sovjetunionen. Det ble funnet at alle amerikanske leerebgkene var lik
hverandre, men den sovjetiske leereboken var forskijellig fra de amerikanske pa flere mater.
For eksempel, sovjetiske leerebgker hadde mye mer variasjon av problemtyper og inkluderte
flere komplekse to-trinnsoppgaver. Mens de amerikanske leerebgkene var mer fokusert pa
problemene som var enklest & lgse. Videre presenterte sovjetiske leerebgker forskjellige
problemer i hele teksten, i stedet for & fokusere pa mer vanskelige problemer i en bestemt del
av teksten.

I sin studie studerte Zhu and Fan (2006) hvordan utvalgte leerebgker fra Kina og USA pa

7. 0g 8. klassetrinn representerer ulike typer matematikkproblemer som rutinemessige
problemer vs. ikke-rutinemessige problemer, «apne» problemer vs. «lukkede» problemer, og
«tradisjonelle» problemer vs. «ikke-tradisjonelle» problemene (f.eks. prosjekt oppgaver,
«Puzzle problem»). Det viste at i begge land var mer enn 96% av problemene rutinemessige
og «tradisjonelle», og mer enn 93% var «lukkede» problemer. Resultatene viste ogsa at
problemene i kinesiske lerebgker var generelt mer utfordrende og involverte flere trinn i
problemlgsningsprosessen, mens lerebgker i USA hadde flere problemer med visuell
informasjon. Som vi kommer til & se i kapittel 7 Videre drgfting, minner det forholdet litt om
funnene i denne oppgaven.

Fan and Zhu (2007) sammenlignet leerebgker fra Kina, Singapore og USA, med

hovedfokus pa hvordan de representerte metoder for problemlgsning. Studien ble utfart i to
deler: generelle strategier, som anvendelse av Polyas firetrinns problemlgsningsmodell, og
spesifikke strategier som bestar av 17 forskjellige problemlgsning heuristikk, for eksempel
«jobbe bakover», «tegn et diagram». Resultatet av studien viste at alle leerebgkene presenterte

noen generelle metoder for problemlgsning. | de kinesiske leerebgkene var metodene mer
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eksplisitte enn i bakene fra de to andre landene. Fan and Zhu (2007) fant at «tegn et diagram»,

«bruk en ligning», og «<omformuler problem» var de mest brukte problemlgsnings

heuristikkene i leerebgker fra Kina, Singapore og USA. Fan and Zhu (2007) tror maten

skolens leerebgker presenterer problemlgsningsmetoder pa, vil ha en viktig innflytelse pa
undervisning og lering, og til slutt pa studentenes evne i problemlgsning. Studien viste ogsa
at det var et gap mellom de nasjonale lzereplanene og leerebgkene.

I likhet med Fan and Zhu (2007) gjorde Johansson (2003) en studie som studerte

sammenhengen mellom leereplanen og matematikkbgkene i Sverige. | studien analyserte hun
den samme laereboka i forskjellige utgaver etter hvert som den svenske lzereplanen endret seg.
Resultatet av studien viste at innholdet i leerebgkene var ganske likt, og at bare deler av
leereplanen ble oppfylt.

Pa grunnlag av studien til Fan and Zhu (2007) undersgkte Kongelf (2011) 740 eksempler

fra ulike lzerebgker pa niende trinn. Kongelf fikk inspirasjon til sin studie av a analysere
heuristiske metoder i norske leerebgker, da han sa hvilken rolle heuristikk har i land som leder
i TIMSS-undersgkelsen, for eksempel Singapore. Han studerte radende litteratur, blant annet
Schoenfeld og Polya, og laget en liste over ni problemlgsningsmetoder med tilhgrende
beskrivelser. Funnene til Kongelf viser at mange av problemene i leerebgkene ble Igst ved

hjelp av en eller flere heuristiske tilnerminger. Kongelf (2011) sier at han fant at de

heuristiske metodene i grunnskolebgkene hovedsakelig ikke var presentert bevisst, men heller

var et resultat av ubevisst kulturell praksis (Kongelf, 2011). I tillegg var utvalget av metoder

ensartet: enkelte metoder ble brukt mye, andre var nesten totalt fraveerende. | falge Kongelf
(2011) er det et stort potensial for & bedre matematikkleerebgker i grunnskolen i Norge
angaende heuristikk tilneerminger.

Harder (2013) brukte analyseverktayet til Kongelf (2011) i analysen av eksemplene fra

lerebgkene i matematikk for videregdende skole i Norge. Dette verktgyet ble brukt for &

beskrive, og a gjere det mulig & gjenkjenne heuristiske metoder i eksempler i leerebgkene.
Bruken av disse heuristiske metodene vil indikere om eksemplene i lerebgkene gir elevene

opplering i problemlgsningsmetoder (Harder, 2013). Utgangspunktet for analysen hennes var

Kongelfs liste, som Harder har utvidet med en metode. I likhet med Kongelf ville Harder
finne ut i hvilken grad eksempler fra ulike leerebgker stiller krav til typiske
problemlgsningsteknikker. Harder fant at eksemplene i matematikklaerebgkene i liten grad
belyser problemlgsning. Men hun mente at problemlgsning skulle blitt styrket i leereplanene

etter revisjon av LKO06, og hun hapet at forlagene skulle ta hensyn til funnene i oppgaven
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hennes og forbedre bruken av problemlgsningsmetoder i de nye leerebgkene (Harder, 2013
5.63).

Disse studiene som sammenligner leerebgker fra flere ulike land, viser viktigheten av a se

det kulturelle aspektet ved laerebokanalyse. Nar man kommer fra forskjellige land, har man
ulike nasjonale leereplaner, ulik tradisjon og ulik kultur for undervisning. Dette former ogsa
leerebgkene i de ulike landene. Flere av tudiene viste at elevene ble tilbudt ulik matematikk,
og fikk ulike muligheter for a leere den matematikken som ble tilbudt av leerebgkene. Ved a
sammenligne lerebgker fra ulike land, kan man ogsa forsta deres kulturelle tradisjoner
innenfor matematikk, og dermed ogsa deres pedagogiske rammer. Ved & ha fokus pa slike

studier vil det bli lettere a forsta hverandres forskjeller og lere av hverandres ulikheter.

3.6 Alternativt rammeverk

Jeg valgte & bruke den apne definisjonen av begrepet problem som ikke er individrelatert.
Med denne apne, bredere definisjonen kunne jeg analysere bruken av
problemlgsningsmetoder i eksemplene uten & matte tolke dem ut i fra problemlgserens
perspektiv. Andre forskere som Lithner (2003), Bergqvist (2007) og Boesen (2006) har valgt

a bruke den individrelaterte definisjonen som utgangspunkt. De brukte et analyseverktgy som
ble utviklet av Johan Lithner for & kategorisere hvilken lgsningsstrategi trengs for a lgse
matematikkoppgaven Lithner (2004) og elevers valg av lgsningsstrategi i mgte med
matematikkoppgaver Lithner (2003). For & illustrere hva det vil si & lgse en
matematikkoppgave lister Lithner (2008) opp fire trinn som ligner pa firetrinnsmodellen si sa
pa i delkapittel 3.1.2 Problemlgsningsprosessen:

1. Matet med en (del)oppgave betegnes som en problematisk situasjon dersom det ikke
er opplagt hvordan man skal fortsette.

2. Det gjores et strategivalg der «strategi» kan veere alt fra lokale metoder til generell
tilnserming og «valg» kan fa en vid betydning (velge, gjenkalle, konstruere, oppdage,
gjette, osv.).

3. Strategien blir implementert.

4. En konklusjon blir funnet (Lithner, 2008 s. 257)

Det teoretiske rammeverket som analyseverktayet bygger pa, definerer ulike typer av

resonnering som ble funnet i empiriske studier, og deler matematisk resonnering inn i to

hovedtyper:
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e Kreativ resonnering (creative mathematically founded reasoning)

e Imiterende resonnering (imitative reasoning)

Kreativ Imiterende
resonnering (KR) resonnering(IR)

Ny Ingen av 1.-4. er inkludert

Fleksibel
Sannsynlig

oW e

Basert p&

matematikk

Minnebasert
resonnering(MR)

Husk et svar

L’_J

Algoritmisk
resonering (AR)
Husk en

lgsningsprosedyre

Kjent
MR/AR
Oppgaven blir sett

pa som kjent
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AR
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koblinger til
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Ledet AR

AR blir ledet av
en ekstern
kilder, en

person eller en

tekst

Figur 7. Oversikt over kreativ og imiterende resonnering (Boesen, 2006, s. 18)

Resonnering er kreativ dersom det er nytt for eleven, og inneholder begrunnelse for valg

av strategi og logiske, matematikkbaserte argumenter for hvorfor konklusjonene medferer

riktighet (Bergqvist, 2007). Problemlgsning krever at elevene behersker kreativ resonnering

(Boesen, 2006, Palm et al., 2005). Det er farst nar en oppgave krever kreativ resonnering, at

vi kan stille spgrsmal om at det er en problemlgsningsoppgave.
Imiterende resonnering er resonnering som ikke tilfredsstiller kravene til kreativ

resonnering (Boesen, 2006). Nar elever bruker overfladisk leting etter lignende eksempler og

Igsningsmetoder for a lgse en gitt oppgave, kan vi snakke om imiterende resonnering. Mange
studier har vist at imiterende resonnering er mye brukt av elever og lerere, og det kan veere

grunnen til at mange elever sliter i matematikk (Boesen, 2006). Hvis elever sjelden far

oppgaver som krever annet enn imiterende resonnering, vil de ikke fa sjanse til a utvikle evne
til kreativitet i faget.
Imiterende resonnering er i stor grad basert pa overflatisk betraktning av oppgavene.

Denne typen resonnering kan ytterligere deles i to hovedkategorier (Lithner, 2008, s. 258):

e Minnebasert resonnering (memorised reasoning)

e Algoritmisk resonnering (algorithmic reasoning)

Oppgavene som havner under kategorien minnebasert resonnering, er oppgavene der
eleven ma gjengi et enkelt bevis eller & oppgi noen navn. For eksempel, for a svare pa et

spgrsmal «Hva heter skjeringspunktene mellom x-akse og y-akse i et koordinatsystem?»
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bruker man minnebasert resonnering (Bergqvist, 2007, s. 352). Et eksempel pa bruk av

algoritmisk resonnering er a huske formelen for a lgse andregradsligninger. Eleven kan fylle
inn formelen, regne ut og skrive ned svaret.

Hvis det finnes oppgaver eller eksempler i lzereboken som ligner pa den aktuelle
oppgaven, kan eleven bruke kjent algoritmisk resonnering for a lgse oppgaven. Noen elever
bruker overfladisk tolking av oppgaveteksten for a sammenligne oppgavene og finne den
algoritmen som passer for a lgse oppgaven. Eleven som lgser oppgaven ved hjelp av
algoritmisk resonnering og som har lgst mange oppgaver av denne typen, ser pa denne gitte
oppgaven som pa en kjent oppgave. Algoritmen som brukes for & lgse oppgaven er kjent for
eleven. Eleven falger algoritmen, og som regel, lgser lett oppgaven. Derfor tror eleven at
Igsningen er riktig. Han gjer ingen forsgk pa a sjekke om at svaret er riktig. Da kan det skije at
elevene tror at en oppgave er av en bestemt, kjent type, men det er den ikke, og da velger
elevene en feil algoritme for & lgse oppgaven. Algoritmisk resonnering kan brukes bade av en
elev som har forstaelsen av oppgaven, og av en elev som kun kjenner algoritmen og har trent
pa a bruke denne algoritmen. Utfordringen her kan vare a finne den riktige algoritmen.

Strategivalget som brukes i tekst - guidet algoritmisk resonnering kan veere 4 lete etter
likheter mellom oppgaven og et eksempel, en definisjon, et teorem, en regel eller noe annet i

en tekstkilde (Lithner, 2008, s. 263). Eleven som skal lgse oppgaven ved hjelp av tekst -

guidet algoritmisk resonnering, har for eksempel lgsningen av lignende oppgaven i boken
foran seg.

Ofte skjer det at eleven begynner med a bruke en algoritme for a lgse oppgaven, men
finner ikke svar. Uten a reflektere over hva som er feil, gar eleven til en annen algoritme og
mislykkes igjen. Til slutt bruker eleven algoritmen som ser ut til & gi et riktig svar.

Ifalge Bergqvist (2007) viser flere studier at studenter ofte bruker imiterende resonnering

ved a kopiere algoritmer eller gjenkalle fakta. Forskning viser ogsa at et fokus pa denne type
resonnering i undervisning kan svekke studentenes forstaelse av de underliggende

matematiske begrepene. Bergqvist (2007) i sin studie analyserte oppgaver fra 16 eksamener

ved fire forskjellige svenske universiteter. Resultatene viste at ca. 70% av oppgavene kunne
lgses ved hjelp av imiterende resonnering, og at 15 av de eksamenene kunne bestas ved kun

bruk av imiterende resonnering (Bergqvist, 2007).

Med det alternative analyseverktgyet er det altsa mulig & analysere oppgaver ogsa. Jeg
skal bruke dette verktgyet i noen av eksemplene (se delkapittel 5.4 Presentasjonen av noen

eksempler ved hjelp av alternativt rammeverk).
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4 Metode

4.1 Design og metode

Problemstillingen for denne studien har veert: Hva er forskjeller og likheter i
presentasjonen av problemlgsningsmetoder i eksemplene i norske og russiske
matematikkleerebgker?

For & kunne svare pa problemstillingen, formulerte jeg to falgende forskningsspgrsmal:

1. Huvilken plass har problemlgsning i lereplanene i matematikk i Norge og i Russland?

2. Hvordan blir problemlgsningsmetoder benyttet i eksempler i norske og russiske

matematikklaerebgker?

Jeg besvarte begge forskningssparsmalene ved hjelp av forskningsmetoden
tverrsnittstudie (cross-sectional design) i form av dokumentanalyse, men gjorde det pa
forskjellig mate. Ifglge Bryman (2012) er en tverrsnittstudie innsamling av data i en
populasjon (mer enn ett tilfelle/case) pa et gitt tidspunkt, for & samle en mengde kvantitative
eller kvantifiserbare data knyttet til to eller flere variabler som sa sammenliknes for a se etter
mgnster (Bryman, 2012, s. 58). For a svare pa det farste forskningssparsmalet, analyserte jeg

lereplaner i matematikk for 1T og R1 i Norge og for 10.- 11. trinn i Russland for & se hvilken
rolle problemlgsning spiller, og for a vite hva som menes med problemlgsning i de ovenfor
nevnte lereplanene. Samtidig ville jeg se pa likheter og forskjeller i leereplanene. For &
besvare det andre forskningsspgrsmalet, foretok jeg analyse av eksempler i leereverkene ved
hjelp av analyseverktgyet som ble utviklet av Kongelf (2011). Dette verktayet ble brukt for &

beskrive og a gjgre det mulig & gjenkjenne heuristiske metoder i eksempler i lzerebgkene.
Forekomsten av disse heuristiske metodene ville indikere om eksemplene i leerebgkene gir
elevene opplering i problemlgsningsmetoder. Jeg sa ogsa pa hvordan generelle strategier
brukes i de undersgkte eksemplene.

Ifalge Bryman (2012, s. 289) er de to mest kjente definisjonene av innholdsanalyse

felgende: «Content analysis is a research technique for the objective, systematic and
quantitative description of the manifest content of communication» og «Content analysis is
any technique for making inferences by objectively and systematically identifying specified
characteristics of messages».

Egenskaper «objektivitet» og «det a veere systematisk» er avgjerende for enhver
innholdsanalyse. «Objektivitet» betyr at reglene blir tydelig bestemt far data deles inn i
kategorier. For & vere objektiv ma forskeren stgtte seg til det teoretiske rammeverket.

Egenskap «a vere systematisk» refererer til en konsistent mate a anvende reglene, slik at
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personlig pavirkning blir minimalisert. Hvis begge egenskapene, bade «objektivitet» og «a
veere systematisk», er til stede, er det mulig & ha «ideell» innholdsanalyse. Med det menes at
alle som benytter de samme reglene til samme data vil komme opp med de samme

resultatene. For a sikre disse kvalitetene pa best mulig mate har utformingen av

kodingsordningen stor betydning (Kongelf, 2011).

Da jeg skulle svare pa problemstillingene mine, ville jeg velge metoder som kunne egne
seg best til undersgkelsen min. For a velge om jeg skulle bruke kvantitative metoder eller
kvalitative metoder, eller kombinasjon av dem, sa jeg pa forskjellen mellom kvalitative og
kvantitative forskningsmetoder for a finne ut hvilken av dem som er mest brukbar i forhold til
min undersgkelse. Nar man har bade kvantitative og kvalitative data, og data av begge typer
sammen, gir det en bedre forstaelse av problemstillingen enn hva den enkelte metoden kan gi
(Creswell, 2012).

Grgnmo beskriver fire strategier for 8 kombinere kvalitative og kvantitative metoder:

1. kvalitative undersgkelser som forberedelse til kvantitative undersgkelser;

2. kvalitative undersgkelser som oppfalging av kvantitative undersgkelser;

3. parallell utnytting av kvalitative og kvantitative tilnsrminger under bade
datainnsamling og analyse;

4. innsamling av kvalitative data som kvantifiseres under analysen (Grgnmo, 1996)

Disse strategiene star ikke i motsetning til hverandre eller utelukker hverandre. |
forskningen kan de kombineres i ulik grad, avhengig av de problemstillingene som skal
undersgkes.

I min undersgkelse bestemte jeg kategorier og lagde en kodingsmanual, og jeg fulgte
forhandsbestemte regler for kategorisering. I min undersgkelsen skulle alle oppgaver, bade
norske eller russiske, analyseres ved hjelp av det samme analyseverktgyet som ble laget pa
forhand, dvs. jeg skulle bruke de samme kategoriene for alle eksemplene, og de kategoriene
skulle ikke endres underveis. De oppgavene fra ulike leerebgker hadde sammenlignbar
innhold og hensikt. I analyse av eksemplene ville jeg finne ut forholdet mellom oppgavene og
de bestemte kategoriene. P4 denne maten tilhgrer min undersgkelse den kvantitative
tilneermingen. Samtidig, i forhold til lereplanene, skulle jeg selv jobbe direkte med kilden, og
undersgkelsen skulle veere preget av narhet. | tillegg skulle jeg se n&ermere pa noen konkrete
eksempler. Pa denne maten er undersgkelsen min kvalitativ.

Som falge av det som star over, tilhgrer min undersgkelse bade kvalitative og kvantitative

tilnserminger. Jeg brukte kombinasjon av kvalitative og kvantitative metoder pa felgende
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mate: parallell utnytting av kvalitative og kvantitative tilneerminger under bade
datainnsamling og analyse.

Polya sin firetrinns problemlgsningsmodell som ble beskrevet i delkapittel 3.1.2
Problemlgsningsprosessen, gir en generell beskrivelse pa hvordan er det & lgse matematiske
problemer, og denne modellen presenterer generelle strategier. | analysen min ville jeg forst
se om de fire trinnene i problemlgsningsmodellen til Polya presenteres i de undersgkte
leerebgkene. | delkapittel 5.2 Noen interessante eksempler med bruk av Polyas firetrinns modell
skal noen av eksemplene analyseres i forhold til bruk av Polyas firetrinns
problemlgsningsmodell.

Men som Schoenfeld (1979) papekte, er spesifikke problemlgsningsheuristikker ofte mer

praktiske under selve problemlgsning (Schoenfeld, 1979). For & analysere forekomsten av

spesifikke problemlgsningsheuristikker, brukte jeg kodingsordningen til Kongelf (2011).

Kodingsordningen hans bestar av kodingsinnholdsliste og kodingsmanual. I motsetning til

Kongelf (2011) sin kodingsinnholdsliste med fire dimensjoner, bestar min

kodingsinnholdsliste av tre dimensjoner med ulike kategorier i hver dimensjon (se Tabell 6).
Kategoriene i dimensjonen «Larebok» er kodet med navnet pa den analyserte leereboken.
Dimensjonen «Eksempel» er delt opp i to underdimensjoner som bestar av det totale antallet
eksempler i leereboka og det totale antallet heuristiske metoder. Dimensjonen «Heuristiske
metoder» er delt opp i 11 underdimensjoner som bestar av heuristiske metoder innen
problemlgsning. Jeg var opptatt av at det ble helt separate dimensjoner i kodingsinnholdslisten
slik at det ikke var noe empirisk eller begrepsmessig overlapping mellom dimensjonene. Det
er ogsa viktig at kategoriene innenfor hver dimensjon er gjensidig utelukkende, dvs. at det
ikke er noen overlapping mellom kategoriene.
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Tabell 6. Kodingsinnholdsliste basert pa Kongelf (Kongelf, 2011)
Jeg hadde en utfordring, da jeg skulle bestemme hvilke heuristiske metoder jeg skulle
undersgke i lerebgkene. Jeg ble inspirert av den internasjonale komparative studien til Fan

and Zhu (2007) om hvordan leerebgker i Kina, Singapore og USA presenterte 17

problemlgsningskategorier. Disse kategoriene ble basert pa de ulike heuristikkene som ble
funnet i de nasjonale lzreplanene for de tre landene. P4 samme mate som Kongelf, oppdaget
jeg at flere av disse heuristikkene verken ble funnet i den norske laereplanen og de norske
leerebgkene, eller i den russiske lereplanen og de russiske lerebgkene. Etter at jeg bearbeidet

Fan and Zhu (2007) og Kongelf (2011) sine lister med heuristiske metoder og vurderte

tilnserminger til Polya (1973) og Bjorkavist (2003), baserte jeg undersgkelsen min pa

karakterisering av forekomsten av 11 heuristiske tilneerminger i leerebgkene.

Pa lignende mate som Kongelf (2011) og Harder (2013) bestemte jeg a undersgke de ni

heuristiske metodene som finnes i de norske leerebgkene. Jeg ville ogsa inkludere i analysen
den tiende metode «Bruk digitale hjelpemidler» som ble brukt i studien til Harder (2013). |
tillegg ville jeg ha med i analysen en heuristikk til som ble funnet i de russiske leerebgkene.
Den siste heuristikken kalte jeg for «Introduser hjelpeelementer» (se Tabell 7. Kodingsmanual
basert pa Kongelf (Kongelf, 2011). Denne kategorien ville jeg ha for seg selv, fordi jeg mener at
den ikke passer sa godt i de andre kategoriene. Med denne kategorien menes det at eleven
innfarer et element som opprinnelig ikke var i oppgaven og benytter det som en hjelp for &
lzse oppgaven. For eksempel, kan eleven introdusere y = x2 som et hjelpeelement for & lgse

likningen x* — 13x? + 36 = 0. Da fér eleven likningen y? — 13y + 36 = 0 som er en
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andregradslikning og som er enkelt a lgse. Jeg syns at denne heuristikken ikke passer sa godt i

de andre kategoriene, og derfor valgte jeg a lage denne nye kategorien.

Heuristiske metoder

Beskrivelse

1 Se etter et mgnster

Identifisere mgnster i den gitte informasjonen ved
ngyaktig observasjon av felles egenskaper, variasjoner
eller forskjeller ved tall, former og liknende i
problemet.

2 Lag en systematisk tabell

Lage en systematisk liste eller tabell som inneholder
den gitte informasjonen eller de ulike mulighetene.

3 Lag en illustrasjon

Bruke den gitte informasjonen til & lage en
illustrasjon/visualisering for & presentere problemet
visuelt.

4 Prgv og feil

Gjare en rimelig antakelse om hva svaret er, og sa
sjekke om resultatet blir riktig. Gjenta prosedyren hvis
ngdvendig for a finne svaret eller en god tilneerming.

5 Los deler av problemet

Dele et problem i flere delproblemer, for sé & lgse
disse ett etter ett, og fine lgsningen pa det opprinnelige
problemet.

6 Jobb baklengs

Tilnaerme seg problemet baklengs fra dets resultat
eller lgsninger for & finne hvilke krav som ma
tilfredsstilles.

7 Tenk pa et liknende problem

Huske eller vurdere liknende problemer som er lgst
tidligere for & eventuelt kunne bruke samme metoder
og resultater i tilneermingen til problemet.

8 Gjar problemet enklere

Forenkle vanskelige tall eller forhold i problemet uten
a endre problemet matematisk.

9 Se problemet fra en annen
side

Tilnaerme seg problemet med en annen vinkling nar
tidligere tilnerminger ikke forer frem.

10 Bruk digitale hjelpemidler

Bruke digitale hjelpemidler som grafisk kalkulator,
regneark eller andre programmer for & lgse problemet.

11 Introduser hjelpeelementer

Bruke hjelpeelementer for & lgse problemet

Tabell 7. Kodingsmanual basert pG Kongelf (Kongelf, 2011)

Bryman beskriver innholdsanalyse som «en tilneermingsmate til dokumentanalyse og

tekster (...) som forsgker a kvantifisere innhold i forhandsbestemte kategorier pa en

systematisk mate som kan gjentas» (Bryman, 2012, s. 289). Ifglge Bryman (2012) brukes

innholdsanalyse tradisjonelt «in the examination of printed texts, documents and of mass

media items» (Bryman, 2012). Som vi sa over, kan dokumentanalyse vare bade kvalitativ og

kvantitativ, og de begge variantene er representert i denne oppgaven. Analyseverktayet som

brukes for & svare pa det andre forskningsspgrsmalet kan sies & veare innholdsanalyse slik

Bryman beskriver det, og derfor tilhgrer pa den ene siden kvantitative metoder (Bryman,

2012, Grgnmo, 1996). Men jeg skal samtidig se nermere pa noen konkrete eksempler, dvs.
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bruke kvalitative tilneerminger. Analysen av lereplanen hadde som mal a finne

dybdeinformasjon om innholdet, og kan anses som kvalitativ metode (Bryman, 2012).

Det er flere fordeler som kan oppnas ved hjelp av innholdsanalyse i leerebokforskning.
For det farste, er det en veldig gjennomsiktig metode. Kodingsmanualen sammen med en
detaljert beskrivelse av metoder som ble undersgkt, gjar bade lignende studier og
oppfalgingsstudier gjennomferbar.

Innholdsanalyse er ogsa egnet for langsgaende studier, og dermed skaper muligheter for
videre forskning. Innholdsanalyse er enkel & gjenta slik at andre forskere kan benytte samme
verktgy under andre forhold. Innholdsanalyse er ogsa kjent som en diskret metode (Cohen et
al., 2011), noe som betyr at man kan observere uten a bli observert. Derfor er det ingen risiko
for at forskeren pavirker datamaterialet. Men forskeren selv anses i dette tilfellet som
instrumentet for undersgkelsen, og derfor er det risiko for at forskerens forforstaelse kan
pavirke analysen. Kvaliteten pa analysene avhenger altsa i stor grad av meg som forsker.
Derfor var det viktig for meg a bestemme kategorier og lage en kodingsmanual pa forhand, og
kun falge forhandsbestemte regler for kategorisering. Kodingsmanualen har hjulpet meg a
vaere konsistent ved a gi bestemte retningslinjer for hva som kreves for de ulike metodene. Jeg
har Kklargjort for ulike valg som ble fattet, og har lagt ved alle analyseskjemaer (se fra Vedlegg
11. Analyseskjemaet — Sinus 1T). Jeg prgvde a stgtte meg til det teoretiske rammeverket og
vaere s objektiv som mulig.

I motsetning til Kongelf (2011) hadde jeg en utfordring til i min undersgkelse. Kongelf

(2011) undersgkte bare de norske lzerebgkene. I min studie skulle jeg undersgke og
sammenligne norske og russiske leerebgker. De norske og de russiske leerebgkene har litt ulik
oppbygning og layout, noe som pavirker fordeling av tekst, oppgaver og eksempler, samt at
de har litt forskjellige faglig innhold.

De komparative studiene som sammenlignet leereverkene fra forskjellige land, tok ikke
opp problematikken om hvor sammenlignbare leerebgkene fra forskjellige land var. Det var

for eksempel, analysen til Fan and Zhu (2007) som sammenlignet leerebgkene fra Kina,

Singapore og USA. Etter min mening for & kunne sammenligne lereverkene fra ulike land,
bar man undersgke farst hvor sasmmenlignbare de undersgkte leereverkene er. For a kunne
finne ut hvor sammenlignbare de norske og de russiske leerebgkene var, ville jeg farst se pa
forskjeller og likheter i oppbygningen og innholdet i leerebgkene. Blant annet ville jeg
undersgke hvor store de leereverkene er, hvor mye informasjonen per side er det i de
lerebgkene, og hvor de ulike temaene blir presentert i leerebgkene. For & kunne svare pa disse

spgrsmalene, valgte jeg a gjare en liten hjelpeundersgkelse. Jeg tok utgangspunkt i
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rammeverket fra en forskningsartikkel av Hong and Choi (2014) som bestar av en

sammenligning av koreanske og amerikanske laerebgker. Dette analytiske verktgyet brukte
ogsa Karimzadeh (2014) for a sammenligne norske og singaporske lerebgker. Hong and Choi

(2014) valgte kvadratiske likninger som gjenstand for sin undersgkelse, og analyserte
innholdet i lzerebgkene ved a se pa ulike elementer i utvalgte omrader i leerebgkene. Det to-
dimensjonale rammeverket de brukte i undersgkelsen sin bestar av en horisontal analyse og en
vertikal analyse. Den horisontale analysen ser pa leerebgkene som en helhet, og gir et stort og
overfladisk bilde av leerebgker. Den horisontale analysen har som hensikt a finne ut hvor ulike
temaer innenfor et valgt omrade befinner seg i leerebgkene, pa hvilket klassetrinn, hvor stor
plass tar de ulike temaene osv. Den vertikale analysen gar mer i dybden, og fokuserer mer pa
det matematiske innholdet. Denne vertikale analysen tar for seg, blant annet, hvordan et nytt
omrade introduseres og videreutvikles, hvordan nye konsepter og begreper presenteres og
anvendes. Man ser ogsa pa om det undersgkte omradet har bare ren matematisk kontekst eller
har kontekst fra den virkelige verden. | tillegg undersgker den vertikale analysen hvilke
kognitive nivaer som trenges for a lgse oppgaver. Kombinering av begge dimensjoner i
undersgkelsen, bade den horisontale analysen og den vertikale analysen, kan veaere med pa a
styrke analysen.

Av hensyn til oppgavens omfang matte jeg begrense min undersgkelse til hovedtemaet
«Likninger, ulikheter og dens systemer». Jeg bearbeidet bade rammeverket til Hong and Choi
(2014) og rammeverket til Karimzadeh (2014), og tilpasset de til min undersgkelse etter det

hva jeg syntes har vart ngdvendig for & kunne svare pa forskningsspgrsmalene mine. Jeg
bestemte meg for & forholde meg til den horisontale analysen. Den horisontale analysen har
gitt meg et bilde av hvordan forfatterne av de undersgkte leerebgkene har organisert omradet
«Likninger, ulikheter og dens systemer». Jeg har presentert en oversikt over antall oppgaver i
dette omradet. Analysen har ogsa inkludert oversikt over hvor ulike temaer innenfor omradet
«Likninger, ulikheter og dens systemer» befinner seg i leerebgkene, hvor stor andel av bgkene
som er satt av til det omradet, og hvilke temaer som har blitt dekket innenfor det omradet.

Jeg bestemte meg for ikke a bruke den vertikale analysen fordi jeg skulle ga mer «i
dybden» senere i analysen ved a se etter forekomsten av heuristiske metoder i lzerebgkene ved
hjelp av Kongelf sitt analyseverktgy. Jeg mener at kombinert bruk av de to

analyseverktgyene, bade rammeverket til Hong and Choi (2014) og rammeverket til Kongelf

(2011), kan vaere gunstig for denne studien fordi analysen gar da bade i bredden og dybden

som er med pa a fange opp data fra ulike omrader.
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4.2 Utvalg
Utvalget mitt bestod av norsk laereplan i matematikk og russisk laereplan i matematikk,
fire norske leerebgker og to russiske leerebgker basert pa leereplanen. Laerebgkene spiller en

viktig rolle i undervisningen Kongelf (2011), og mye av skoletiden gar til a lgse oppgaver

som ligner eksempler presentert i leereboken (Grgnmo et al., 2010, Kongelf, 2011). Derfor er

det viktig a se pa leerebgkene for a se hva elevene undervises i. | denne oppgaven ville jeg
analysere eksemplene som ble presentert i de norske og de russiske leerebgkene.

4.2.1 Fag og skoletrinn

Av hensyn til oppgavens omfang kunne jeg ikke undersgke lerebgkene pa alle trinn. Jeg
valgte & konsentrere meg om analysen til studiespesialiserende program (SSP).
Studiespesialiserende program inkluderer matematikk fellesfag (1T og 1P) pa Vg1, og de til
sammen seks variantene av matematikkfaget i Vg2 og Vg3 (2T, 2P, R1, S1, R2 og S2).
«Det er to variantar av lereplanen pa Vgl. T-varianten er meir teoretisk orientert, medan P-
varianten er meir praktisk orientert. Begge variantane gjev i dei studiefgrebuande
utdanningsprogramma generell studiekompetanse saman med matematikk pa Vg2, anten
2T/2P eller programfag i matematikk (R1/S1)» (Utdanningsdirektoratet, 2013, s. 2). De

vanligste studielgpene i matematikk med elevantall i 2013/2014 kan man se i Vedlegg 5: De
vanligste studielgpene i matematikk med elevantall i 2013/2014 pa SSP.

| forhold til den norske skolen ble denne oppgaven begrenset til de mer teoretiske og
realfaglige matematikkvariantene (1T og R1). Grunnen til det var et faktum at elevene som
forsetter med matematikk etter videregaende skole, velger matematikk 1T pa VG1 og R1 pa
VG2. Og det er de elevene som virkelig trenger a lare seg a beherske problemlgsning i
matematikk siden de hgyst sannsynlig vil matte benytte seg av det i senere studier og i
arbeidsliv.

I den russiske skolen valgte jeg a fokusere pa 10. og 11. trinn for spesialiserende retning i
matematikk. Som det ble nevnt tidligere, kan elevene i den russiske skolen velge enten vanlig
grunnleggende retning i matematikk eller spesialiserende retning i matematikk. Av samme
grunn som for den norske skolen, valgte jeg a fokusere pa spesialiserende retning i
matematikk for den russiske skolen, fordi de elevene som velger denne retningen i
matematikk, er de elevene som velger matematikk bevisst og skal mest sannsynlig bruke

matematikken i senere studier og arbeidsliv.
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Jeg valgte 10. og 11. trinn for spesialiserende retning i matematikk i den russiske skolen
fordi innholdet i den tilsvarende laereplanen er neermest til 1T og R1 i den norske skolen. Og

samtidig ville jeg at det ikke skulle vaere stor aldersforskjell mellom norske og russiske elever.

4.2.2 Undersgkte lzerebgker

De norske leerebgkene som er tatt med i denne rapporten er fra de to starste forlagene i
Norge: serien Sinus fra Cappelen Damm forlag og serien Sigma fra Gyldendal. Og det er de
leerebgkene som blir hyppigst brukt i matematikkundervisningen i den videregaende skolen
(Pedersen, 2012).

Forlagene gjennomgatt i denne rapporten har egne nettsider:

Cappelen Damm: http://sinus.cappelendamm.no/

Gyldendal: http://web2.gyldendal.no/sigma/

Felgende norske leerebgker ble undersgkt:

Cappelen Damms Sinus 1T (Oldervoll, T., Orskaug, O., Vaaje, A., Svorstel, O. & Hals,
S., 2014), heretter omtalt som Sinus 1T

Cappelen Damms Sinus R1 (Oldervoll, T., Orskaug, O., Vaaje, A., Svorstgl, O. & Hals,
S., 2013), heretter omtalt som Sinus R1

Gyldendals Sigma 1T (dgrim, et al., 2013), heretter omtalt som Sigma 1T

Gyldendals Sigma R1 (@grim, et al., 2012), heretter omtalt som Sigma R1

I Russland er det mange leerebgker som brukes i undervisningen. Og hver skole kan velge
de leerebgkene de vil bruke. Da jeg skulle velge russiske leerebgker for analysen min, ville jeg
velge lerebgker som er opptatt av problemlgsning, kreativitet og heuristikk. Jeg valgte
leerebokserien til Muravin & Muravina, fordi forfatterne er opptatt av at elever som tar
spesialiserende retning i matematikk, skal, blant annet, kunne:

e Utvikle matematisk tenkning, bade logisk, algoritmisk og heuristisk

e Lere matematisk sprak og bruke det matematiske spraket for a utforske og beskrive

virkelighetsnere situasjoner

e Bruke matematiske modeller for & utforske og beskrive virkelighetsnare situasjoner

(Muravina, 2013 , s.6-7, 12-13)

Som vi ser over brukte leerebokforfattere ordet «heuristisk» i den anbefalte leereplanen til
leerebokserien sin. | lerebgkene sine sier forfattere i forordet til elever at & kunne matematikk

betyr & kunne lgse problemer (Muravin and Muravina, 2013, Muravin and Muravina, 2014).
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Falgende russiske lerebgker ble undersgkt:
Drofas Matematikk: Algebra og grunnleggende matematisk analyse. For spesialiserende

retning i matematikk for 10.trinn (Muravin and Muravina, 2013): heretter omtalt som
Matematikk: AGMA, 10.trinn.

Drofas Matematikk: Algebra og grunnleggende matematisk analyse. For spesialiserende
retning i matematikk for 11.trinn. (Muravin and Muravina, 2014): heretter omtalt som
Matematikk: AGMA, 11.trinn.

4.2.3 Valgte tema og eksempler

For & begrense analysens omfang ytterligere har jeg valgt a se pa leereplanens
hovedomrader «Tall og algebra» og «Funksjoners i matematikk 1T og «Algebra» og
«Funksjoner» i matematikk R1 i den norske skolen. | falge Grgnmo et al. (2012) er regning

med tall og symboler grunnleggende for matematikken, og algebra kan sammen med
aritmetikk/tall regnes som «motoren i matematikken». A ha grunnleggende ferdigheter og
forstaelse innenfor tall og algebra er viktig for alle som bruker matematikk, noe som gjelder i
en lang rekke yrker og profesjoner (Grgnmo et al., 2012, s. 27).

Jeg valgte temaet «Algebra» fordi det er et viktig tema, og bade norske og russiske elever
sliter med dette temaet. Teknikkene som benyttes i Algebra vil ogsa vaere sentrale i de andre
omradene fra laereplanen, fordi algebra mest sannsynlig er en viktig del i disse omradene.

I den russiske skole har jeg valgt & analysere leereplanens hovedomrader «Tall og
bokstavutrykk», «Funksjoner» og «Likninger og ulikheter» for spesialiserende retning i
matematikk for 10. og 11.klasse. Jeg syns at de temaene bade i den norske skole og i den
russiske skole har mye potensiale angaende problemlgsning. Samtidig bekrefter den nyeste
TIMSS-undersgkelsen at norske elever presterer bekymringsverdig darlig i algebra (Grgnmo

et al., 2012). Hovedomradet «Funksjoner» henger tett sammen med «Algebra» etter min

mening, og derfor ble dette temaet ogsa valgt for analyse. Kompetansemalene i de utvalgte
hovedomradene bade for den norske og for den russiske skolen ble presentert i kapitler 3.2
Problemlgsning i den norske lzereplanen 0g 3.3 Problemligsning i den russiske laereplanen.

Jeg tok utgangspunkt i disse kompetansemalene og har valgt ut hvilke deler av de norske
og russiske bgkene som var aktuelle. Og deretter valgte jeg hvilke eksempler som skulle
analyseres i de utvalgte bgkene. Dette resulterte i totalt 496 norske og russiske eksempler som
er blitt analysert. Og her er det utvalget av alle eksempler i disse kapitlene som ble undersgkt i

min studie:
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Utvalg — norske og russiske leerebgker

Gyldendal — Sigma 1T Delkapittel
Kapittel 1 — Tallregning og algebra 1-9 (hele)
Kapittel 3 — Farstegradsuttrykk 1-8 (hele)
Kapittel 4 — Funksjoner og andregradsuttrykk 3,4,5,6,7,8,9)
Kapittel 5 — Potenser og logaritmer 1-9 (hele)
Kapittel 7 — Funksjoner og modeller 1-6 (hele)
Kapittel 8 — VVekstfart og derivasjon 1,2,4,6,7,8,9

Gyldendal — Sigma 1T Delkapittel
Kapittel 1 — Matematikken rundt oss 1-8,12,13 14
Kapittel 2- Lineare funksjoner 1-8 (hele)
Kapittel 3 — Potenser, logaritmer, eksponentiell vekst 1-10 (hele)
Kapittel 5 — Algebra 1-15(hele)
Kapittel 7 — Grafer og ulikheter 1 -9 (hele)
Kapittel 8 - Derivasjon 1,5,6,7,10

Drofa - Matematikk: AGMA, 10.trinn Delkapittel
Kapittel 1 - Funksjoner og grafer 1-4
Kapittel 2 — Potenser og retter 5-8
Kapittel 3 — Eksponentielle funksjoner og logaritmiske 9-11
funksjoner
Kapittel 4 - Trigonometriske funksjoner og dens egenskaper | 18-20, 26
Kapittel 6 - Repetisjon 29-30

Cappelen Damm - Sinus R1 Delkapittel
Kapittel 1- Algebra 1-9 (hele)
Kapittel 2 - Logaritmer 1-7 (hele)
Kapittel 7 - Funksjonslare 2-8

Gyldendal — Sigma R1 Delkapittel
Kapittel 2- Bevis og bevisfaring 1-6, 8
Kapittel 4 — Algebra 1-13 (hele)
Kapittel 6 — Funksjonsdrgfting 1-10 (hele)

Drofa - Matematikk: AGMA, 11.trinn Delkapittel
Kapittel 1 — Kontinuerlige funksjoner og grenseverdier 1,3
Kapittel 2 — Derivasjon 4,6
Kapittel 3 — Derivasjonsregler 7,8, 10
Kapittel 5 - Likninger, ulikheter og dens systemer 18-20, 26
Kapittel 7 — Komplekse tall 29-30

Tabell 8. Utvalg i de norske og de russiske leerebgkene
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4.3 Validitet og reliabilitet

I samfunnsvitenskapelig forskning handler validitet om hvorvidt metoden eller
instrumentet undersgker det den skal undersgke (Kvale and Brinkmann, 2009, s. 250).1 fglge

Cohen et al. (2011) gar validitet ut pa om forskningen framstar som tillitvekkende (Cohen et

al., 2011). Validiteten er derfor et krav for bade kvantitativ og kvalitativ forskning. | denne

oppgaven har jeg brukt bade kvalitative og kvantitative datainnsamlingsmetoder. I kvalitative
metoder kan validitet fremmes blant annet gjennom erlighet, dybde og riktighet i dataene,

graden av triangulering og objektiviteten til forskeren (Cohen et al., 2011, s.105). 1

kvantitative metoder styrkes validiteten gjennom & gjere ngye utvalg, bruke passende

instrumenter, og egnede statistiske instrumenter for & behandle dataene (Cohen et al., 2011,

5.105). Nar forsker skaper en sammenheng mellom data, leerebgkene, og analyseverktayet

utviklet fra teoribakgrunnen, kan det gke validiteten i oppgaven (Cohen et al., 2011).

Resultatet av forskningen kan veere preget av forskeren sine egne meninger og tolkinger.
Derfor er det viktig a veere sa objektiv som mulig og stette seg til teorien.

Funnene i denne studien begrenses kun til utvalget av undersgkte leerebgker og til de
kapitlene som er undersgkt. Selv om funnene ikke kan generaliseres, impliserer ikke det
ngdvendigvis at det vil veere en trussel for validiteten. Det er ikke krav om at enhver forskning
ngdvendigvis ma veere universell og gyldig for alle mennesker eller alle lerebgker og til
enhver tid (Kvale and Brinkmann, 2009).

Begrepet validitet gar ut pa at man har et gnske om at datamaterialet og maleprosedyrene
skal virke etter hensikten. Validitet er altsa et mal pa hvor godt man maler det man gnsker &

male (Ragin, 1994 referert i Olsen, 2008). Ved innholdsanalyse er spgrsmal om validitet nzrt

knyttet opp mot kategoriene og kodene som benyttes i undersgkelsen. I mitt tilfelle er
kategoriene hentet fra teorien. Den teorien som brukes, er mye brukt innenfor
matematikkdidaktisk forskning. Og det er noe som kan peke pa at kategoriene er valide.
Analyseverktayet jeg brukte ble utviklet med bakgrunn i teorien og tidligere studier.

Som alle forskningsmetoder har innholdsanalyse ogsa noen ulemper. En innholdsanalyse
er avhengig av dokumenter som analyseres. Dette betyr at dokumentene vurderes i forhold til
autentisitet, troverdighet og representativitet. Autentisitet sier noe om laerebgkene er som de
gir seg ut for & veere, og troverdighet ma sjekkes om lerebgkene ikke har blitt forvrengt eller
forfalsket pa noen mate. Problemer som ogsa kan oppsta ved innholdsanalyse er at kvaliteten
til dokumentene er darlig, dokumentene er ufullstendige eller ikke representative. Et
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ufullstendig dokument kan, for eksempel, veere en bok, der ikke alt i teksten er lesbar. Det er
derfor viktig a ta hensyn til hvorvidt dokumentet er fullstendig og representativt.

I denne studien analyseres leereplaner og leerebgker. Siden analysen undersgker de
gjeldende lzereplanene i Norge og i Russland, er utvalget av leereplaner representativt, og
leereplandokumentene er fullstendige. Laerebgkene som analyseres mangler ingen sider eller
deler, og det er de bgkene som elever bruker i skolen, og derfor er leerebgkene ogsa
fullstendige. Alle kompetansemalene i de utvalgte hovedomradene i norske lzereplanene for
1T og R1 er presentert i de norske leerebgkene, og alle kompetansemalene i de utvalgte
hovedomradene i russiske lereplanene for 10. og 11. trinn finnes i de russiske lerebgkene.
Men samtidig kan jeg ikke pasta at de undersgkte leerebgkene er mestselgende og
representative. Derfor gjelder resultatene fra denne undersgkelsen fgrst og fremst bare de
undersgkte leetebgkene, og de kapitlene som ble undersgkt. Selv om funnene fra denne
undersgkelsen ikke kan generaliseres, betyr ikke det ngdvendigvis at det kan pavirke
validiteten. Det er ikke krav om at enhver forskning ngdvendigvis ma vare universell og

gyldig for alle mennesker eller alle lzerebgker og til enhver tid (Kvale and Brinkmann, 2009).

Goldin (2000) referert i Karimzadeh (2014) mener at mangel pa representativitet ikke alltid

er en svakhet fordi generalisering ngdvendigvis ikke er et mal man ma sgke mot.

Reliabilitet er et mal pa hvor palitelig datamaterialet er, i forhold til hvordan
undersgkelsen ble utformet og hvordan data ble innsamlet. Reliabilitet handler om hvor
palitelige de resultatene forsker har funnet er. Reliabilitet, eller palitelighet, handler om det er
mulig for en annen forsker & gjennomfare ngyaktig den samme studien, ut i fra de samme

forutsetningene, og fa de samme resultatene og konklusjonene (Yin, 2003 referert i Resvoll,

2014). Jeg forsgkte & dokumentere alle prosesser i min forskningsprosess, slik at
analyseverktayet jeg brukte, ogsa kunne brukes for 8 sammenligne andre lerebgker, for
eksempel, norske leerebgker og ukrainske laerebgker.

Den starste trusselen mot palitelige resultater er store og/eller systematiske tilfeldigheter i
malingene. Har vi for mye av dette, vil konklusjonene vi trekker vaere feilaktige, evt. ugyldige

(Ragin, 1994 referert i Olsen, 2008). Det er viktig a vite at vi far omtrent samme resultater

selv om undersgkelsen skulle blitt gjennomfgrt mange ganger (Ragin, 1994 referert i Olsen,
2008).
Nar det gjelder reliabiliteten til analysen av leerebgkene, har jeg forsgkt & legge min egen

mening om laerebgkene til side, slik at det ikke skulle pavirke mine funn. Jeg har fokusert pa a

analysere leerebgkene ut fra den teoribakgrunnen som jeg har presentert ovenfor.
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| mitt arbeid med innholdsanalyse har jeg lagt vekt pa a redegjare de ulike stegene i mitt
arbeid. Generelt har leerebokstudier gjerne hay reliabilitet, fordi datamaterialet kan
undersgkes flere ganger og datamaterialet ikke forandrer seg over tid. Ved innholdsanalyse
avhenger reliabilitet av hvor klart kategoriene blir presentert, og om ulike personer tolker de
samme kategoriene pa samme mate. Reliabiliteten i min studie styrkes ogsa av det faktum at
resultatene fra min analyse samsvarer veldig godt med resultatene fra Harder sin studie, nar
det gjelder omradet Algebra i de norske leerebgkene. Eksempelvis kan man se resultatene for
leereboken Sigma 1T fra min analyse i Vedlegg 13. Analyseskjemaet —Sigma 1T, 0g Harder sin

analyse for leereboken Sigma 1T (se Harder, 2013, s. 77).
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5 Analyse

| dette kapittelet skal jeg gjare rede for hvordan jeg gikk frem i undersgkelsen min, der
jeg sa etter forekomsten av bade generelle problemlgsningsstrategier og spesifikke heuristiske
metoder i de norske og de russiske leerebgkene. Det virket for meg mer logisk a starte med
hjelpeundersgkelsen, for & farst kunne finne svar pa hvor sammenlignbare de lerebgkene jeg
undersgkte var. For & kunne sammenligne lereverkene fra to forskjellige land, brukte jeg
analyseverktgyet utviklet av Hong og Choi som jeg tilpasset til min oppgave. Ved hjelp av
dette verktgyet har jeg sammenlignet de norske og de russiske bgkene i forhold til, blant
annet, hvordan de behandler det faglige stoffet, hvor mye plass bruker de til forskjellige ting,
hvordan de forskjellige temaene ble organisert. Videre presenteres det hvordan jeg
kategoriserte eksemplene ved hjelp av kodingsinnholdslisten og kodingsmanualen utviklet av
Kongelf (Kongelf, 2011). Dette analyseverktayet brukte jeg for & analysere bruken av elleve

heuristiske metoder i norske leerebgker for matematikk 1T og R1, og i russiske leerebgker for
10. og 11. trinn. | tillegg kommer noen konkrete eksempler pa bruken av generelle
problemlgsningsstrategier pa bakgrunn av Polya sin modell. Eksempler med spesifikke
heuristiske metoder i de norske og de russiske leerebgkene blir ogsa presentert. Til slutt vises

to eksempler pa hvordan det kunne veaere mulig a bruke det alternative rammeverket.

5.1 Analysegjennomfgring

5.1.1 Hjelpeundersgkelsen (den horisontale analysen)
For a sammenligne lerebgkene fra Norge og Russland, brukte jeg den farste delen (den

horisontale analysen) av det to-delte analyseverktayet til Hong og Choi (Hong and Choi,

2014). Til den horisontale analysen laget jeg en tabell. | denne tabellen presenterte jeg
informasjon om antall sider, antall kapitler i de aktuelle leerebgkene, antall sider i prosent og
antall oppgaver som dreier seg om «Likninger, ulikheter og dens systemer». Jeg har ogsa
utarbeidet en liste over de aktuelle kapitlene om «Likninger, ulikheter og dens systemer» i de
undersgkte leerebgkene. Samtidig sammenlignet jeg leereverkene i forhold til falgende punkt:

e Hvordan organiseres kapitlene i lerebgkene

e Hvor og hvordan i bgkene presenteres temaet «Likninger, ulikheter og dens systemer»

e Har temaet kontekst fra hverdagen eller bare ren matematisk kontekst

e Star det like mye informasjon per side i lerebgkene fra de to landene

e Brukes det ikke-informative bilder i leerebgkene

e Star oppgavene i selve lerebgkene eller brukes det en egen bok for oppgaver
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e Kommer oppgaver etter hvert tema eller bare pa slutten av kapitlet

5.1.2 Analytisk rammeverk i hovedundersgkelsen

I hovedundersgkelsen min brukte jeg analyseverktayet utviklet av Kongelf (2011).

Kongelf analyserte eksempler i matematikkleerebgker for grunnskolen. Han ville finne ut
hvilke av de ni heuristiske metodene som ble benyttet, og hvor ofte. Analyseverktayet til
Kongelf brukte ogsa Harder i sin undersgkelse av eksempler i matematikklzrebgker for
videregaende skolen. Harder oppdaget at i undersgkelsen til Kongelf kom en tiende metode til
syne, nemlig «bruk digitale hjelpemidler» (Harder, 2013). Harder mener at dette er en metode

som vil kunne bli mer og mer sentral ettersom teknologien utvikler seg, og derfor har Harder
valgt & inkludere denne metoden. Mens jeg analyserte russiske matematikklarebgker,
oppdaget jeg en metode som ble brukt i de russiske lerebgkene. Det er en metode som jeg
kalte «Introduser hjelpeelementer».

Jeg sa derfor etter bruken av de falgende elleve heuristiske metodene i norske og russiske
leerebgkene i analysen min:
Se etter et manster
Lag en systematisk tabell
Lag en illustrasjon
Prav og feil
Las deler av problemet
Jobb baklengs
Tenk pa et liknende problem

Gjer problemet enklere

© o N o a bk~ w0 b PE

Se problemet fra en annen side

10. Bruk digitale hjelpemidler

11. Bruk hjelpeelementer

Jeg oppdaget at i noen av leerebgkene presenteres stoff i den lgpende teksten som jeg
mener med fordel kunne veert skilt ut og merket som eksempel. Jeg bestemte meg for ogsa a

definere de som eksempler pa lik linje med de eksemplene som er skilt ut og merket.

5.1.3 Underkategorier
Kongelf (2011) observerte i undersgkelsen sin at det dannet seg underkategorier for noen

av metodene. Harder (2013) har valgt & benytte seg av noen av disse underkategoriene, og se
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bort fra andre. Grunnen til dette var at Kongelfs undersgkelse var beregnet pa leerebgker og
pensum fra grunnskolen, og at Harder analyserte leerebgker for videregaende skole (Harder
2013).

For eksempel, har Harder valgt & dele metoden «Lag en systematisk tabell» og metoden

«Lag en illustrasjonx» opp i flere underkategorier: «Del av problemtekst, informativ», «Del av
problemtekst, dekorativ», «Direkte etterspurt» og «Del av lgsningsprosessen». Jeg syns ogsa
at det er nyttig i et problemlgsningsperspektiv a skille mellom ulike underkategoriene. Jeg vil
bruke underkategoriene: «Del av problemtekst, informativ», «Del av problemtekst, dekorativ»
og «Del av lgsningsprosessen» pa samme mate som Harder (2013) gjgr. Men jeg unnlot &
bruke underkategorien «Direkte etterspurt», for det var irrelevant for min undersgkelse. Av de
to kategoriene, «Del av problemtekst» og «Del av Igsningsprosessen» var det s&rlig
interessant for meg underkategorien «Del av lgsningsprosessen», fordi denne underkategorien
viser hvilke metoder som brukes under selve problemlgsning, og hvordan ulike metoder kan
bidra til & komme frem til en lgsning pa et problem. Jeg bestemte meg ogsa for a dele
kategorien «Del av problemtekst» i to deler: informativ og dekorativ. Det er fordi jeg
oppdaget under analysen av de norske leerebgkene, at mange av illustrasjonene som tilhgrte
problemteksten, var «meningslgse» og ikke bidro til forstaelsen av teksten pa problemet.
Eksemplene som faller i underkategorien «Del av problemtekst, dekorativ» har lite
informasjon og er irrelevant til problemlgsning. Men samtidig kan de eksemplene bidra til at
metoden «Del av problemtekst» far et hayt representasjonstall i undersgkelsen. Jeg vil dele

metode 2 «Lag en systematisk tabell» og metode 3 «Lag en illustrasjon» i fglgende

underkategorier:

Al: Defav Al: Def av
problemtekst problemtekst
, informativ , informativ

Metode 2 AZ: Del av Metode 3 AZ: Del av
«lagen problemrekst «lag en problemrekst
systematisk , dekorativ ilustrasjon» , dekorativ
tabell»

B: Def av B: Def av
l@sningspros l@sningspros
essen essen

Figur 8. Underkategorier av metode 2 og 3

75



Kongelf (2011) papekte at metode 5 «Lgs deler av problemet» kan virke overrepresentert,
fordi hver trinnvis utfgrelse av en matematikkoppgave vil falle i denne kategorien. Han skiller
derfor ut «Trinnvis utfgrelse» som en underkategori av metoden «Lgs deler av problemet».

Harder (2013) har valgt ikke a inkludere denne fin-inndelingen. Grunnen til det var at
matematikken pa videregdende niva er sapass avansert, og veldig mange av

matematikkoppgavene pa videregaende niva antyder trinnvis utfarelse (Harder, 2013). Pa

samme mate som Harder tok jeg bort «trinnvis utfarelse» fra metode 5 «Lgs deler av

problemet».

5.1.4 Analyseskjema

Jeg analyserte heuristiske metoder og laget analyseskjemaer, til sammen seks
analyseskjemaer. Et analyseskjema representerer en laerebok. Tabell 9 viser hvordan et slikt
skjema ser ut. Tabell 9 viser et utsnitt av analyseskjemaet til Sinus 1T (fer utfylling). Jeg
utfarte selve analysen slik: da jeg oppdaget et eksempel inneholdt en metode, fylte jeg inn et
ett-tall i den kolonnen som tilsvarer denne metoden. Etterpa telte jeg antall ett-tall i hver
kolonne. Jeg gjentok denne fremgangsmaten for alle undersgkte leerebgkene. Og det gav meg
svar pa hvor mange ganger denne konkrete metoden ble brukt i denne konkrete lzereboken.

HEURISTISKE METODER

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Kap|Del Tema Eks. [Side| Se Lagen Lagen Prgv og |Lgs delerav| Jobb [Tenkpdet| Gjor Se Bruk Introduser
ka etter [ systematisk illustrasjon feil problemet |baklengs | liknende [problem [ problem| digitale |hjelpeelem
p. et tabell problem et et fra en | hjelpemidl enter
mgnst enklere anne er
er al | a2 | b al [a2 | ¢ side

1.1|Regnerekke | Eks 1 | 10

Eks 2 | 12

1.2|Brgkregning| Eks 3 | 13

Eks 4 | 15

Bokstavreg

Eks 5 | 16

1.3| ningog

narantecer

Eks 6 | 17

eiqgasie 8o Suiusaujel ‘T

Eks 7 | 19

Rasjonale

1
uttrykk

i

Eks 8 | 20

Eks 9 | 21

Tabell 9. Utsnitt av analyseskjema (Sinus 1T)

Alle analyseskjemaene falger vedlagt, ferdig utfylt (se vedlegg 11-16).

5.1.5 Klassifisering
| dette delkapitlet ville jeg vise hvordan jeg har foretatt analysen, og hvordan jeg kodet
eksemplene. Jeg ville presentere metode 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9 og 11. | presentasjonen av noen

metoder faglger det konkrete eksempler pa hvordan jeg kodet eksemplene i analysen.
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Metode 1 «Se etter et mgnster»

Under denne kategorien faller oppgavene der det kreves a observere felles kjennetegn,
variasjoner, forskjeller angaende tall, former osv. for a finne lgsningen.

For eksempel, oppgavene der elever kan finne mgnster og sammenhenger nar de
multipliserer algebraiske uttrykk av typen (a+b) (a+b), (a-b) (a-b) og (a+b) (a-b), eller
oppgavene der elever bruker kvadratsetningene til 4 faktorisere algebraiske uttrykk. Jeg kan
0gsa nevne oppgaver som «Faktorisering av flerleddet utrykk» som krever gjenkjennelse av
fellesfaktorer, oppgaver «Hvilke figur som kommer etter? Lag et algebraisk uttrykk ...» (se
eksempel under), «Fortsett tallrekken ...» ogsa lignende.

Eksempel: Se etter mgnster og lag et algebraisk uttrykk:

Figur 9. Eksempel pd metode «Se etter mgnster»

Her kan en av lgsningene veere fglgende lgsning:

‘ n—1
TEEn
BH

1,7,19, ... 3n(n—1)+1

Figur 10. Lgsning av Eksempel pd metode «Se etter mgnster»

Det finnes ogsa flere mater a lgse denne oppgaven pa, for eksempel, se mgnsteret som
differansen mellom to kubikktall: n® - (n -1)3.

Metode 3 «Lag en illustrasjon»

Noen ganger kan det veere lettere & se hva oppgaven handler om og se hva mansteret eller
sammenhengen i oppgaven kan veere ved a tegne opp en figur eller en illustrasjon. Jeg ville
dele illustrasjonene som brukes til eksemplene i to kategorier: «Del av problemtekst» og «Del
av lgsningsprosessens.

Noen eksempler hadde ingen markering for hva som var problemtekst og hva som var
lgsning. Dette farte til at illustrasjoner kunne oppfattes bade som del av problemteksten og
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som del av lgsningen. Jeg valgte i alle tvilstilfeller & veere konsekvent og kodet disse som 3¢
«Del av lgsningsprosessen» fremfor 3al «Del av problemtekst, informativ».

Metode 4 «Prgv og feil»

Denne metoden gar ut pa at eleven farst gjetter pa en lgsning, sa sjekker den og til slutt
generaliserer den. Et eksempel pa det kan veare oppgaven om & faktorisere utrykket x? + 5x +6
i hodet (eks 14, s. 148 i Sinus 1T). Her ma eleven finne to tall som er slik at produktet blir 6
og summen blir 5. Eleven pragver og feiler, og til slutt finner tallene: 2 og 3. Dermed blir
lgsningen: (x+2) (x+3).

Metode 5 «Lgs deler av problemet»

Eleven deler et problem i flere delproblemer og konsentrerer seg om ulike deler i
oppgaven etter hverandre (Polya, 2009). De delproblemene i utregningen er delene som
eleven klarer a lgse. Etter at alle delene av problemet er forstatt eller lgst, setter eleven de
sammen igjen til en helhet, og da er det lettere a forsta hva oppgaven egentlig sier og a lgse

den (Pdlya, 2009).
Her vil jeg presentere faglgende oppgave:

Ved hvilken verdi av y er summen av brgkene % 09 % lik produktet av brgkene?

Lasning:
For 4 lgse det problemet deler vi problemet i flere deler og lgser deler av problemet:

1. Finner summen av de brgkene:

2
-1
2 4 -y +9-18
y-3 y2-9

_ _6y

5
y+3
2. Finner produktet av de brgkene:
% X % y%-9

3. Laser likningen:
Likningen y? + 9y — 18 = 6y har to rgtter y =3 og y = -6.

4. Sjekke at rattene oppfyller betingelsen:
y2—940
Etter at vi har lgst de fire delproblemene, lgste vi det opprinnelige problemet (Eridman and
Tureckij, 1989, s. 49).

Metode 6 «Jobb baklengs»

Her kan det presenteres fglgende oppgave «Halvparten av elevene som spiste lunsj i

kantina hadde med niste og kjgpte ingenting. 3/4 av den andre halvparten av elevene kjapte

frukt. Halvparten av elevene som kjagpte frukt, kjgpte epler og fjerdeparten kjapte peerer. De
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siste 15 elevene kjgpte bananer. Hvor mange elever spiste lunsj i kantina?». Man ma begynne
med 4 se at de som kjgpte bananer ma ogsa veere en fjerdedel, og ga trinnvis til begynnelsen
av oppgaven.

Metode 7 «Tenk pa et liknende problem»

Ved a bruke denne metoden «kopierer» eleven lgsningen fra et problem som ligner
problemet han star overfor, eller benytter et lignende problem som en hjelp og pekepinnen for
hvordan oppgaven kan lgses. Nar eleven har benyttet lgsningen pa et slikt lignende problem
for & lgse sitt problem, er det viktig at han praver a forsta hvorfor det var nyttig a bruke denne
metoden til & lgse problemet.

Metode 9 «Se problemet fra en annen side»

Hvis ulike regler, ssmmenhenger eller mater a lgse problemet pa ble papekt i eksempler,
ble dette kodet som metode 9 «Se problemet fra en annen side». Ved & bruke metode 9
naermer vi oss problemet fra en annen vinkel nar forrige metoden, ofte en vanlig metode, ikke
er effektiv. Vi kan ogsa bruke en annen enklere mate a lgse problemet pa. Det kan for
eksempel veere at eleven skal finne lgsninger til likningen x? + 2x + 1 = 0. Da kan han bruke
kvadratsetningen for & omforme slik at han i stedet kan lgse (x + 1) = 0. Noen andre
eksempler er & Igse likningen 5x° - 8x? - 19x -6 = 0 ved hjelp av Horners metode nar
kalkulatoren ikke er tilgjengelig (eks 3, s. 135 i Matematikk: AGMA, 11.trinn), eller
fremstille et desimaltall som en brgk.

Metode 11 «Introduser hjelpeelementer»

A introdusere et hjelpeelement vil det si at eleven innfarer et element som opprinnelig
ikke var i oppgaven og benytter det elementet som en hjelp for & lgse oppgaven.

VE—3x - 1= 5y —3x
\/1—5y + \/Sy—3x =5
kan man introdusere hjelpeelementer v4 —3x =u, /Sy — 3x =vog./1—5y =z
(eks 7, s. 154 i Matematikk: AGMA, 11.trinn).
Ofte brukes det ogsa hjelpeparameter eller hjelpefigurer som introduseres for a lgse

For eksempel, for & lgse ligningssystemet {

problemet. Hjelpefigurer er det fornuftig & bruke for a lgse geometriske oppgaver (Fridman
and Tureckij, 1989, s. 78).

5.2 Noen interessante eksempler med bruk av Polyas firetrinns modell

Under undersgkelsen min har jeg oppdaget at generelle strategier for problemlgsning
(Polyas firetrinnsmodell) ikke presenteres eksplisitt i de undersgkte leerebgkene. | bade de

norske og de russiske laerebgkene fant jeg oftest det som Polya omtaler som
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problemlgsningens tredje trinn «Gjennomfar planen». Det virket ikke overaskende. Fordi det

funnet samsvarer med funnet til Fan and Zhu (2007) som fant ut fglgende fordeling pa bruk

av problemlgsningens tredje trinn «Gjennomfar planen»: China: 56.4%, Singapore: 64.3%,
USA: 67.0%. | noen av eksemplene fant jeg ogsa det farste trinnet i Polyas firetrinnsmodell.
Polyas fjerde trinn «Se tilbake» omtales direkte i en del eksempler. | disse eksemplene
oppfordres elevene «a sette svarene pa preve». Jeg vil presentere flere eksempler, der det
brukes trinn 4 «Se tilbake». Et av eksemplene presenteres her (eksempel 2), og de andre
eksemplene presenteres i delkapitlet 5.3 Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker
(eksempel g og eksempel d).

| delkapitlet 5.3 Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker finnes det ogsa
eksempel ¢ som ogsa bruker to av trinnene i Polyas modell i lgsningen av problemet, bade
trinn 1 «Forsta problemet» og trinn 4 «Se tilbake». Jeg vil ogsa presentere i delkapitlet 5.3
Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker eksempel g som har antydning til Polyas
andre trinn.

| eksempel 1 i dette delkapitlet mener jeg alle fire trinnene i Polyas modell brukes.

Eksempel 1

Los likning:
xX—2
x+2

Logs— +logs(x*- 4) = 4

(Eksempel 2 i Matematikk: AGMA, 10.trinn, 2013, s. 97)

Lasningen:

Far vi begynner & lgse likningen, ma vi huske at Ioggg er bare definert nar ’;—;2 >0o0g9
ndr x2 — 4 > 0. Da kan x i denne likningen sta for x < - 2 og x > 2. Etter at vi hadde lgst

likningen, ma vi sette svarene pa prave.

For venstre delen av likningen benytter vi den farste logaritmesetningen «baklengs»:

logs = . logs(x*- 4) = logs(*— (x- 4)) = logs “2 22 = Jogg (x - 2)2
Sa far vi:

logs (X — 2)? = 4,

(x—2)2 =34

x—2=-9ellerx-2=9

Xi=11ellerx =-7.

Vi setter svarene pa preve og ser at de begge svarene er riktigere.
Bemerkningen 1:

Her kunne vi ogsé bruke den tredje logaritmesetningen «baklengs» til logs (x — 2)2 = 4:
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logs (X — 2)2 = 2 logs (X — 2)

Men her ma vi bruke modulen for ikke & miste lgsningene:
logs (X — 2)2 = 2 logs |x — 2|.

Her kan vi generalisere:

Loga b?" =2n loga |b|, hvor n er en heltall.

Bemerkningen 2:

Nar vi bruker logaritmesetningene til & lgse logaritmelikninger, ma vi vere klar over at vi
kan miste lgsningene. For eksempel, hvis vi bruker den farste logaritmesetningen og den
andre logaritmesetningen «baklengs»:
logz(x—2) - logs (X + 2) + logz (x — 2) + logs (x + 2) = 4
2 logs (x —2) = 4.

Det ma presiseres at logs (x — 2) er bare definert nar x > 2.
Lasningen blir:

loga(x—2) =2

X-2=9

x=11

Her mistet vi en lgsning x = -7.

| dette eksemplet presenteres bade Polyas farste trinn og Polyas fjerde trinn. Fgr man
begynner a lgse problemet, praver man a forsta oppgaven. Og det er farste trinn i Polyas
modell. Til slutt kontrollerer man svarene (fjerde trinn i Polyas modell).

Bemerkningen 1 kan ogsa betraktes som Polyas fgrste trinn der man forstar problemet. Sa
kommer en generalisering som kan brukes i lignende oppgaver. Bemerkningen 2 viser
lgsningen der man lgser problemet med en gang uten a forsta problemet og lage en plan. Og
da mister man en lgsning, og oppgaven blir ikke lgst riktig.

Eksempelet ble kodet som metode 9 «Se problemet fra en annen side» fordi her
presenteres det flere mater a lgse problemet pa. Jeg syns at eksempelet gjerne kunne
kontrollere svarene grafisk, for eksempel ved hjelp av kalkulator eller PC. Og da kunne
eksempelet bli kodet som metode 3b «Lag en illustrasjon, del av lgsningsprosessen» og
metode 10 «Bruk digitale hjelpemidlers.

Eksempel 2

Figur 11 viser et eksempel som bruker Polyas fjerde trinn i lgsningen. Forfatterne bruker
fjerde trinn «ser tilbake» for a vurdere hvilke svar som er gyldige. | tillegg markeres det en
notis pa hvordan man lgser irrasjonale likninger. Det siste punktet i den generelle algoritmen

er «Sett prgve pa svarene.
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Los likningen v4x + 5 2 X

Losning:

vax

S
v
-

U Viisolerer rottegnet pa venstre side
Vadx +5=x+42

Vi kvadrerer hver side

4x + 5 = (x + 2)
T:[ Vi regner ut
4x +S5S=x" +4x+ 4
ﬁ <=« Vi ordner likningen
=
==
,[I - Vi leser som en kvadratisk likning
x ==l

Til slutt setter vi prove for & undersoke hvilken av de to mulige
losningene som passer inn i den opprinnelige likningen:

=3 [ i V- 1+5-2=1
HS: l

x=—1: VS: 4 (-1)+5-2=-1
HS: =

Losningen til likningen er altsa x — £1.

Figur 11. Eksempel 5 (Sigma R1, 2013, s.55)

5.3 Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker
Her presenteres en del konkrete eksempler pa noen av metodene pa hvordan jeg kodet
eksemplene med heuristikker i analysen.

Eksempel a — et eksempel pa bruk av Polyas fjerde trinn

Figur 12 viser et eksempel, der oppgaven er a lgse en ulikhet. Eksempelet kodet som
metode 3b «Lag en illustrasjon, del av lgsningsprosessen», metode 5 «Lgs deler av
problemet» og metode 9 «Se problemet fra en annen side». Det forklares ngye hvorfor vi ikke

har noen nullpunkter og hva det betyr for uttrykket. Mot slutten kontrolleres Igsningen grafisk
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og eksempelet viser tegning som et godt supplement til forklaringen. Her er det igjen det vi
kaller Polyas fjerde trinn. I tillegg papeker eksemplet at det er mulig a lgse problemet digitalt.
EKSEMPEL

Los ulikheten

v —4x+6=>0

Kontroller losningen grafisk.,

Losning: ‘
Vi bruker andregradsformelen og finner nullpunktene.
v -dx+6=0
4+416-24
J 2
4+-8
\.
=

Kvadratrota av -8 fins ikke. Dermed har ikke v° — 4x + 6 noen null-
punkter, og uttrvkket kan da heller ikke skifte fortegn, Uttrykket er
dermed enten positivt for alle verdier av x, eller sa er uttrykket nega-
tivt for alle verdier av x, Det finner vi ut ved a sette inn én verdi av x.
Vi velger v = 0. Det gir

XA+ 6=0"-4.0+6=6

Ettersom uttrykket er positivt for x = 6, ma uttrykket vaere positivt for
alle verdier av x.

v —4x+6 >0 for alle x

Dette kan vi ogsit kontrollere ved 4 tegne grafen til funksjonen
f(X)=x" —dx+6

Den ser shik ut:

\

TS

e
~

\

\

.

- N WD n o

malen ligger over x-aksen for alle x. Dermed er x* —4x + 6 > 0 for alle x,

Figur 12. Eksempel 18 (Sinus 1T, 2014, s.154)

Eksempel b — mange metoder

Jeg mener dette er et godt presentert eksempel som ble kodet med flere metoder.
Metodene som brukes i eksemplet er 3a2 «Lag en illustrasjon, del av problemtekst,
dekorativ», 3b «Lag en illustrasjon, del av lgsningsprosessen», 9 «Se problemet fra en annen

side» 0g 10 «Bruk digitale hjelpemidler».
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EKSEMPEL

Folketallct i en by har okt eksponentielt med 3 % per 4r i perioden

clter 2000. Folketallet passerte 2 millioner 1. januar 2010.

a) Finn folketallet 1. januar 2014 og
1. januar 2000.

b) Finn funksjonsuttrykket 7(x) som
gir folketallet i millioner x ar etter
1. januar 2010, og tegn digitalt en
graf som viser folketallet fra 2000
til 2020.

¢) Finn nar folketallet passerer
2,5 millioner grafisk, ved hjelp av
CAS og ved hjelp av logaritmer.

Lesning:
a) Vekstfaktoren til 3 % ekning er 1,03. Folketallet i millioner etter
4 arer
2:1,03%=2.25

Folketallet for 10 ar siden var
2-1,037° =1,49
Folketallet var 2,25 millioner i 2014 og 1,49 millioner i 2000.

b) Folketallet x &r etter 1. januar 2010 cr gitt ved
F(x)=2-1,03"

I GeoGebra skriver vi inn funksjonsuttrykket slik:

Skriv inn: F=Funksjon[2*1.034x,-10,10]

Det gir denne grafen:

Y

3
_al—55,25)

15

4

05
%X
108 6 -4-20 2 4 6 8 10

¢) Grafisk:
I GeoGebra skriver vi y = 2,5, bruker Skjeering mellom to objekt
og far programmet til & vise verdi for skjeringspunktet i stedet for
navnet. Av figuren i oppgave b leser vi at folketallet passerer 2,5
millioner etter 7,55 &r.

CAS:
I GeoGebra CAS skriver vi inn likningen og trykker pd *=. Det gir
dette resultatet:

4 | 210825
| Nios {x=17.55}

Logaritmer:
231,03%=2.5
1,03 =1,25
Ig1.03" =1g 1,25
x-1g1,03=1g1,25

1108
" 1g1,03
x~7,55

Alle tre metodene viser:

Folketallet passerer 2.5 millioner i juli 2017.

Figur 13. Eksempel 6 (Sinus 1T, 2014, s. 242 - 243)
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Eksempelet presenterer godt metode 9 «Se problemet fra en annen side» ved a vise tre
ulike metoder for & lgse problemet, og ved a poengtere sammenhengen mellom

funksjonsverdiene og grafen.

Eksempel ¢ - bruk av Polyas farste og fjerde trinn, «Prgv og feil» - metoden

Lgs likningen:

V2x+3+vVx—2 =4

(Eksempel 2 i Matematikk: AGMA, 10.trinn, 2013, s. 56)
Analyse:

En likning der den ukjente star under et rottegn, kaller vi en irrasjonal likning. Nar vi
lgser slike likninger, ma vi som oftest kvadrere begge sidene av likhetstegnet. Hvis vi
kvadrerer en likning, far vi vanligvis ikke noen ekvivalent likning. Vi ma huske at nar vi
kvadrerer begge sidene av en likning, kan vi fa falske lgsninger.

For eksempel, vi har en likning vVx = —1 som ikke har lgsninger. Nar vi kvadrerer
begge sidene av denne likningen, far vi en ny likning x = 1 som har en lgsning x = 1 som ikke
er lgsningen til den opprinnelige likningen. Lasningen x = 1 er feil og passer ikke i den

likningen vi begynte med.

Lasning 1:
Far vi kvadrerer begge sidene av likningen, flytter vi rot- utrykkene pa forskjellige sidene av
likhetstegnet:
V2x+3+Vx—2 =4
V2x+3 =4-Vx—-2
2x+3=16+x-2-8Vx—2
8vVx—2=11-x

Kvadrerer begge sidene av likningen en gang til:
64 (x -2) =121 + x2 - 22x
x%-86x +249=0

Lgsningene er:

X1=3 09 X2 =83
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Prgve pa svarene:

Nar vi kvadrerer begge sidene av en likning, kan vi fa falske lgsninger. Vi ma derfor sette
prgve pa de svarene vi far:

1) Hvis x =3

V2¥3+3+3-2=4

X = 3 passer i likningen

2) Hvis x = 83

V2%83+3++/83 -2 =4

X = 83 passer ikke i likningen.

Lasning 2:

Vi kan ved hjelp av «Prgv og feil» metoden finne en Igsning x = 3.Pa grunn av at den
venstre siden av likningen er en voksende funksjon, har likningen bare en lgsning.

Eksemplet begynner med analyse, og her ser vi referansen til det Polya omtaler som
problemlgsnings farste trinn «Forsta problemet». Videre presenteres to mater a lgse problemet
pa, og de ble kodet som 9 «Se problemet fra en annen side». Den andre maten a lgse
oppgaven pa inneholder metode 4 «Prgv og feil». Til slutt settes lgsningen pa prave ifglge
fjerde trinn i Polyas modell.

Eksempel d - et praktisk problem, bruk av Polyas fjerde trinn

Figur 14 presenterer et godt eksempel pa hvordan man kan bruke en andregradslikning til &
Igse et praktisk problem. | oppgaven ma man finne sidene i et rektangel gitt at du vet at arealet
er 108 cm2 og at langsiden er 3 cm lengre enn kortsiden. Eksempelet ble kodet som metode 5
«Lgs deler av problemet» og 3b «Lag en illustrasjon, del av lgsningsprosessen». Her var det
litt uklart om at illustrasjonen var en del av problemtekst eller illustrasjonen var en del av
Igsningsprosessen. Det kunne veert nyttig & ha en bildetekst som sa, for eksempel, «det er ofte
lurt & lage illustrasjonen for & lgse oppgaven». Da ville det vart lettere & avgjgre om at

illustrasjonen var en del av lgsningsprosessen.
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| et rektangel er den korteste siden 3 cm kortere enn den lengste
\realet av rektangelet er 108 cm

Hvor lange er sidene?

Lesning:
Vi setter lengden av den

] 108 cm? (x=3)em
lengste siden lik x em.
Lengden av den korteste siden
blir (x — 3) cm. w
Arecalet 1 kvadratcentimeter blir 2cm

Ettersom arealet er 108 cm, far vi likningen
v’ —3x=108

" —3x—108=0

(=3)£(=3)"—4-1-(-108)

24 ~18
x=— eller x=
)

x=12 eller x=-9

En side i et rektangel kan ikke ha negativ lengde. Oppgaven har bare
losningen v = 12.

» » e aide ar 12 o~ ;
[3;1] lengste siden er 12 em, og den korteste er 12 ¢em — 3 ¢m = 9 em.

Figur 14. Eksempel 9 (Sinus 1T, 2014, s.138)

Pa slutten vurderes det i eksemplet om de to lgsningene av andregradslikningen er gyldige
og forklares pa en god mate hvorfor en lgsning forkastes. Det er i trad med fjerde trinn i
Polyas modell. Det kunne ogsa vert fornuftig a kontrollere i tillegg svaret ved a regne ut
arealet og se at det er riktig, og presisere og generalisere dette ytterligere som for eksempel
«Nar vi bruker en likning til 4 lgse et praktisk problem, ma vi alltid undersgke om lgsningene
gir mening, altsd om de er svar pa det praktiske problemet». P4 denne maten viser forfatter
tilbake til oppgavens premisser i trad med Polyas fjerde trinn. Samtidig har dette eksemplet

kontekst fra hverdagen. Alt i alt presenterer eksempelet mye god metodebruk.
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Eksempel e — mange gode metoder
Lgs likning:
(x -1)(x-2)(x-3)(x-4)=15.
(Eksempel 2 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 143)

Lasning 1:

Hvis vi multipliserer parenteser, far vi en firegradslikning som er vanskelig a lgse. Vi kan
prave og feile, og til slutt finner vi kanskje noen heltallige lgsninger. Men hvis vi praver a
multiplisere parentesene parvis, finner vi til slutt at det kan vare nyttig a multiplisere (x-2) (x-
3) og (x-1) (x-4). Da far vi (x>-5x+4) (x?>-5x+6) =15.

Vi introduserer hjelpeelement x?-5x+4 =y og far en ny andregradslikning y(y+2) =15. Vi
lgser denne likningen og far to lgsninger y1=-5 og y»= 3.

Da er x2-5x+4=-5 og x*-5x+4 = 3.
Vi lgser disse likningene og far svar xi= (5-v21) /2 og X2 = (5+v21) /2

Lasning 2:

Det var ogsa mulig & merke at lgsningene til likning (x -1) (x-2) (x-3) (x-4) =0 somer 1,
2, 309 4 og er symmetriske om 2,5.

Da kan vi introduserer hjelpeelement x - 2,5 = z og far en ny likning
(z +1,5)(z+0,5)(z-0,5)(z-1,5)= 15
(z2-2,25) (z2-0,25)=15

Vi introduserer hjelpeelement en gang til z2- 2,25 =y og fér likning y(y+2) =15 som er
lett & lgse.

Det er et eksempel med flere metoder. | begynnelsen presiseres det at den Igsningen som
oftest brukes (& multiplisere parenteser) farer til en firegradslikning som er vanskelig a lgse. |
stedet anbefales det & oppdage en interessant egenskap denne likningen har. Det er &
multiplisere parentesene parvis, (X-2) (x-3) og (x-1) (x-4). Det kodet jeg som metode 1 «Se
etter et mgnster». Eksempelet presenterer flere lgsninger av problemet, og er derfor kodet som
metode 9 «Se problemet fra en annen side». | den farste lgsningen introduseres et
hjelpeelement x2-5x+4 =y. | den andre lgsningen introduseres hjelpeelementer to ganger.
Farst er det x - 2,5 = z, s& kommer det et hjelpeelement til z2- 2,25 = y. Eksemplet ble kodet
som metode 11 «Introduser hjelpeelementer». 1 tillegg valgte jeg a kode det eksempelet som

metode 4 «Prgv og feil» selv om selve metoden ikke presenteres, men bare nevnes.
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Eksempel f
Det er ogsa et godt eksempel som presenterer metode 9 «Se problemet fra en annen side»

ved a lgse ulikheten bade grafisk og ved regning. Her brukes ogsa metoden 3c «Lag en
illustrasjon, del av lgsningsprosessenx». Men selv om det star i eksemplet «Vi tegner
fortegnslinjen ...», er selve illustrasjonen av fortegnslinjen ikke til & se. L@sningen i punkt e)

kunne man godt vise pa illustrasjonen for & se sammenhengen mellom funksjon og graf.

Funksjonen £ er gitt ved f(x) =x*> — 3x — 4.
a) Finn bunnpunktet og tegn grafen.
b) Bestem verdimengden V.
¢) Funksjonen g er gitt ved g(x) = —x> +x +2.

Finn toppunktet og tegn grafen i samme koordinatsystem som f(x).
d) Lgs ulikheten —x? +x + 2 > x> — 3v — 4 grafisk og ved regning.
¢) Finn den storste vertikale avstanden mellom g(x) og f(x)

i omradet der g(x) ligger over f(x).

Losning:
a) Vi finner x-verdien (il bunnpunktet: 4y
S (33 2
= T i 51
2 D 2
2a ¢ 1 2 : £
2 3N 3 OU1L9) 25
T e o
2
3 25 7 \
Bunnpunkteter (=, —— ). /!
2 + [ >
sl S3iioid 5
v 2
b) Vy = {— T ~> /

¢) Toppunkt:
—b =1 1

2 (—-7)

d) X tx+2>27-3x—4
Al g O )
2P A+ 620 :(=2)
¥ —2x-3<0
{3y (- 1) <0
Vi tegner fortegnslinje og finner at x € [ 1, 3]. Grafisk svarer ulikheten til
at g(x) > f(x). Pa grafen ser vi at g ligger over f nettopp i [—1, 3].

e) Vi lager en ny funksjon d, der differensen mellom g og f er

dli=ele)—fx)= ¥ 4x+2— (P —3x=4)
= Xyt 2 P4 Br+4 =22 F4x+6
R y —b —4
Vi finner stgrste verdi: x = — = y =l
2a 2:(=2)
Den stgrste avstanden er d(1) = —2-1+4+6 =38.

Figur 15. Eksempel 15 (Sigma 1T, 2013, s.258)

Eksempel g - metode 11 «Introduser hjelpeelementer» og bruk av Polyas andre trinn

Finn ut med hvilke parameter a har likningen v3x — 2 = x + a bare en lgsning.
(Eksempel 3 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 164)
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Lasning 1:

Vi introduserer et hjelpeelement vV3x — 2 =y.
Da3x-2=y?
Ogx =7 (y*+2).
Likningen var ser slik ut:

==30’+2)+a
Y2_3y+2+3a=0
Den opprinnelige likningen v3x — 2 = x + a har bare en lgsning, nér likningen y? — 3y + 2 +

3a = 0 bare har en positiv lgsning. Dette er mulig i tre falgende tilfeller:

1. Nar likningen har bare en lgsning og den ene lgsningen er positiv.
2. Nar den farste lgsningen er positiv, og den andre lgsningen er negativ.
3. Nar en lgsning er lik 0, og den andre lgsningen er negativ.

Vi skal se neermere pa de tre tilfellene:

1. Hvis likningen har bare en lgsning, er 9 — 4(2+3a) = 0. Daer a= 1—12 , 00
likningen har bare en lgsning % .
2. 2+3<0a<-Z.

3. Den ene lgsningenerlik0:2+3a=0,a= g .Néara= g er den andre
lgsningen lik 3. Lasningen er ikke negativ og passer ikke inn. Fordi da har den opprinnelig
likningen to lgsninger som er motsatt for var betingelse.

Lasning 2:
Vi fér grafen til funksjon Y=v3x — 2 av grafen Y=v/x ved:
o A forskyve grafen horisontalt med 2 enheter.
e A krympe grafen horisontalt med en faktor 3.
Grafen til funksjonen y=x + a for hver verdi av a er en rett linje som er parallell til linjen
y=X.
| folge illustrasjonen har grafene et felles punkt ved a = a; (nar den rette linjen tangerer

grafen til funksjon Y=v3x — 2 ), og nar a < a.

2 o - - - -
Det kan merkes at a2 = - 3 For a finne a: kan vi lgse likningen:

V3x—2 =X+a
3x - 2= (X + 2)°

X?+x(2a-3)+a’+2=0
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Vi bruker formelen:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a
Ogfira=—

12"

2 1
Svar:a<-=-,a=-—.
3 12

Dette eksempelet ble kodet som metode 11 «Introduser hjelpeelementer» fordi det bruker
y =+/3x — 2 som hjelpeelement. | tillegg presenterer eksempelet metode 9 «Se problemet fra
en annen side» fordi her presenteres det flere mater a finne lgsningen pa. Metode 3b «Lag en
illustrasjon, del av lgsningsprosessen» er ogsa til & se fordi lgsningen 2 presenterer den
grafiske lgsningen av problemet, og illustrasjonen brukes.

Her ser vi 0ogsa antydning til Polyas andre trinn nar forfattere lager en plan for hvordan

den positive lgsningen skal finnes.

Eksempel h- metode «Prgv og feil»

Las likning:
V19 —x -Vx+6 =logs(8x +3) -2
(Eksempel 5 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 145)

Lasning:

Vi skal prgve forskjellige verdier av x slik at vi far heltall under rot- utrykkene pa den

venstre siden.

Vi kan se at x = 3 kunne passe i likningen fordi V19 —x = vV19—-3 = 4o0gVx+6 =
V3 + 6 =3.Dafarvi4-3=1péden venstre siden, og logs 27 — 2 = 3 - 2=1 p& den hgyre
siden.

Pa den venstre siden er det en minkende funksjon, og pa den hgyre siden er det en
voksende funksjon. Derfor er x = 3 den eneste lgsningen.

Svar: x = 3.

Det er et av de fa eksemplene som bruker metode 4 «Prgv og feil». Det er en av de minst
brukte metodene, og det var fint & finne et slikt eksempel, men samtidig mener jeg at det

gjerne skulle veert flere slike eksempler.

Eksempel i - Uheldig bruk av metoden

Dette eksemplet kunne godt illustrere bruk av metode «Lag en illustrasjon, del av

lgsningsprosessen», men illustrasjonen mangler bildetekst og refereres ikke til i
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oppgaveteksten. Leseren vil kanskje ikke legge merke til illustrasjonen i det hele tatt. Her
kunne metoden brukes mye tydeligere ved for eksempel a bruke en bildetekst som viste den
andelen av kildevannet (0,8 liter) som matte brukes, og den andelen av rasaften (0,2 liter) som

matte brukes.

Et firma skal selge en ny type saft der de bruker kildevann, | ‘
til kr 5,00 per liter, og rasaft til kr 50,00 per liter. En liter saft | ) I
koster kr 14.00. Hvor mye kildevann og hvor mye rasaft er det i 0 /
da i en liter ferdig saft? i) i [
Losning: I { ‘
Vi har her x liter kildevann og y liter rasaft i én liter blanding. '
Siden det totalt er én liter, har vi x+y = 1.

Kildevannet koster kr 5 per liter. Kildevannsdelen av denne
blandingen koster da kr 5 - x. Rasaftdelen koster kr 50 - y.

Siden én liter koster kr 14, kan vi sette opp likningen 5x + 50y = 14, - = =

Ut fra oppgaveteksten har vi na fatt likningssettet:

I: 5x+ 50y =14
II: w4y 1

Vi bruker et digitalt verktgy og far x = 0.8 og y = 0.2.
Vi ma bruke 0.8 liter kildevann og 0.2 liter rasaft.

Figur 16. Eksempel 12 (Sigma 1T, 2013, 5.69)

5.4 Presentasjonen av noen eksempler ved hjelp av alternativt rammeverk

Jeg brukte definisjonen av begrepet problem som ikke er individrelatert. Noen av forskere
brukte den individrelaterte definisjonen (se delkapittel 3.6 Alternativt rammeverk). Her ville jeg
presentere to eksempler pa hvordan det kunne veert mulig a bruke et alternativt rammeverk.
Det alternativet analyseverktayet som brukes er et analyseverktgy utviklet av Johan Lithner
for & kategorisere hvilken type av matematisk resonnering trengs for a lgse
matematikkoppgaven. Det finnes to hovedtyper av matematisk resonnering som brukes av
problemlgseren ved problemlgsning: imiterende resonnering som deles i memorert
resonnering og algoritmisk resonnering, og kreativ resonnering. Hvis problemlgseren lgser
problemet ved hjelp av hukommelse eller gjengivelse, eller ved algoritmebruk, er det snakk
om imiterende resonnering. Ma problemlgseren finne pa noe nytt, veere kreativ og basere seg
pa matematiske egenskaper for a begrunne og argumentere sine valg, snakker man om kreativ
resonnering.

Jeg valgte her a presentere to eksempler fra det samme omradet Funksjoner, et eksempel

fra en norsk laerebok og et eksempel fra en russisk laerebok. | det farste eksemplet brukes det
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imiterende resonnering (tekst - guidet algoritmisk resonnering). For a lgse det andre

eksemplet ma man veere mer kreativ og bruke kreativ resonnering.

Eksempel 1

For & lgse underpunktene a og b i oppgaven pa Figur 17 kan det brukes algoritmisk
resonering. Det finnes mange eksempler i lzereboken fgr dette eksemplet der man ma derivere
en funksjon, finne topp- og bunnpunkter, tegne grafen til en funksjon. For a lgse dette
problemet (underpunkter a og b), kan man enkelt bruke farst algoritmen for a finne den
deriverte av brgkfunksjoner. Sa kan det brukes algoritmen for a finne topp- og bunnpunkter.
Og til slutt brukes det algoritmen for & tegne grafen. | underpunktet ¢ kommenteres det at
toppunktet ligger lavere enn bunnpunktet. Og at det kan skje nar vi har en vertikal asymptote.
Jeg syns at eleven i underpunktet ¢ ma bruke kreativ resonering for 8 komme med denne
kommentaren fordi lignende eksempler/oppgaver ikke ble funnet i leereboken far dette

eksemplet.
HUSK!
Funksjonen [ ¢r gitl I fla
a) Finn topp- og bunnpunkter ved regning
b) Tegn grafen
y Kommenter resultatet i a ut fra grafen 1 b
Losning
| 3
1) Vi denverer og hinner g z . s
5
=72 v 3 X 2x | | s
f X ) i) —1 0
: ? (x - 3F maks min
2x 6 —2x+ 6 —2x 2x— |
¥ 3)
X O D
L4
X 3) 12 1§
Telleren lik null gu 10 |
¥—6x+35=0 & x=1cllerx=5
8t
Nevneren ik null gir ‘ (5. 8)
r—3)" =0 & x—3=0 s x=23 ot
Vi finner fortegnslinja gverst pa figuren. 44
3 [
Siden f{1) = 0. er toppunktet (1.0).

Siden f(5) = 8. er bunnpunktet (5, 8).

b

Vi lager tabell pa et digitalt verkipy og tegner grafen.

lfoppunktet ligger lavere enn bunnpunktet.
Det kan alisa skje nar vi har en vertikal asymptote.

¢

Figur 17. Eksempel 6 (Sigma R1, 2013, s. 200)
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Eksempel 2
Tegn grafen til en funksjon f som kunne ha fglgende betingelser:
a. Funksjonen har definisjonsmengden <-4, 3>.
b. Funksjonen har verdimengden [ -3, 4).
c. F’ (x)<O0foralle x fra<-4, 0> og F’ (x) > 0 for alle x fra <0,2> 0g <2, 3> 0g F’ (x) =
0 for x=00g x = 2.
d. Nullpunktene til funksjonenerx =-10g x = 2.
(Eksempel 3 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 59).
Lasning:
Vi ser at funksjonen f er kontinuerlig.
Funksjonen f er kontinuerlig for x = a dersom f(a) eksisterer og chiir(ll () =7 (a).

Funksjonen f er voksende nar x €<0,2> og <2, 3>. Funksjonen f er minkende nar x € < -
4, 0>.

I x = 0 skifter F* (x) tegn far «minusy til «pluss». Derfor er x = 0 et bunnpunkt.

I x =2 skifter ikke F’ (x) tegn.

| punktet x = 2 ser grafen slik ut:

- -
X

Figur 18. Eksempel 3 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 59

Funksjonen f har bare er et bunnpunkt. P& grunn av at funksjonen f er kontinuerlig,
bunnpunktet og den minste verdien fra verdimengden samsvarer. Da y min = -3.

Vi lager tabell med informasjonen vi fant ut:

X <-4,0) 0 <0,2> 2 <2,3> -1

F () -3 0 0

Nar vi skal tegne grafen, ma vi huske at nullpunktene til funksjonen er x =-1 og x = 2, og
atenten lim () =4eller lim () =4. Det kan ogsa hende at bade lim ()=4o0g lim ()=
xX->—4 x—3 X—>—4 x—3

4.
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Her presenteres det en av mulige grafer:

ty

I

P

34 Fo[1/2 3] =
| \ ,/‘ !
Borreilircuiir js‘z: £ 1 SIS NS

Figur 19. Eksempel 3 i Matematikk: AGMA, 11.trinn, 2014, s. 59

I lereboken far dette eksempelet finnes det en del eksempler der man ma finne
definisjonsmengden og verdimengden til en funksjon, nullpunktene til en funksjon, finne hvor
funksjonen vokser og hvor funksjonen minker. | de eksemplene er funksjonen oppgitt pa
forhand. Dette eksemplet er annerledes fordi her har man ikke en oppgitt funksjon og ma
resonnere seg til en mulig funksjon som kan oppfylle disse gitte kravene. Her ma man jobbe
baklengs og bruke kreativ resonering for a lgse problemet.

Forskjellen mellom de to eksemplene er at i det farste eksemplet (underpunkter a og b)
var det mulig a bruke algoritmisk resonnering ved a bla lzereboken tilbake og finne mange
liknende eksempler i lzereboken, der man matte finne topp- og bunnpunkter til en funksjon, og
tegne en graf. Det andre eksemplet er ukjent for elever fordi det ikke finnes noen lignende
eksempler i leereboken foran dette eksemplet. Det finnes en del eksempler der man ma tegne
grafen til en gitt funksjon slik man gjar det i eksempl 1 presentert i Figur 17. Eksempel 6 (Sigma
R1, 2013, s. 200). Men det finnes ikke eksempler der man ma tegne grafen til en funksjon etter
gitte betingelser. Man ma bruke matematikkbaserte argumenter for & na riktige konklusjoner
og finne riktig svar. Samtidig krever underpunkt c i det farste eksemplet ogsa kreativ
resonnering da det ogsa kreves bruk av matematiske egenskaper for a konkludere at
toppunktet ligger lavere enn bunnpunktet og ikke omvendt.
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6 Funn

| dette kapittelet vil jeg trekke frem funn fra analysen. Farst vil jeg presentere funn fra
hjelpeundersgkelsen. Jeg vil papeke forskjeller og likheter mellom de norske og de russiske
lerebgkene, nar det gjelder oppbygging av leerebgkene og plassering av temaer i de
lerebgkene. Sa skal jeg se pa hvordan de undersgkte eksemplene fordeles mellom de norske
og de russiske lerebgkene. Til slutt presenteres forekomsten av problemlgsningsmetoder i

leerebgkene ved hjelp av tabeller og figurer med forklaringer.

6.1 Funn fra hjelpeundersgkelsen (den horisontale analysen)

6.1.1 Likheter og forskjeller i oppbygging av lzerebgkene

| analysen av laerebgkene har jeg merket at de ulike lserebokseriene har ulik oppbygging,
og som felge av det, har de ulik fordeling av tekst, eksempler og oppgaver. Den norske
lerebokserien Sigma skiller seg ut med det at hvert kapittel starter pa en ny side. | denne
lerebokserien kommer farst teori/innledning, sa kommer eksempler merket med bla
bakgrunnsfarge, og til slutt kommer oppgaver merket med red bakgrunnsfarge. Huskeregler
kommer pa siden markert med oransje bakgrunnsfarge. | Sinus brukes det ogsa farger, bla
farge for & markere eksempler og oransje farge for & markere huskeregler. | de russiske
lerebgkene brukes det ikke sa mye farger. Det brukes kun grgnn farge pa rammer rundt
huskeregler. | de russiske leerebgkene brukes ikke irrelevante tegninger, de tegningene som er
til & finne brukes til & presentere blant annet grafer og tabeller. | alle de undersgkte
lerebgkene star oppgavene i lzerebgkene, og det brukes ikke egne baker for oppgaver. |
leerebokserien Sinus kommer oppgaver etter hvert eksempel, det gir en pekepinn til elever
hvilket eksempel de skal herme etter. Men i Sigma og AGMA kommer oppgaver pa slutten av
delkapitlet. I Sigma og AGMA markeres vanskeligere oppgaver. | Sigma kalles de for
«Utfordring», og i de russiske leerebgkene AGMA markeres de vanskeligere oppgavene med
tegn som viser vanskelighetsgrad. | leerebokserien Sigma kommer det etter hvert kapittel
gvingsoppgaver. Men i Sinus og i AGMA kommer gvingsoppgaver pa slutten av boken, i
AGMA kommer de i form av hjemme-tester med blandede oppgaver. Mens i Sinus falger
gvingsoppgaver kapittel for kapittel. @vingsoppgaver ble ikke analysert i denne

undersgkelsen.
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6.1.2 Plassering av temaer og antall sider i lzerebgkene

Tabell 10 0og Tabell 11 gir blant annet oversikt over plasseringen til temaet «Likninger,
ulikheter og dens systemer», antall sider og antall oppgaver som brukes til dette temaet.
AGMA 11.trinn inneholder Kapitel 7 «Komplekse tall» som tar for seg, blant annet, kubiske
likninger og komplekse tall. Men kurs R1 i norsk skole inneholder ikke temaet «<Komplekse
tall». Derfor skilte jeg dataene med og uten komplekse tall i den russiske lereboken AGMA
11.trinn. Jeg telte ikke alle oppgavene i de undersgkte kapitlene, men bare de oppgavene som
dreier seg om likninger og ulikheter, og dens systemer.

Antall Kapittel nummer Antall Antall Totalt Antall
kapitler sider | sideri% antall oppgaver
sider

Sinus 1T 9 Deler av kapittel 3, 4 og 5 50 9,9 503 60
Sinus R1 8 Deler av kapittel 1 og 2 37 7,4 500 35
Sigma 1T 8 Deler av kapittel 1, 2, 3,5 0g 7 28 7,3 383 67
Sigma R1 7 Deler av kapittel 2 og 4 20 6,0 336 53
AGMA

10.tr 6 Deler av kapittel 2, 3,4 0g 6 33 10,3 320 78
AGMA

11.tr 7 Hele kapittel 5 48 15,0 320 88

Tabell 10. Plassering og antall sider til temaet «Likninger, ulikheter og dens systemer» i prosent uten Kapitel 7 «Komplekse
tall»

Antall Kapittel nummer Antall Antall Totalt Antall
kapitler sider | sideri% antall oppgaver
sider

Sinus 1T 9 Deler av kapittel 3, 4 og 5 50 9,9 503 60
Sinus R1 8 Deler av kapittel 1 og 2 37 7,4 500 35
Sigma 1T 8 Deler av kapittel 1,2, 3,5 0g 7 28 7,3 383 67
Sigma R1 7 Deler av kapittel 2 og 4 20 6,0 336 53
AGMA

10.tr 6 Deler av kapittel 2,3, 4 0g 6 33 10,3 320 78
AGMA

11.tr 7 Hele kapittel 5 og deler av kapittel 7 61 19,4 320 102

Tabell 11. Plassering og antall sider til temaet «Likninger, ulikheter og dens systemer» i prosent med Kapitel 7 «Komplekse
tall»

I de to neste figurene presenteres antall sider (i prosent) som brukes til temaet «Likninger,
ulikheter og dens systemer» og antall oppgaver i dette teamet i de undersgkte leerebgkene. |
Figur 20 er Kapitel 7 «kKomplekse tall» fra den russiske leereboken AGMA 11. trinn ikke
inkludert. Mens Figur 21 inkluderer dataene fra Kapitel 7 «<Komplekse tall» fra den russiske
leereboken AGMA 11. trinn.
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Figur 20. Antall sider i prosent og antall oppgaver uten Kapitel 7 «Komplekse tall»
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Figur 21. Antall sider i prosent og antall oppgaver med Kapitel 7 «Komplekse tall»

De russiske laerebgkene har flest oppgaver og prosentvis flest antall sider som brukes til
«Likninger, ulikheter og dens systemer». Samtidig har de russiske leerebgkene flest
underpunkter under de enkelte oppgavene, og oppgavene er lengre og mer komplekse.
Spredningen mellom det norske og det russiske leereverket i antall sider i prosent som brukes
til «Likninger, ulikheter og dens systemer» er ikke sa stort.

Jeg oppdaget ogsa er det er ikke s& mange oppgaver som har praktisk kontekst i noen av
de undersgkte lzerebgkene. Det russiske lereverket har et ganske teoretisk preg, nar det
gjelder likninger, ulikheter og dens systemer. | Sigma 1T finnes det et delkapittel «Bruk av

andregradslikninger», men dette delkapitlet finnes ikke i de andre leerebgkene.
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Selv om det er flest sider i de norske leerebgkene, sarlig i leerebokserien Sinus, star det
mer informasjon per side i de russiske leerebgkene enn i de norske. Man kan, for eksempel, se
hvordan den russiske boken AGMA 11. trinn presenterer polynomlikninger i Vedlegg 7. Utsnitt
fra den russiske laereboken Matematikk for 11. trinn. | Vedlegg 8. Utsnitt fra den norske laereboken
Sigma R1 presenteres en typisk side fra Sigma R1som inneholder presentasjonen av
polynomlikninger. Mens det brukes bare en side til presentasjonen av polynomlikninger i den
norske boken Sigma R1, brukes det flere sider til en dypere og mer utfyllende presentasjon i
den russiske boken AGMA 11.trinn.

Videre sa jeg pa hvilke temaer som finnes i de undersgkte leerebgkene, hvordan temaene
ble introdusert og i hvilken rekkefglge dette skjer. Tabeller 1-6 i Vedlegg 10 viser en oversikt
over delkapitlene under «Likninger, ulikheter og dens systemer» for henholdsvis Sinus 1T,
Sigma 1T, AGMA 10. trinn, Sinus R1, Sigma R1 og AGMA 11.trinn. Samtidig kan man se
hvilke temaer lerebgkene dekker i hvert delkapittel.

De ulike temaene innenfor «Likninger, ulikheter og dens systemers» presenteres i samme
rekkefglge i alle de undersgkte leerebgkene, men pa litt forskjellige mater.

Bade Sinus 1T og Sigma 1T introduserer farst linere likninger og linezre likningssett. |
Sinus 1T presenteres samtidig linezere ulikheter, mens i Sigma 1T kommer ulikheter litt
senere. Sa kommer andregradslikninger og praktisk bruk av andregradslikninger i bade Sinus
og Sigma. Etterpa kommer likningssett som ikke er lineere. | Sinus 1T presenteres samtidig
andregradsulikheter. Etter det presenteres eksponentiallikninger og logaritmelikninger. Sigma
1T behandler ulikheter for seg selv i kapittel 7.

I den russiske leereboken for 10.trinn er det farste vi ser til likninger presentasjoner av
eksponentiallikninger og logaritmelikninger, og ulikheter. Det er fordi linezre og
andregradslikninger har elever allerede lart pa 9. trinn. Forfatterne av de undersgkte
lerebgkene sier kort om de typene av likninger som ble laert far og gar direkte til a presentere
nye typer likninger uten a farst repetere det som ble lzrt far. Repetisjon foregar hele tiden,
mens det nye stoffet laeres. Det som ogsa skiller det russiske laereverket fra de norske, er
presentasjonen av trigonometriske likninger pa 10. trinn. | de norske leerebgkene presenteres
trigonometriske likninger verken i 1T eller R1.

Pa 11. trinn i den russiske leereboken oppsummeres og generaliseres alt som ble lert far
11. trinn, og presenteres polynomlikninger av grad n og lgsningsmetoder for
polynomlikninger av grad hgyere enn 2. Til slutt kommer to delkapitler, der elever far
utfordrende eksempler og oppgaver med likninger, ulikheter og dens systemer som de ikke
har mett far. | den norske boken Sigma R1, men ikke i Sinus R1, presenteres
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polynomlikninger av grad 3 som lgses ved bruk av nullpunktsetningen. Det samme gjelder,
for eksempel, ekvivalente likninger. Den russiske laereboken for 10. trinn tildeler et delkapittel
til temaet «Ekvivalente likninger». Mens i den norske leereboken Sinus R1 brukes bare en side
til det, og Sigma R1 sier ingenting om det.

Alt det som er presentert over er med pa a konkludere at de norske og de russiske
leerebgkene har ganske likt faglig innhold, mens de russiske leerebgkene behandler noen
temaer som ikke finnes i de norske leerebgkene. Samtidig gar de russiske lerebgkene «dypere
inn i stoffet» enn de norske lerebgkene, og det faglige stoffet i de russiske leerebgkene er mer
utvidet. Allikevel har de norske og de russiske lerebgkene ganske lik oppbygging og de
behandler presenterte temaer pa ganske lik mate. Derfor mener jeg at de norske og de russiske

leerebgkene er sammenlignbare.

6.2 Fordeling av eksempler i de norske og de russiske laerebgkene

Jeg analyserte til sammen 496 eksempler, av dem 385 norske eksempler og 111 russiske
eksempler. Fordelingen av disse eksemplene i leerebgkene er relativt skjev. Figur 22 viser
antall eksempler i de ulike lzerebgkene. Jeg har ogsa valgt a presentere bade de norske og de
russiske leerebgkene i samme figur slik at det blir lettere & sammenligne. Leareboken Sigma
1T til Gyldendal skiller seg ut ved & ha flest eksempler, men det er ogsa i denne laerebokserien
at det er starst forskjell i antall eksempler fra 1T-leereboken til R1-lereboken. Felles for alle
de norske leerebgkene er at det er feerre eksempler i R1-bgkene enn i 1T-bgkene. Noe av
grunnen til dette er at hovedomradet Tall og algebra i leereplanen for matematikk 1T er mer
omfattende enn hovedomradet Algebra i leereplanen for R1. I de russiske lerebgkene er antall
eksempler i Matematikk: AGMA, 10.trinn og Matematikk: AGMA, 11.trinn nesten lik.
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Figur 22. Antall eksempler i laerebgkene fra temaene Algebra og Funksjoner

Figur 22 viser at de norske leerebgkene har flere eksempler enn de russiske, seerlig Sigma
1T. Samtidig oppdaget jeg at de norske og de russiske eksemplene er forskjellige. Som vi sa i
delkapittel 5.3 Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker er de norske eksemplene
enklere og kortere, og de tar mindre plass. Som vi sa i delkapitlene 5.2 Noen interessante
eksempler med bruk av Polyas firetrinns modell 0g 5.3 Presentasjonen av noen eksempler med
heuristikker, er de russiske eksemplene vanskeligere, starre og mer komplekse. De har ofte
flere mater a lgse oppgaven pa og tar ofte to sider i leereboken. Derfor tar de russiske
eksemplene starre plass i de russiske lerebgkene, den samme plassen kunne veere brukt til
flere eksempler i de norske leerebgkene. Det forholdet minner oss om forholdet mellom de
sovjetiske og amerikanske leerebgkene, der de sovijetiske eksemplene ogsa var mer komplekse
og ofte inkluderte to trinn i lgsningen (Stigler et al., 1986). Samtidig har de russiske

lerebgkene feerre sider enn de norske leerebgkene for a presentere eksemplene (se delkapittel

6.1 Funn fra hjelpeundersgkelsen (den horisontale analysen).

6.3 Heuristiske metoder i de norske og de russiske lzerebgkene

For a presentere forekomsten av de heuristiske metodene, brukte jeg ogsa tabeller og
diagrammer. Som det ble presentert for, har de ulike leerebokseriene litt ulik oppbygging, og
dette pavirker metodebruken i enkelte tilfeller. De russiske bgkene har, for eksempel, faerrest
eksempler seerlig for 10 klasse. Etter revisjonen av LKO6 har Sinus 1T flere eksempler der det
brukes metode 10 «Bruk digitale hjelpemidler» enn det var i leereboken far revisjonen. Far

revisjonen hadde Sinus 1T et eget appendiks om kalkulatorbruk.
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6.3.1 Antall metoder
Totalt sett har jeg funnet 654 tilfeller av metodebruk fordelt pa de 496 analyserte

eksemplene. Figur 23 viser hvor ofte hver enkelt heuristisk metode presenteres i lzerebgkene:
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Figur 23. Metodebruk totalt

Figur 23 viser at enkelte metoder forekommer oftere enn andre. Oftest av alle forekommer
metode «Lag en illustrasjon». Nest oftest brukes metoden «Lgs deler av problemet». Metoder
«Jobb baklengs» og «Tenk pa et lignende problem» brukes sjelden i de undersgkte
leerebgkene.

6.3.2 Variasjon fra de norske leereverkene til det russiske lzereverket
For & kunne sammenligne det norske og det russiske laereverket sa jeg pa forekomsten av
heuristiske metoder separert. Figur 24 presenterer metodebruk i de norske leerebgkene, og Figur

25 - metodebruk i de russiske lerebgkene.
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Figur 25. Metodebruk i det russiske laereverket

Figur 24 0g Figur 25 viser at bade de norske leerebgkene og de russiske lerebgkene bruker
oftest metode «Lag en illustrasjon». Men de norske laereverkene bruker metoden «Lag en
illustrasjon» 5 ganger oftere enn det russiske leereverket. De norske og de russiske lerebgkene
skiller seg mest fra hverandre nar det gjelder metoder «Bruk digitale hjelpemidler» og
«Introduser hjelpeelementer». Metoden «Bruk digitale hjelpemidler» brukes 26 ganger oftere
i de norske leerebgkene enn i de russiske lerebgkene. Mens metoden «Introduser
hjelpeelementer» presenteres 7,3 ganger oftere i de russiske leerebgkene enn i de norske
lerebgkene, og er generelt sjelden til & finne i de norske leerebgkene.
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Norske Russiske
1. Se etter et mgnster 52 10 % 17 12 %
2. Lag en systematisk tabell 20 4% 4 3%
3. Lag en illustrasjon 172 34% 35 24%
4. Prgv og feil 4 1% 7 5%
5. Lés deler av problemet 66 13 % 22 15 %
6. Jobb baklengs 1 0% 2 1%
7. Tenk pa et liknende problem 5 1% 3 2%
8. Gjgr problemet enklere 73 14 % 9 6%
9. Se problemet fra en annen side 36 7% 20 14 %
10. Bruk digitale hjelpemidler 78 15 % 3 2%
11. Introduser hjelpeelementer 3 1% 22 15 %

Tabell 12. Metodebruk i de norske og de russiske leerebgkene i tall og relativ prosent

Som Tabell 12 viser er metodene som brukes oftest i de norske leerebgkene fglgende

metoder:
e «Lag en illustrasjon»
e «Bruk digitale hjelpemidler»
e «Gjor problemet enklere»

e «Lgs deler av problemet»

De metodene som brukes oftest i de russiske leerebgkene er falgende metoder:

e «Lag en illustrasjon»
e «Introduser hjelpeelementer»
e «Lgs deler av problemet»

e «Se problemet fra en annen side»
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Figur 26. Metodebruk i relativ prosent

Det er generelt liten forskjell nar det gjelder metoder: 1, 2, 5, 6, 7. Som Figur 26 Viser,
brukes metoder 8 og 10 oftere i de norske leerebgkene, og metoder 9 og 11 brukes oftere i de
russiske lerebgkene. Metode 3 brukes litt oftere i de norske lerebgkene, og metode 4 brukes

litt oftere i de russiske leerebgkene.

6.3.3 Fordeling mellom lzerebgkene

Sinus 1T | Sinus R1 |Sigma 1T |Sigma R1 AGMA, AGMA,

10.trinn 11.trinn

1. Se etter et mgnster 12 8 18 14 6 11
2. Lag en systematisk tabell 4 1 12 3 0 4
3. Lag enillustrasjon 55 31 62 24 14 21
4. Prgv og feil 2 0 0 2 3 4
5. Lgs deler av problemet 12 28 21 5 15 7
6. Jobb baklengs 0 0 0 1 1 1
7. Tenk pa et liknende problem 4 0 0 1 2 1
8. Gjgr problemet enklere 18 17 24 14 6 3
9. Se problemet fra en annen 13 3 18 2 9 11

side

10. Bruk digitale hjelpemidler 35 17 17 9 2 1
11. Introduser hjelpeelementer 2 1 0 0 10 12
Total metoder 157 106 172 75 68 76

Total eksempler 116 66 143 60 50 61

Tabell 13. Totaloversikt av antall analyserte eksempler og antall brukte metoder
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Tabell 13 viser at alle lerebgkene har flere metoder, enn eksempler. Grunnen til det er at noen
av eksemplene presenterer flere enn en metode per eksempel. Man ser at de norske
lzerebgkene bruker flere metoder per eksempel enn de russiske.

For & kunne sammenligne bruk av metoder i de forskijellige lzerebgkene benyttet jeg den
relative fordelingen i prosent. Den relative fordelingen i prosent hjelper til a kunne se
forskjeller og likheter av metodebruken selv om leerebgkene har ulikt antall eksempler. Men
det er uansett vanskelig a si noe konkret om fordelingen fordi variasjonen mellom leerebgkene

er relativt stort. | Tabell 14 brukte jeg rad og grenn farger for a fremheve ekstremverdier.

Metode Lerebok
Sinus 1T | SinusR1 | Sigma | Sigma | AGMA, | AGMA,
1T R1 10.trinn | 11.trinn
1. Se etter et mgnster 7,6 % 10,5% |18,7% | 8,8% 14,5 %
2 Lag en systematisk tabell 2,5% 7,0% | 40% 53%
3. Lag en illustrasjon 350% 292% | 36,0% [32,0% | 20,6% | 27,6%
4. Prgv og feil 1,3% 2,7% | 4,4% 53%
5. Lgs deler av problemet 7,6 % 26,4 % 12,2 % 22,1% | 9,2%
6. Jobb baklengs 0,0 % 0,0 % 00% | 13% | 15% 1,3%
7. Tenk pa et liknende problem 2,5% 0,0% 0,0% 13% | 29% 1,3%
8. Gjgr problemet enklere 11,5% 16,0 % 140% | 18,7% | 8,8%
9. Se problemet fra en annen side 8,3% 2,8% 10,5 % 13,2% | 14,5%
10. Bruk digitale hjelpemidler 22,3 % 16,0 % 99% [12,0%| 2,9%
11. Introduser hjelpeelementer 1,3% 0,9% 0,0% 00% | 14,7% | 158%

Tabell 14. Relativ bruk av metoder i prosent

Hvis det var en stor variasjon mellom verdiene for en konkret metode, markerte jeg
verdiene med rgdt og grent. De positive ekstremverdiene merket jeg med rgd farge, og de
negative ekstremverdiene merket jeg med grgnn farge. Man ser at de starste variasjonene
gjelder metoder «Se etter et mgnster», «Lgs deler av problemet», «Gjar problemet enklere»,
«Bruk digitale hjelpemidler» og «Introduser hjelpeelementer». Samtidig merkes det at i hver
kolonne er det bade negative og positive ekstremverdier. Og det tyder pa at alle leerebgkene
har sine sterke og svake sider. Nar vi for eksempel ser pa metodene «Prgv og feil» og «Lgs
deler av problemet», er forskjellen fra leereverk til leereverk starre, enn forskjellen mellom de
norske og de russiske leerebgkene.

Jeg vil nevne de metodene som skiller seg mest ut. Man ser at metode «Lag en
illustrasjon» er den eneste metoden som har relativt jevn fordeling i de norske leerebokseriene
og i den russiske leerebokserien. Metode «Introduser hjelpeelementer» er mye brukt i de

russiske leerebgkene, men lite i de norske. Metode «Bruk digitale hjelpemidler» er mye brukt i
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de norske leereverkene, saerlig i Sinus 1T, men lite brukt i det russiske laereverket. Ifglge Tabell
14 er metoden «Se problemet fra en annen side» mer brukt i de russiske leerebgkene, men er
mindre brukt i de norske leerebgkene, seerlig i Sigma R1 og Sinus R1. Men Tabell 13 viser at
metoden «Se problemet fra en annen side» brukes ganske ofte i Sigma 1T og Sinus 1T.
Samtidig er de metodene som kodet under kategorien metode 9 «Se problemet fra en annen
side» er forskjellige i de norske og de russiske leerebgkene. | de norske leerebgkene kodet jeg
ofte under «Se problemet fra en annen side» tilfeller der man, for eksempel, skulle skrive
tallet 1 som 100 % (Sigma 1T, s.12) eller et tall som en brgk (Sigma 1T, s.16). | de russiske
leerebgkene kodet jeg som regel under «Se problemet fra en annen side» de eksemplene som
ble lgst pa to eller flere forskjellige mater (se delkapittel 5.3 Presentasjonen av noen eksempler
med heuristikker). Metodene «Jobb baklengs» og «Prgv og feil» forekommer sjelden bade i de
norske og de russiske lerebgkene. Metoden «Lag en systematisk tabell» er ogsa sjelden til &
finne i bade de russiske og de norske lerebgkene. Men den norske lereboken Sigma 1T
skiller seg ut med 7 % forekomst av denne metoden, mens Sinus R1 har 0.9% og AGMA
10.trinn har 0%.

6.3.4 Underkategorier

For a analysere metoder «Lag en systematisk tabell» og «Lag en illustrasjon» brukte jeg
underkategorier. Forekomsten av metode «Lag en systematisk tabell» var ganske liten. Derfor
presenteres her bare fordelingen i underkategoriene for metode «Lag en illustrasjon». Som
man ser fra Tabell 14, er metoden «Lag en illustrasjon» den metoden som oftest brukes i bade

norske og russiske eksempler.

Del av
Del av problemtekst Igsningsprosessen Til sammen
Informativ Dekorativ

Sinus 1T 1 14 40 55
Sinus R1 0 3 28 31
Sigma 1T 7 23 32 62
Sigma R1 1 4 19 24
SUMMEN 9 44 119 172
PROSENTDEL 5% 26 % 69 %
AGMA, 10.trinn 2 0 12 14
AGMA, 11.trinn 1 1 19 21
SUMMEN 3 1 31 35
PROSENTDEL 9% 3% 89 %

Tabell 15. Inndeling for metode «Lag en illustrasjon»
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Vi ser at de fleste tilfeller av metoden «Lag en illustrasjon» faller i underkategorien «Del
av lgsningsprosessenx», 89 % i det russiske leereverket og 69 % i de norske lereverkene. Sinus
1T og Sigma 1T har flest eksempler som ble kodet som metode «Lag en illustrasjon»,
underkategori «Del av problemtekst, dekorativ». De metodene er irrelevant til
problemlgsning, men bidrar til & gi metoden hgyere representasjonstall i undersgkelsen. De
russiske laerebgkene har nesten ikke tilfeller som faller i denne underkategorien.

Metoden «Lag en illustrasjon» er favoritt i begge lerebokseriene. Men denne metoden
brukes litt pa forskjellige mater i de norske og i de russiske leerebgkene. I de norske
lzerebgkene finnes det mange dekorative bilder uten mening, slike bilder finnes ikke i de
russiske leerebgkene. Alle bildene som finnes i det russiske leereverket brukes for a hjelpe
elever med a lgse oppgaver. De nest oftest brukte metodene i de norske leerebgkene er «Lgs
deler av problemet», «Gjar problemet enklere» og «Bruk digitale hjelpemidler». | det russiske
leereverket er de nest oftest brukte metodene «Lgs deler av problemet», «Se problemet fra en
annen side» og «Introduser hjelpeelementer». Metoder «Jobb baklengs» og «Tenk pa et
lignende problem» brukes sjelden bade i det norske og det russiske leereverket. Metode «Prgv

og feil» brukes ogsa ganske sjeldent, men litt oftere i det russiske lereverket.
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7 Videre drgfting

7.1 Bruk av heuristiske metoder i eksemplene

Som det ble sagt over, har jeg brukt den tradisjonelle definisjonen av begrepet problem,
selv om den individrelaterte definisjonen av begrepet problem er radende i litteraturen. Derfor
definerte jeg alle eksemplene i lzerebgkene som «problemer». De undersgkte eksemplene i
alle lzerebgkene presenterte lgsningene pa problemer, og det ble brukt betydelig mange
problemlgsningsheuristikker. Den samlede metodebruken i de norske og de russiske
leerebgkene viser at metoden «Lag en illustrasjon» forekommer oftest, og nest oftest brukes
metoden «Lgs deler av problemet». Ser vi separert pa de norske leerebgkene er det fire
metoder som brukes oftest: «Lag en illustrasjon», «Bruk digitale hjelpemidler», «Gjar
problemet enklere» og «Las deler av problemet». De metodene som brukes oftest i de russiske
leerebgkene er falgende metoder: «Lag en illustrasjon», «Introduser hjelpeelementer», «Lgs
deler av problemet» og «Se problemet fra en annen side». Det samsvarer med funnene til
Kongelf (2011) som konkluderte med at de oftest brukte metodene i de norske leerebgkene for
9.trinn var «Lgs deler av problemet», «Lag en illustrasjon» og «Se problemet fra en annen
side» (Kongelf, 2011). Noe lignende fant ogsa Harder (2013) som sier at de oftest brukte
metodene i algebraeksempler i norske lerebgker fra videregaende skoler er «Gjgr problemet

enklere», «Lag en illustrasjon», «Lgs deler av problemet» og «Se etter manster». Jeg
oppdaget at metodene «Prgv og feil», «Tenk pa et lignende problem» og «Jobb baklengs»
sjelden presenteres i lzerebgkene, sarlig i de norske lerebgkene. Det samsvarer ogsa med
funnene til Kongelf (2011) og Harder (2013).

Metoden «Introduser hjelpeelementer» brukes 7,3 ganger oftere i de russiske laerebgkene

enn i de norske. Forklaringen for dette kan vaere at de russiske eksemplene er vanskeligere og
mer komplekse enn de norske. Derimot brukes metoden «Bruk digitale hjelpemidler» 26
ganger oftere i de norske lerebgkene. TIMSS-rapporten der 92 % av norske elever svarer at
de bruker kalkulator hver eller nesten hver time, tyder pa at bruken av kalkulator og PC i

matematikktimene ser ut til & veere overdrevet i den norske skolen (Mullis et al., 2009, s.168).

Derimot svarer bare 22% av russiske elever at de bruker kalkulator hver eller nesten hver time

(ibid, s.168). Bruker elever alt for ofte kalkulator eller PC, kan det fare til at elever blir darlig

til & lgse problemer nar de ikke har digitale hjelpemidler tilgjengelig. For eksempel kan elever
slite med a regne i hodet, med a finne prosent av et tall osv. | den russiske skolen er man mer

opptatt av at elever blir i stand til & lase problemer for hand, at de skal klare seg nar de ikke
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har mulighet til & bruke kalkulator eller PC. Derfor vises i eksemplene som regel to metoder &
lgse problemet pa, med digitale hjelpemidler og uten digitale hjelpemidler.

Metoden «Tenk pa et lignende problem» ble sjelden funnet bade i de russiske og i de
norske lerebgkene. Forklaringen for det kan vere at det ikke er sa lett  fa med denne
metoden i leerebgker. Derimot er det fult mulig for lzerere a bruke metoden i undervisning slik
at elever far mulighet til & bli kjent med denne metoden. Lignende rapporterte ogsa Fan and
Zhu (2007) som har funnet at metoden «Tenk pa et lignende problem» sjelden brukes i bade
amerikanske, kinesiske og singaporske matematikkleerebgker. Samtidig presiserte de at denne
heuristikken er en av de heuristikkene som ble inkludert i lzereplanen i Singapore i listen over
heuristikker som skulle lzeres pa skolen, og at det foreligger et avvik mellom pensum og
lerebgker. Metoden «Se problemet fra en annen side» presenteres heller ikke sa ofte i
lerebgkene, serlig ikke i de norske leerebgkene for 1T og R1. Forklaringen pa det kan veere
at det ikke er praktisk for lzerebgker & presentere en ubrukbar metode fgr den riktige metoden

(Fan and Zhu, 2007). Men det nevnes bade i de norske og de russiske leereplanene at elever

skulle kunne lgse problemer pa flere forskjellige mater. Og det kunne veere mer naturlig at
denne heuristikken skulle forekomme oftere i lzerebgkene. Det gir anledning til & trekke
konklusjonen at det foreligger avvik mellom lzreplanen og lerebgkene bade i Norge og i
Russland. Derfor kan laerernes undervisning spille en viktigere rolle i presentasjonen av
denne heuristikken til elever (Fan and Zhu, 2007).

Nar det gjelder de syv farste metodene (se Tabell 13 0g Tabell 14), er forskjellen fra
leereverk til laereverk starre, enn forskjellen mellom de norske og de russiske leerebgkene. Det
var relativt stor variasjon i verdiene mellom 1T-bgkene og R1-bgkene, samt mellom 10.trinn-
boken og 11.trinn- boken. Noen av metodene som for eksempel «Gjar problemet enklere»
forekommer oftere i 1T (og 10.trinn) - bgkene enn i R1 (og 11.trinn) - bgkene. Det kan
forklares med at de to matematikkursene er relativt forskjellige: kurset 1T (10.trinn) er
bredere, mens R1 (11.trinn) er mer spesialisert. Derfor har de kursene forskjellige eksempler
0g oppgaver som igjen pavirker metodebruken. Nar det gjelder metoden «Se etter et
mgnster», forekommer den oftere i 1T- bgkene i Norge og i 11.trinn — boken i Russland. Med
hensyn til oppgavens omfang kunne jeg ikke ga dypere i denne delen av undersgkelsen, og si
hva disse forskjellene skyldes.

| delkapittel 6.3.3 Fordeling mellom laerebgkene merket jeg at noen av verdiene i Tabell 14
skilte seg ut. Det var, for eksempel, metoden «Bruk digitale hjelpemidler» med hgy verdi for
Sinus 1T (22,3 %) som var dobbelt sa hgy som i de andre norske bgkene, og 17 ganger sa hagy

som i de russiske bgkene. Men det er vanskelig a tolke hvorfor den enkelte leereboken skiller
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seg ut fra de andre lerebgkene uten a kunne gjere en dypere undersgkelse. Det kan kanskje
andre forskere finne svar pa i fremtidige undersgkelser.

Man ser at de norske laerebgkene bruker flere metoder per eksempel enn de russiske. Det
kan skyldes, blant annet, triviell metodebruk. Nar vi ser n&ermere pa de metodene som brukes
i eksemplene, kan vi oppdage at de metodene som faller i samme kategori skiller seg fra
hverandre. For eksempel, nar man ser pa eksemplene i de russiske lzerebgkene som kom i
kategorien «Se problemet fra en annen side», ble eksemplene oftest lgst pa to eller flere
forskjellige mater (se eksemplene c, e og g i delkapittel 5.3 Presentasjonen av noen eksempler
med heuristikker). Mens i de norske leerebgkene under denne kategorien «Se problemet fra en
annen side» kom det som regel eksempler med enkelte trinn i lgsningen. Det var, for
eksempel, oppgavene som ble lgst ved hjelp av falgende regler: «a legge til et negativt tall er
det samme som a trekke fra det tilsvarende positive tallet», «a dele med en brgk er det samme
som a gange med den motsatte brgken» og «fremstille et desimaltall som en brgk» (Sigma
17).

Metoden «Lag en illustrasjon» er den metoden som oftest brukes i bade de norske og
russiske eksemplene. Men de norske lerebgkene inneholder eksempler med dekorative
illustrasjoner som bidrar til hgy forekomst av metoden «Lag en illustrasjon» i de norske
lerebgkene. Det papekte ogsa Harder (2013) som konkluderte med at 35 % av bruken av
metoden «Lag en illustrasjon» faller i underkategori «Del av problemtekst, dekorativ». Et
annet funn i analysen min var at 89 % av alle de russiske eksemplene og 69 % av alle de
norske eksemplene plassert under kategorien «Lag en illustrasjon» faller i underkategorien
«Del av lgsningsprosessen». Jeg mener at under kategorien «Lag en illustrasjon» er denne
underkategorien «Del av lgsningsprosessen» mest relevant for problemlgsning.

Nar det gjelder de norske lzrebgkene, samsvarer mine funn veldig godt med funnene til
Harder (2013) som undersgkte eksemplene i algebra. De forskjellene som oppsto, skyldes
hovedsakelig i det at jeg i tillegg undersgkte omradet «Funksjoner». Det var noen forskjeller i
funnene som kan forklares av at eksemplene og, som falge metodebruken, i de to omradene,
Algebra og Funksjoner, er litt forskjellige. Hvis man ser bare pa omradet Algebra, er
forskjellene noksa sma. Det var overraskende for meg at forskjellene var mye mindre, enn jeg
var innstilt pa i begynnelsen av undersgkelsen. Det indikerer at det ikke ble gjort noen
vesentlige forandringer angaende problemlgsning i de norske lerebgkene etter revisjonen av

leereplanen selv om problemlgsning ble styrket i den reviderte leereplanen fra 2013.
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7.2 Problemlgsningsprosessen i norske og russiske leerebgkene

Under undersgkelsen min har jeg lagt merke til at verken de norske eller de russiske
lzerebgkene behandler problemlgsning som et eget tema. For eksempel, lzerebgkene kunne
inkludere et delkapittel som presenterer generelle strategier for hvordan man kan ga frem nar
man lgser matematiske problemer, slik det var i leereboken etter Mgnsterplanen 87. Men slike
delkapitler var ikke til & finne i de analyserte lzerebgkene.

Polyas tre farste trinn slik de ble beskrevet i delkapittel 3.1.2 Problemlgsningsprosessen
omtales ikke eksplisitt i noen av leerebgkene. Men jeg kan ikke konkludere med at de tre
farste trinnene ikke brukes i undervisningen. Flesteparten av de analyserte oppgavene dreier
seg om trinn 3 i Polyas modell som heter «Gjennomfar planen». I analysen sin konkluderte
ogsa Fan og Zhu (2007) at lzerebgkene fra Kina og Singapore oftest presenterer trinn 3 i
Polyas modell (Kina: 56,4%, Singapore: 64.3%). | motsetning til dette brukes i de
amerikanske lerebgkene minst to problemlgsningstrinn i lgsninger i de fleste tilfellene (67
%). | min undersgkelse oppdaget jeg at de eksemplene som bruker flere trinn i Polyas modell,
for eksempel, bade trinn 1 «Forsta problemet» og trinn 4 «Se tilbake», er som regel
kompliserte eksempler eller eksempler som ble kalt «<sammensatte problemer» (se delkapittel
5.3 Presentasjonen av noen eksempler med heuristikker). Jeg fant ingen eksempler i de norske
lerebgkene der alle fire trinn i Polyas modell ble brukt. I de russiske leerebgkene var det fa
eksempler med alle fire trinn i Polyas modell (se eksempel 1 i delkapittel 5.2 Noen interessante
eksempler med bruk av Polyas firetrinns modell). Det samsvarer med funnene til Fan and Zhu
(2007) om at de fire trinnene sjelden ble funnet i alle seriene fra de tre landene (Kina: 2,9 %,
Singapore: 0,9 %, USA: 1,7 %). Samtidig er det en enighet i forskningslitteraturen om at
elever fokuserer pa «angreps-fasen», og bruker relativt lite tid pd «inngangs-fasen» og
«tilbakeblikk-fasen» (Fosli, 2013, s. 17).

Det finnes ingen generell innfaring i problemlgsning i bade de norske og de russiske

lerebgkene, og det brukes ikke eksplisitte navn pa heuristiske metoder. | motsetning til det

fant Fan and Zhu (2007) at bade singaporske og amerikanske leerebgker ofte bruker eksplisitte

navn pa heuristikker, mens kinesiske bgker bruker ikke eksplisitte navn pa heuristikker.
Singaporske leerebgker gir lister av heuristikker i teksten, amerikanske leerebgker presenterer
lister av heuristikker i vedlegg, mens kinesiske laerebgker presenter ikke slike lister (Fan and
Zhu, 2007).
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7.3 Et kvalitativt blikk pa leerebgkene

Tross noen forskjeller har de norske og de russiske lerebgkene nesten lik oppbygging nar
det gjelder Algebra og Funksjoner. Derfor konkluderte jeg med at de var sammenlignbare (se
delkapittel 6.1 Funn fra hjelpeundersgkelsen (den horisontale analysen)). Men samtidig finnes det
en del forskjeller. Jeg oppdaget at i de norske leerebgkene finnes det feerre temaer innenfor
temaer Algebra og Funksjoner enn i de russiske lerebgkene. For eksempel, det russiske
lereverket presenterer trigonometriske likninger pa 10. trinn, og kubiske likninger, likninger
med parameter og komplekse tall pa 11.trinn. Disse temaene finnes ikke i de norske
undersgkte lerebgkene. Analysen viser at i de overfor nevnte delkapitlene i de russiske
leerebgkene brukes det faerre heuristiske metoder enn i de andre delkapitlene. Av denne
grunnen kan den samlede summen av heuristiske metoder veere lavere i de russiske

leerebgkene enn i de norske. Lignende funn finner vi hos Karimzadeh (2014) som

sammenlignet de norske laerebgkene for 8.trinn og de leerebgkene for secondary one i
Singapore som tilsvarer 7.trinn i den norske skolen. Hun konkluderte med at de norske
leerebgkene introduserer feerre temaer innenfor likninger og ulikheter enn det den singaporske
lereboken gjar, og at det er svaert fa oppgaver hvor elevene kan fa muligheten til & utforme
algebraiske problemer ved hjelp av likninger eller ulikheter, lete etter mgnster og tolke svaret
(Karimzadeh, 2014).

I de russiske leerebgkene presenteres stoffet mer grundig og mer systematisert enn i de

norske. Fgr et nytt tema presenteres, brukes ofte noen historiske fakta, informasjoner om
historiske personer som gjorde noe stort i matematikken. For eksempel, i AGMA 11.trinn i
delkapittel 7 «<Komplekse tall» presenteres det hvordan matematikere prgvde a lgse kubiske
likninger og hvordan komplekse tall oppsto. Jeg mener det er fornuftig a ta slikt historisk stoff
med, for det kan gke motivasjonen hos elever. Slik informasjon var sjelden a finne i de norske
leerebgkene.

Det er flere eksempler i de norske leerebgkene enn i de russiske lerebgkene. Mellom de
norske lerebokseriene Sinus og Sigma er det flest eksempler i Sinus 1T og feerrest i Sigma R1
som samsvarer med funnene til Harder (2013). Men de russiske eksemplene er vanskeligere,
starre og er mer komplekse, de har ofte flere mater a lgse oppgaven pa, og de tar ofte to sider i
boken. Derfor tar de russiske eksemplene stgrre plass i boken. Plassen som brukes til et
eksempel i det russiske leereverket kunne veere brukt til flere eksempler i de norske
lerebgkene. Samtidig har de russiske lerebgkene ferre sider totalt som kan brukes for &

presentere eksemplene enn de norske lerebgkene. En annen forklaring pa at det er ferre
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eksempler i de russiske leerebgkene kan vere det faktum at russiske leerere, sarlig leerere pa
ungdomsskoler og videregaende skoler, bruker andre laeringsressurser som et supplement til
lerebgker. Leerere star fritt til & bruke eksempler og oppgaver fra de andre godkjente

leeringsressursene (samtale med Konecpoljskaja, 2015). Det bekreftes ogsa i TIMSS-

undersgkelsen der lerere ble stilt spgrsmal om hvor mye de bruker arbeidsbgker eller
arbeidsark. Svaralternativene var som fglger: «som undervisningsgrunnlag» og «som
supplement». | Russland svarte leererne pa 4.trinn henholdsvis 29 % og 66 %, og lererne pa
8.trinn — henholdsvis 6 % og 86 % (Mullis, 2012, s. 394). Det viser at leererne ofte bruker

arbeidsbgker som supplement i undervisningen.

Samtidig er bruken av eksempler forskjellig mellom de norske og de russiske leerebgkene.
Eksemplene i de norske laerebgkene ble ofte laget for at elevene skulle kunne bruke de
eksemplene for & lgse enkle og lette oppgaver som star i boken etter eksemplet ved a kopiere

Igsningen fra eksemplet. Karimzadeh (2014) konkluderte ogsa med at stort sett fokuserer de

norske bgkene pa lgsningsteknikker for a lgse oppgaver og gir i stor grad oppgaver der man
kan herme etter eksemplene (Karimzadeh, 2014). | de russiske leerebgkene brukes ofte

eksempler for & presentere et nytt stoff og vise et konkret tilfelle for & generalisere dette
tilfellet etterpd og presentere regelen. Det star ofte bemerkninger og konklusjoner etter
eksemplet (Se Vedlegg 7. Utsnitt fra den russiske laereboken Matematikk for 11. trinn). FOr meg
virker det slik at de russiske eksemplene ble laget mer for at elever skulle kunne lzre & lgse
problemer, dvs. & lere problemlgsning. De eksemplene presenterer ofte flere mater a lgse
problemet pa. Det gir leerere muligheten til a diskutere med elever de metodene i eksemplet
og veie dem mot hverandre. Og det er med pa & vise elever at det finnes flere mater a lgse
problemet pa, og at noen av metodene er mer brukbare enn de andre. Det virker som at
forfattere av de russiske leerebgkene bevisst bruker et eksempel som kan lgses pa flere mater,
istedenfor & presentere flere forskjellige eksempler etter hverandre. Alt dette hjelper a utvikle
elevens forstaelse og problemlgsningsevne. Eksemplene i de russiske leerebgkene har en
annen funksjon enn i de norske, de brukes ofte for & presentere nytt stoff eller oppsummere
det som ble presentert for eksemplet; de er rett og slett en del av det faglige stoffet. | mange
av delkapitlene kommer, for eksempel, generaliseringer rett etter eksemplet. | Vedlegg 7.
Utsnitt fra den russiske leereboken Matematikk for 11. trinn etter eksempel 1 kommer en
generalisering om at alle heltallige lasninger av polynomet med heltallige koeffisienter er
faktorer i konstantleddet.

Oppgavene som kommer etter eksempler i de russiske leerebgkene, er mer utfordrende, og

det er starre forskjeller mellom oppgaver med ulike vanskelighetsgrad (tre
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vanskelighetsgrader), enn i de norske leerebgkene. | noen tilfeller er det viktig at elever jobber
med mange like oppgaver for automatisere noen teknikker. Men i lengden kan det drepe
motivasjonen, og fare til at mange barn kjeder seg i matematikktimene. Mens varierte og
utfordrende oppgaver kan virke motiverende og inspirerende. Lignende funn gjorde ogsa
Karimzadeh. Sammenlignet med den singaporske lereboken er det som oftest sma forskjeller
mellom oppgaver fra de ulike vanskelighetsgradene i de norske leerebgkene og det kan derfor
bli lite utfordrende spesielt for de flinkeste elevene (Karimzadeh, 2014).

7.4 Begrensninger i metoden

Selv om den individrelaterte definisjonen av begrepet problem er radende i den
matematikkdidaktiske litteraturen, var det vanskelig & bruke denne definisjonen i
leerebokanalyse der man ikke kan ta problemlgseren i betraktning. Derfor valgte jeg, slik som
Kongelf og Harder, & bruke en bredere definisjon som inkluderte alle problemene som skulle
lgses. Det viste seg & medfare en del begrensninger. Nar vi bare bruker analyseverktgyet til
Kongelf, ser vi at det ikke er sa store forskjeller mellom de norske og de russiske lerebgkene,
nar det gjelder problemlgsning. De mer vesentlige forskjellene mellom de norske og de
russiske lerebgkene som ble presentert overfor, er noen av de forskjellene som kommer av
min observasjon ved siden av bruken av analyseverktayet til Kongelf. Det virker som det
kanskije ikke er mulig & bruke denne metoden for & kunne gripe de vesentlige forskjellene
mellom laerebgkene. Til forskjell fra eksemplene i de norske leerebgkene har eksemplene i de
russiske leerebgkene starre intensjonsdybde. Eksemplene i de russiske laerebgkene inngar som
en del av leerestoffet, og brukes ikke bare som eksempler pa hvordan man skal lgse
standardoppgaver, eller som oppskrifter pa hvordan elever skal lgse oppgaver som kommer
etter eksemplet. Eksemplene i de russiske lerebgkene brukes pa en annen, mer gjennomtenkt
mate enn i de norske lerebgkene. Men det tar ikke metoden tak i. Og det ma kanskje brukes

andre, for eksempel, kvalitative metoder, for & kunne fange opp disse forskjellene.

115



8 Oppsummering

8.1 Konklusjon

Denne studien hadde felgende problemstillingen: Hva er forskjeller og likheter i
presentasjonen av problemlgsningsmetoder i eksemplene i norske og russiske
matematikkleerebgker?

For & svare pa problemstillingen stilte jeg falgende forskningssparsmal:

1. Hva sier lereplanen i matematikk om problemlgsning i Norge og i Russland?
2. Hvordan blir problemlgsningsmetoder benyttet i eksempler i norske matematikkleerebgker
og russiske matematikklaerebgker?

For & besvare disse spgrsmalene har jeg analysert norske lereplaner og leerebgker for 1T
og R1, og russiske leereplaner og lerebgker for 10. trinn og 11.trinn.

Leereplaner brukes som utgangspunkt i produksjon av lerebgker, og leereplanene
inneholder innholdslister og kompetansemal som beskriver kunnskap og ferdigheter som skal
utvikles hos elever. Derfor er det viktig a analysere leereplaner pa lik linje med leerebgker.

Under min analyse oppdaget jeg flere forskjeller mellom den norske og den russiske
lereplanen. | motsetning til den norske lereplanen inneholder den russiske laereplanen bade
innholdselementer og kompetansemal. Den russiske leereplanen har mer eksplisitt og detaljert
beskrivelse av innholdet og kompetansemal, mens den norske leereplanen inneholder mer
generell og ungyaktig beskrivelse. Bade den norske laereplanen og den russiske lzereplanen
sier at problemlgsning og problemlgsningsmetoder er noe elevene burde lzre pa skolen, og
derfor forventes det at problemlgsning og problemlgsningsmetoder skulle vere presentert i
leerebgkene.

Bade den russiske og den norske laereplanen er opptatt av at oppgaver skal vere
virkelighetsnaere. De norske lerebgkene har mer praktisk og hverdagslig kontekst, nar det
gjelder eksempler og oppgaver. Den russiske leereplanen sier at pa slutten av allmenn
grunnutdanning skal elever kunne, blant annet, lage modeller av forskjellige praktiske
virkelighetsnaere situasjoner og lgse virkelighetsnere problemer (delkapittel 3.3.5
Problemlgsnings plass i den russiske laereplanen). Men det ble ikke funnet sa mange eksempler
pa lgsninger av virkelighetsnare problemer. Derfor foreligger det avvik mellom den russiske
leereplan og de russiske leerebgkene.

Leareboken pavirker veldig matematikkundervisningen. | analysen av TIMSS-data for

Norge og Sverige understrekker Grgnmo et al. (2013) at «fra rundt 90 % til neermere 100 %

av leererne sier at de bruker lzereboka som undervisningsgrunnlag» (Grgnmo et al., 2013, s.
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165). I Russland bruker forholdsvis 95 % av larere pa 4.trinn og 88 % av larere pa 8.trinn

leereboka som undervisningsgrunnlag (Mullis, 2012, s. 392-395). Derfor er det viktig at

leerebgker presenterer problemlgsningsmetoder slik at elever skal kunne utvikle
problemlgsningsevne.

For & kunne svare pa den andre problemstillingen, ville jeg farst finne ut om de
undersgkte leerebgkene var sammenlignbare. Analysen i denne sammenlignende studien har
funnet flere forskjeller ved leerebgkenes innhold, struktur, niva og progresjon. Noen av de
funnene var: de russiske leerebgkene er mer «matematiske» enn de norske, de russiske
leerebgkene har flere temaer som de norske leerebgkene ikke har, innholdet i de russiske
leerebgkene er mer teoretisk, omfattende og «dypere». Tross forskjellene som ble oppdaget,
var de norske og de russiske lerebgkene ganske identiske og kunne sammenlignes.

Bade de norske og de russiske leerebokforfatterne skriver ikke om hva heuristiske metoder
er, og hvordan man bruker dem. Og det kan redusere muligheten for elever & veere med i
samtaler og diskusjoner om slike metoder. Mange kjente metoder forekommer sjelden bade i
de norske og de russiske leerebgkene. Kongelf (2011) mener at hver elev har rett til & vite noe

om metodene «Se etter et mgnster», «Prgv og feil», «Jobb baklengs» (Kongelf, 2011). Jeg er

enig i at elever tjener pa a leere disse metodene, og de metodene bgr brukes oftere i
matematikklaerebgkene. Jeg oppdaget ogsa at de tre metodene brukes sjelden bade i de norske
0g de russiske lerebgkene.

Harder (2013) konkluderte i undersgkelsen sin at det er et stort forbedringspotensial hva
angar problemlgsningsmetoder i matematikkleerebgkene for videregaende skole i Norge. Hun

mente at etter revisjonen av lereplanen i 2013 hadde forlagene mulighet til & bruke hennes

funn nar de skulle lage nye leerebgker for videregaende skole (Harder, 2013). Selv om den nye
reviderte leereplanen har lagt starre vekt pa problemlgsning, viser mine funn at det ikke ble
gjort noen store forandringer i de norske leerebgkene sammenlignet med lerebgkene for
revisjonen.

Bade Lester (1996) og Schoenfeld (1992) understreker at undervisning i problemlgsing

ma skje systematisk og sakte over tid. Og at problemlgsende heuristikker ma presenteres mer
eksplisitt. Men funnene til Kongelf (2011) og Harder (2013), samt funnene i denne oppgaven
indikerer at de undersgkte leerebgkene ikke tar hensyn til det. Hvis bade de russiske og norske
leerebgkene skal veere mer i overensstemmelse mellom Lester og Schoenfeld anbefalinger, bar
problemlgsningsmetoder presenteres mer eksplisitt og systematisk. Men samtidig ma
lerebokforfattere og leerere veere klar over bade det positive og det negative ved

presentasjonen av heuristikker i lerebgker, slik at elever ikke anser heuristikker som regler i
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problemlgsning og ikke setter likhetstegn mellom problemlgsning og

problemlgsningsheuristikker de hadde leert (Higgins, 1997, referert i Fan and Zhu, 2007).

Svaret pa problemstillingen: «Hva er forskjeller og likheter i presentasjonen av
problemlgsningsmetoder i eksemplene i norske og russiske matematikklerebgkene?» ma bli
at likheten mellom dem er at verken de norske eller de russiske leerebgkene presenterer
problemlgsningsmetoder i tilstrekkelig grad. Bade de russiske leerebgkene og de norske
lerebgkene legger liten vekt pa eksplisitt presentasjon av problemlgsningsheuristikker. Men
det er ogsa forskjeller mellom de undersgkte leerebgkene. For meg virker det slik at
eksemplene i de norske lzerebgkene ble laget for a trene elever i noen konkrete teknikker.
Derimot er eksemplene i de russiske lerebgkene laget mer for a lzere elever a lgse problemer
og tenke kreativt. Metodene som ble brukt i de russiske leerebgkene, var mer komplekse og
gjennomtenkte. Samtidig finnes det mye potensiale i hvordan metodene kan presenteres i

eksemplene bade i de russiske og de norske leerebgkene.

8.2 Videre forskning

Etter at jeg har veert ferdig med undersgkelsen min, tenke jeg pa hva som kunne gjgres
annerledes, og hva annet som kunne undersgkes. Undersgkelsen min hadde «kvantitativ
retning», og klarte ikke a fange opp mange interessante fenomener. For & kunne undersgke de
fenomenene, er man antagelig ngdt til & bruke andre, muligens mer kvalitative metoder. Det
kunne veere interessant 8 sammenligne bruken og forekomsten av de fire trinn i Polyas modell
i de norske og de russiske leerebgkene, og se hvilke trinn i Polyas modell som brukes i de
norske og de russiske lerebgkene. Samtidig kunne det veere interessant a se hvilke leerebgker
som bruker flere trinn i Polyas modell i eksemplene. I tillegg kunne det veere mulig & se
narmere pa det siste trinnet i Polyas modell «se tilbake» for a finne ut hvilke aspekter har blitt
sett pa i denne siste fasen. Her kunne vare mulig bruke tre fglgende kategorier i analysen:

1. Se tilbake pa det opprinnelige problemet
2. Se tilbake pa problemlgsningsmetodene som ble brukt

3. Se tilbake pa det endelige svaret pa problemet

Kursene 1T og R1 i norsk skole, slik som kursene 10.trinn og 11.trinn i russisk skole, er
relativt forskjellige, de har forskjellige eksempler og oppgaver som igjen pavirker
metodebruken. Det kunne veere interessant & sammenligne metodebruken i leerebgkene for de
to kursene for & finne ut forskjeller og likheter, og for & kunne svare hvorfor noen av

metodene blir mer brukt i leerebgkene som tilhgrer de kursene. En slik studie kunne, for
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eksempel, finne svar pa sparsmal om hvilke heuristikker som bar innfares til elever pa ulike

klassetrinn, og hvordan forskjellige heuristikk bgr introduseres.

Selv om metodene i de russiske og de norske leerebgkene i undersgkelsen min ble kodet
under den samme kategorien, var metodebruken forskjellig i forhold til at metodene i noen av
eksemplene var mer komplekse enn i de andre. Samtidig var metodebruken i noen av
eksemplene triviell. Det kunne vaert mulig & utfare en mer utvidet analyse, og bruke en finere
inndeling av flere metoder. Bruk av flere underkategorier i analysen kunne gi et klarere bilde
av forekomsten av de problemlgsningsmetodene i de norske og de russiske lzerebgkene, og
kunne kanskje fare til enda flere funn. Men samtidig er jeg usikker pa om denne finere
inndelingen hjelper til & avslgre flere funn. Det virker som at denne kvantitative metoden som
ble brukt i min studie ikke forteller hele sannheten om forskjeller mellom de norske og de
russiske leerebgkene, og det kreves en annen tilnerming for a fange opp forskjellene mellom
lerebgkene. Dersom jeg skulle utfgre analysen pa nytt, skulle jeg bruke metoder som har mer
«kvalitativt preg».

Under undersgkelsen fikk jeg fornemmelsen av at de russiske eksemplene stiller hgyere
kognitive krav enn de norske eksemplene. Undersgkelse av forskjeller og likheter i
oppgavenes kognitive krav til elevene kunne vart temaet for et videre forskning. Samtidig
kunne det veere interessant a se pa flere russiske leerebgker som brukes i undervisningen i
russiske skoler for & kunne finne svar pa om funnene i min analyse er typiske for russiske

lerebgker.
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retning i matematikk for 11. trinn. Moskva: Drofa. (Min oversettelse. Original tittel: Mypasun
I''K., Mypasuna O. B. (2014). Mamemamuxa: Ancebpa u Havana Mamemamuiecko2o
ananusa, I eomempus. Ancebpa u nauana mamemamuyecko2o aHaiusa. Yanyonénoli

yposenw. 11 knacc. Mockaa: [lpoda).
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Vedlegg

Vedlegg 1. Eksempler pa timefordeling i laereplaner i den russiske allmennskolen

Eksemplene under viser hvor mange timer brukes til alle fag pa ulike klassetrinn i den

russiske skolen og hvor mange timer brukes til matematikk.

1. Allmenn grunnopplaring (barneskole). Det minimale antallet timer som skal i

utdanningsinstitusjoner i Russisk Federasjon

Trinn| 1.trinn | 2.trinn | 3.trinn | 4. trinn Til sammen
Skolefag Antall timer per ar
Matematikk 132 136 136 136 540
Totalt 660 748 748 748 2904
Antall timer per uke
Matematikk 4 4 4 4 16
Totalt 20 22 22 22 86
2. Allmenn grunnopplering (mellomskole). Det minimale antallet timer som skal i
utdanningsinstitusjoner i Russisk Federasjon
Trinn | 5. trinn 6. trinn 7. trinn 8. trinn 9. trinn Til
sammen
Skolefag Antall timer i ar
Matematikk 175 175 175 175 175 875
Totalt 910 945 1015 1050 1015 4935
Antall timer i uke
Matematikk | 5 5 5 5 5 25
Totalt | 26 27 29 30 29 141
3. Allmenn grunnopplaring (ungdomsskole). Det minimale antallet timer som skal i

utdanningsinstitusjoner i Russisk Fgderasjon

Trinn | 10. trinn 11. trinn
Skolefag Antall Antall
timeriar | timeriar
Matematikk 210 210
Totalt 1050 1050
Antall Antall
timer i timer i
uke uke
Matematikk | 6 6
Totalt 32 32
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4.1 Realfagsretning

Studiefag | Antall timer per uke for 2 studieér

1.Den fgderale komponenten

De grunnleggende studiefagene

De samlede fagene \ 32

De spesialiserende studiefagene

Matematikk 12 (6 timer i 10.trinn og 6 timer i 11.trinn)
Informatikk og IKT 8

Fysikk (Kjemi) 10

11. Den regionale (nasjonale-regionale) komponenten
Etter vurdering til ulike regioner i Russland | 4
111. Den utdanningsinstitusjonen (lokale) komponenten
Valgfag studiefag, studiepraksis, prosjekter, 8
forskning.

4.2 Andre studieretninger bl.a. samfunns — humanitere retning

Studiefag \ Antall timer per uke for 2 studiear
1.Den statlige komponenten
De grunnleggende studiefagene
De samlede fag 22
Matematikk 8 (4+4)
De spesialiserende (fordypnings) studiefagene
De samlede fag | 32
11. Den regionale (nasjonale-regionale) komponenten
Etter vurdering til ulike regioner i Russland | 4
111. Den utdanningsinstitusjonen (lokale) komponenten
Valgfag studiefag, studiepraksis, prosjekter, 6
forskning.

4.3 Universal studieretning (ikke-spesialiserende)

Studiefag | Antall timer per uke for 2 studieér

1.Den statlige komponenten

De grunnleggende studiefagene

De samlede fag 43
Matematikk 8 (4+4)
11. Den regionale (nasjonale-regionale) komponenten
Etter vurdering til ulike regioner i Russland \ 4
111. Den utdanningsinstitusjonen (lokale) komponenten
Elektiv (valgfag) studiefag, studiepraksis, 17

prosjekter, forskningstimene (kan brukes til
undervisning i spesialiserende fag).
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Vedlegg 2: Den statlige grunnleggende laereplan (basislaereplan) for ungdomsskole

allmenn utdanning

DEN STATLIGE KOMPONENTEN

Den De obligatoriske studiefag pa det grunnleggende nivaet
:/Igﬁable Studiefag Timetall for 2 studiedr (10/11 kl- ant. Timer per uke)
el Det gru_nrlleggende
nivaet
Russisk 70 (1/1)
Litteratur 210 (3/3)
Fremmedsprak 210 (3/3)
Matematikk 280 (4/4)
Historie 140 (2/2)
Samfunnsfag (inkl. gkonomi og rettslare) 140 (2/2)
Naturfag 210 (3/3)
Gym 140 (2/2)
Den Studiefag til valg pa det grunnleggende og det spesialiserende nivaet
variable Studiefag Timetall for 2 studiedr (10/11 kl- ant. Timer per uke)
delen Det grunnleggende Det spesialiserende nivaet
nivaet
Russisk - 210 (3/3)
Litteratur - 350 (5/5)
Fremmedsprak - 420 (6/6)
Matematikk - 420 (6/6)
Historie - 280 (4/4)
Gym - 140 (2/2)
Samfunnsfag (eksl. gkonomi og rettslaere 70 (1/1) 210 (3/3)
@konomi 35 (0,5/0,5) 140 (2/2)
Rettslaere 35 (0,5/0,5) 140 (2/2)
Geografi 70 (1/1) 210 (3/3)
Fysikk 140 (2/2) 350 (5/5)
Kjemi 70 (1/1) 210 (3/3)
Biologi 70 (1/1) 210 (3/3)
Informatikk og IKT 70 (1/1) 280 (4/4)
Kunst 70 (1/1) 210 (3/3)
Teknologi 70 (1/1) 280 (4/4)
Den grunnleggende livssikkerhets 35 (1/-) 140 (2/2)
opplering (?)
TIL SAMMEN Maksimum 2100 (minst 4/minst 4)
DEN REGIONALE (NATIONALE-REGIONALE) KOMPONENTEN
TIL SAMMEN | 140 (2/2)
UTDANNINGSINSTITUSIONSKOMPONENTEN
TIL SAMMEN | Minst 200 (minst 4/minst 4)
TIL SAMMEN Opptil 2520 (36/36)
Ved 6-dagers studieuke 2520 (36/36)
Ved 5-dagers studieuke 2450 (35/35)
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Vedlegg 3: Innholdet i de aktuelle matematikkursene (1T og R1) i norsk videregaende
skole

Hovedomrader for R1: Geometri, Algebra, Funksjoner, Kombinatorikk og sannsynlighet.
Timetall for R1: 140 arstimer, der timetallet er oppgitt i 60 minutters enheter. Ved
omregning til en undervisningstime pa 45 min, vil man fa ca. 187 arstimer, det vil si 5
undervisningstimer per uke.

Hovedomrader for 1T: Tall og algebra, Geometri, Sannsynlighet og Funksjoner.

Timetall for 1T: 140 arstimer, der timetallet er oppgitt i 60 minutters enheter. Ved
omregning til en undervisningstime pa 45 min, vil man fa ca. 187 arstimer, det vil si 5
undervisningstimer per uke.

Kompetansemal: Norsk leereplan sier ikke noe direkte om innholdselementer. For a lage et
tilnsermet bilde av hvilke innholdselementer elevene far undervisning i, kan man se i
lerebgker som brukes i videregaende skole.

Her er kompetansemalene i de utvalgte hovedomradene:

Etter 1T - Vg1 studiefgrebuande utdanningsprogram:

Tal og algebra

Mal for oppleringa er at eleven skal kunne

o Tolke, bearbeide, vurdere og drgfte det matematiske innhaldet i ulike tekstar

o Vurdere, velje og bruke matematiske metodar og verktay til a layse problem fra ulike
fag og samfunnsomrade og reflektere over, vurdere og presentere lgysingane pa ein
formalstenleg mate

o rekne med rotuttrykk, potensar med rasjonal eksponent og tal pa
standardform,bokstavuttrykk, formlar, parentesuttrykk og rasjonale og kvadratiske uttrykk
med tal og bokstavar, faktorisere kvadratiske uttrykk, bruke kvadratsetningane og lage
fullstendige kvadrat

o Omforme uttrykk og layse likningar, ulikskapar og likningssystem av farste og andre
grad og enkle likningar med eksponential- og logaritmefunksjonar, bade ved rekning og med
digitale verktgy

o Omforme ei praktisk problemstilling til ei likning, ein ulikskap eller eit
likningssystem, lgyse det matematiske problemet bade med og utan digitale verktay,

presentere og grunngje lgysinga og vurdere gyldigheitsomrade og avgrensingar
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Funksjonar

Mal for opplaringa er at eleven skal kunne

o Gjere greie for funksjonsomgrepet og kunne omsetje mellom ulike representasjonar av
funksjonar

J Berekne nullpunkt, ekstremalpunkt, skjeringspunkt og gjennomsnittleg vekstfart,

o Finne tilneerma verdiar for momentan vekstfart og gje nokre praktiske tolkingar av

desse aspekta
o Gjere greie for definisjonen av den deriverte, bruke definisjonen til a utleie ein
derivasjonsregel for polynomfunksjonar og bruke denne regelen til a drafte funksjonar
o Lage, tolke og gjere greie for funksjonar som beskriv praktiske problemstillingar,
analysere empiriske funksjonar og finne uttrykk for tilneerma linegere samanhengar, med og
utan bruk av digitale verktgy
o Bruke digitale verktgy til a framstille og analysere kombinasjonar av
polynomfunksjonar, rotfunksjonar, rasjonale funksjonar, eksponentialfunksjonar og
potensfunksjonar

(Utdanningsdirektoratet, 2013, s.9)

Matematikk R1:

Algebra

Mal for opplaeringen er at eleven skal kunne

o Faktorisere polynomer ved hjelp av nullpunkter og polynomdivisjon, og bruke dette til
a lgse likninger og ulikheter med polynomer og rasjonale uttrykk

o Omforme og forenkle sammensatte rasjonale funksjoner og andre symbolske uttrykk
med og uten bruk av digitale hjelpemidler

o Utlede de grunnleggende regnereglene for logaritmer, og bruke dem og potensreglene
til & forenkle uttrykk og lgse likninger og ulikheter

o Gjare rede for implikasjon og ekvivalens, og gjennomfgare direkte og kontrapositive
bevis

Funksjoner

Mal for opplearingen er at eleven skal kunne

o Gjare rede for begrepene grenseverdi, kontinuitet og deriverbarhet, og gi eksempler pa

funksjoner som ikke er kontinuerlige eller deriverbare
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° Bruke formler for den deriverte til potens-, eksponential- og logaritmefunksjoner, og
derivere summer, differanser, produkter, kvotienter og sammensetninger av disse funksjonene
o Bruke foerstederiverte og andrederiverte til & drafte forlgpet til funksjoner og tolke de
deriverte i modeller av praktiske situasjoner
o Tegne grafer til funksjoner med og uten digitale hjelpemidler, og tolke grunnleggende
egenskaper til en funksjon ved hjelp av grafen
o Finne likningen for horisontale og vertikale asymptoter til rasjonale funksjoner og
tegne asymptotene
o Bruke vektorfunksjoner med parameterframstilling for en kurve i planet, tegne kurven
og derivere vektorfunksjonen for a finne fart og akselerasjon

(Utdanningsdirektoratet, 2006, s.3)
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Vedlegg 4: Innholdet i spesialiserende retning i matematikk for 10.— 11. trinn i russisk

allmennskole

Hovedomrader (for 10.— 11. trinn): Tall- og bokstavuttrykk (70 timer), Trigonometri (30
timer), Funksjoner (30 timer), Grunnleggende matematiske analyse (30 timer), Likninger og
ulikheter (70 timer), Elementer av kombinatorikk, statistikk og sannsynlighetsteori (20 timer),
Geometri (120 timer), Reserve (50 timer). Det vil tilsvare 420 timer fra den statlige
komponenten (DUVRF, 2004c).

Russisk leereplan sier ikke hvordan disse emnene fordeles, men leereplanen viser hvor mange

timer det er anbefalt til gjennomgaing av hvert enkelt emne.

Forfatterne til leerebgkene Muravin G.K., Muravina O. V. (2013) og Muravin G.K., Muravina
O. V. (2014) presenterer falgende timefordeling for spesialiserende retning i matematikk for

10.trinn (Algebra og grunnleggende matematisk analyse):

Nr. Innhold Timetall
1 Funksjoner og grafer 20
2 Ratter og potenser 17
3 Eksponentielle og logaritmiske funksjoner, 22

likninger og ulikheter

4 Trigonometriske funksjoner og dens egenskaper 50
5 Sannsynlighetsregning 9
6 Repetisjon 18

For spesialiserende retning i matematikk for 11.trinn presenterer de ogsa falgende

timefordeling (Algebra og grunnleggende matematisk analyse):

Nr. Innhold Timetall
1 Funksjonslere 13

2 Derivasjon 17

3 Derivasjonsregler 28

4 Integral og antiderivert funksjon 13

5 Sannsynlighetsregning 9

6 Likninger, ulikheter og dens systemer 27

133



7 Komplekse tall 13
8 Reserve 16

Oversikt over innholdselementer i kurset som gjelder Algebra og Funksjoner (10.-11.

trinn, spesialiserende retning i den russiske allmennskolen):

Emner Innholdselementer

TALL OG Divisjon med heltall. Resten ved divisjon med heltall.
BOKSTAVUTTRYKK | Sammenligninger*. Oppgaver med ukjente som er hele tall.
Komplekse tall. Aritmetiske operasjoner med komplekse tall.
Kompleks konjugert. Potensen av komplekse tall (de Moivres
forme). Algebraens fundamentalt teorem. Geometrisk tolkning
av komplekse tall. Trigonometrisk form av komplekse tall.
Polynomer av et ukjent. Polynomdivisjon. Resten ved en
polynomdivisjon. Rasjonale rgtter av polynomer med hele
koeffisienter. Horners regel. Polynom divisjonsalgoritmen.
Antall av ragtter til polynom. Polynomer av to ukjente.
Binomialformelen. Polynomer av flere ukjente. Symmetriske
polynomer.

Ratter og potenser med brgkeksponent. Potenser med rasjonal
eksponent. Potenser med reel eksponent. Egenskaper av
potenser med reel eksponent.

Logaritme. Logaritmen av et tall. Den grunnleggende
logaritmiske setningen. Logaritmen av et produkt, av en brgk og
av en potens. Overgang til et nytt grunntall. Briggske logaritmer
og naturlige logaritmer, tall e.

Omforming av de elementere (enkleste) uttrykkene, som
inneholder aritmetiske operasjoner, og i tillegg operasjoner med
eksponenter og logaritmer.

FUNKSJONER Funksjoner. Definisjonsmengden og verdimengden. Grafer til
ulike funksjoner. Tegning av grafer til ulike funksjoner.

Funksjonsegenskaper: kontinuitet, nullpunkt, bunnpunkt og

toppunkt, maksimalverdi og minimalverdi, skjaeringspunkt.
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Invers funksjon (omvendt funksjon). Definisjonsmengden og
verdimengden for invers funksjon (omvendt funksjon). Grafen
til invers funksjon (omvendt funksjon).

Eksempler pa funksjoner som beskriver praktiske
problemstillinger.

Potensfunksjoner, egenskaper og grafer. Horisontale og
vertikale asymptoter.

Trigonometriske funksjoner, egenskaper og grafer. Periodiske
funksjoner. Inverse trigonometriske funksjoner, egenskaper og
grafer.

Eksponentialfunksjoner, egenskaper og grafer.
Logaritmefunksjoner, egenskaper og grafer.
Avbildninger/Transformasjoner av grafer (speiling, rotasjon),
parallellforskyvning, skalering og symmetri av grafer til

funksjoner.

LIKNINGER OG
ULIKHETER

Likninger og ulikheter med eksponential- og
logaritmefunksjoner, og trigonometriske funksjoner. Irrasjonale
likninger og ulikheter.

Hovedmetoder for lgsning av ligningssystemer:
innsettingsmetoden, algebraisk addisjon, bruk av nye ukjente.
Likeverdighet av likninger, ulikheter og ligningssystemer.
Ekvivalente likninger. Lgsning av ligningssett med to likninger
med to ukjente (enkelte typer). Lasning av ligningssett med to
ulikheter med en ukjent

Bevis av ulikheter. Ulikhet om aritmetisk middeltall og
geometrisk middeltall. Grafisk lgsning av likninger og ulikheter.
Bruk av fortegnsskjema.

Oversikt over kunnskapene og ferdighetene (kompetansemal) som man skal kunne pa

slutten av allmenn grunnutdanning 10.-11. trinn, spesialiserende retning i den russiske

allmennskolen:

Emner

Kompetansemal.

Mal for opplaringen er at eleven skal kunne:
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TALL OG
BOKSTAVUTTRYKK

-utfgre aritmetiske operasjoner, kombinere muntlige og
skriftlige metoder, finne verdiene av rgtter og potenser med
brgkeksponent, logaritmen, bruke digitale hjelpemidler, bruke
evaluering og beregninger i praktiske sammenheng

-bruke regler for divisjon for a lgse matematiske oppgaver
-finne rgtter av polynomet med et ukjent

-faktorisering av polynomer

-utfgre operasjoner med komplekse tall, bruke geometrisk
tolkning av komplekse tall, finne komplekse rgtter av likninger
med reelle koeffisienter

-utfere omforminger og utregninger av setninger med tall og
bokstaver, inkludert potenser, logaritmer og trigonometriske
funksjoner, ved hjelp av kjente formler og regler

-bruke matematiske metoder og hjelpemidler til 3 lgse
problemer fra ulike samfunnsomrader

-ufare praktiske beregninger ved hjelp av formler, inkludert
formler med potenser, logaritmer og trigonometriske funksjoner

-bruke ved ngdvendighet hjelpemidler og IT

FUNKSJONER OG
GRAFER

-finne funksjonsverdi ved ulike representasjoner av funksjoner,
som grafer, tabeller, formler og tekster

-beskrive egenskaper til funksjoner ved hjelp av formler og
grafer

-beskrive og konstruere avbildninger (speiling, rotasjon),
parallellforskyvning, skalering og symmetri av grafer til
funksjoner

-lgse likninger, ulikheter og dens systemer ved bruk av
egenskaper til funksjoner og geografisk tolkning til funksjoner
-bruke kunnskaper i forskjellige praktiske virkelighetsnzre
situasjoner for a beskrive og undersgke forskjellige praktiske
sammenhenger ved hjelp av funksjoner,

-lage grafisk fremstilling av praktiske sammenhenger

-fortolke grafer av praktiske virkelighetsnare prosesser
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LIKNINGER OG
ULIKHETER

-lgse rasjonelle og irrasjonelle, eksponentielle og logaritmiske
likninger og dens systemer

-lase rasjonelle, eksponentielle og logaritmiske ulikheter og
dens systemer

-bevise enkle ulikheter

-lgse praktiske problemer ved hjelp av likninger og ulikheter og
vurdere gyldigheten av lgsningen

-bruke koordinatsystem for a presentere lgsningene av likninger
og ulikheter av to ukjente og dens systemer

-finne grafiske lgsninger av likninger og ulikheter

-lgse likninger og ulikheter og dens systemer ved hjelp av
funksjonens egenskaper, bruke grafiske metoder ved lgsninger
-bruke kunnskaper om likninger og ulikheter og dens systemer i
praksis og i hverdagslige liv for a lage og utforske enkelte

matematiske modeller

*Det som er merket med kursiv, er inkludert i undervisning, men tilhgrer ikke kompetansemal.
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Vedlegg 5: De vanligste studielgpene i matematikk med elevantall i 2013/2014 pa SSP

De vanligste studielgpene i matematikk med elevantall i 2013/2014 pa SSP (UDIR, 2014):
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Vedlegg 6. Struktur av matematikkundervisning i den russiske skolen

ALLMENN GRUNNUTDANNING

10.-11. klassetrinn

Ungdomsskole allmenn

utdanning

MLYNTLVIN

[413NO3D

| ODNINdAQHOS ISATVNV ISILVINILVYIN IANTODITINNNYD
(CE[ARENNAN Vdg3Io1v
MILVINILVYIN
[413NO3D

[ DNINLIYIIANLS

ISATVNV ISILVINILYIN JANIOOTTNNNYD

5.-9. klassetrinn

Mellomskole

allmenn utdanning

JANIYISITVISIAS
Vdg93o1v

MANLVNILVIN
I ONINLIYIIANLS [413INO3ID

JANIYISITVISIAS
-

ASATVNV ISILVINILVIN JANIOODITNNNYO

NNIYLISSVI
6L

1.-4. klassetrinn

Barneskole allmenn

utdanning

vd49391v
MLVINILVIN
[413INO3D
| ONINdAQYHOAS
Vdg3o1v
(CEARESN AV

[H13INOID
NNIYLISSVII "9-'S Vdg93o1v
MILVINILVIN MILVINILVIN

Struktur av matematikkundervisning i den russiske skolen (Bolotov et al., 2012, s.35).

139



Vedlegg 7. Utsnitt fra den russiske laeereboken Matematikk for 11. trinn

lmaeas

YPABHEHUS,
HEPABEHCTBA

U UX CUCTEMBbI

CBoé yMenme pemars ypanmemus, HepaBEHCTEE M CHOTOMAL Bil
HEOAHOKPATHO NEMOHCTPHPOBANE B NPEAIISCTRYIOIEM Kypce.
B yueGmuxe mus 10 xnacea nogpobuo PACCMATDRBANHCH HPDAIK-
OHANLHEIE, TTOKASATENbMME, NOTAPHPMHYOCKHe W TPHIOHOMET-
pEYecKknre ypasgesus. B sroit rnase Gyaer memuoro NOBTOPEHNA,
HO IIABHOE — 3TO SHAKOMCTBO ¢ MCKOTOPRIMHE CIOITHEIHHAIMI
OPHEMAMH, KOTOPME NOMOTAOT HPH DemeHHEy Golee TPYARLIX
aajav.

Anrefpa co3aananacs n PADBHBANACH KAK HAYKA 0 PEIIEHEH
ypasHeEu#. Jlaxe camo cono «anrebpas SRigeTes YACTHIO apab-
CKOr'0 HAJBAHHEA HACTO HCHOAL3YEMOTO NPHENMA PH pEmTeRME
YPaBHeHRHE — NEPEHOCA WieHs W3 OXHOR YaCTH ypasHeHus B Apy-
I'YIO C DePEMeHOR ero auaxa,

HauBomsmuit warepec Maremarnron OPHEBAEKANH TAK HAGMK-
BAGMEIE Yerbie ypaenenua c ognolt nepemennoil, » nesodt wacra
KOTOPWX CTOHT NEJOe BEPAKCHNE, & B NPasol — Hys.

Kax su onaere, moGoe nenoe BMpAXKERNe MOMKEO mpeolpaso-
unnmmmommﬁuymmuea.mamym
CKA3aTH, TO nenoe ypanuenme ¢ OANOR nepeMesNOof mmeer mug
P(x) = 0, rne P(x) — Muorowren ¢ oguot nepemenxoi x, Hanoy-
HiM, 9TO CTENEHLIO TAKONO MHOMOWIGHA HASHIBAIOT CTENEHS €10
CMApuiez0 NAENG — WieHA, COAEPIKAMEr0 NEPEMEHHYI0 B HA-
mboasmed crenenw. Tax, manpumMep, nesas wacTs yPaBREeNus
2x% - 3x* - 3x + 2 = 0 — MEorOuNen TpeTLed cTemeny. Ilo cTeme-
HE 9T0I0 MAOIOWIEHA H CAMO YPABHENHE HAIKIBAIOT YPABHSHHEM
TpeThell cTeneRN MAM KyGWTOCKHM YpaBHeNmen. Boofine, ypan-
HeRWe, JERAS FACTH KOTOPOIO — MEOIOWIEN n-it crenenu ¢ ogaol
nepeMeRRON, A IPABAR — HyXTh, HAIMBAIOT ypasnenuem n-it cme-
nenu.

Ymnmuep:oimnennmmmn+b-0.mea #0.
Taxwe ypasmesrs sn mavary pemaTs em@ » avansHOM mRoNe,
anﬂummeuuoucmcmmmmnmm
MOTAH permmATh J1060e ypannesme nepsolt crenesy.
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Fnasa 8. YPABHEHWS, HEPABEHCTBA W UX CUCTEMBI

YpasEesHA BTOpO# CTENEER — KBAADATHLIE YDABHEHHSN
ax? + bx + ¢ = 0, rae a # 0, B HAYYAIRCH PEMATS B 8 KAACCE.
Kopam moforo XsagpaTsOro ypasnesmas MoxEO mafite o dop-

Myae
=bz /b _dac
x1' ‘ .

Pemenue ypasuenufi, cTeness KOTOPRIX BhIIE BTOPO#, ofnry-
HO ABJSErcA 3HAYHTeNLHO Gonee TpyasHol sanawedt. IToxamem
CHAYANA, KAK MOMHO HARTH IeJNe KOPHN Hes0r0 ypasHeHus.

14. Llensie KOpHU MHOro4sieHa
C uensimu kKoadpodbuumeHTamm

Ba MHOro pas ¢ nomMomso Teopemi Buera noabmpans nesste
KOPRH IpRBeASHELIX KBagpaTHNX ypasEeHEn, ITonfopom mom-
HO HAXOANTSH UEALC KOPHM NEJKX ypasHeHRN B 60Jee BMCOKAX
crenesed.

Ilycts P(x) — muorounen ¢ nennvs xosdbduamenrann. Torga
opi T060M MeNOM JHAYEHMM NepeMennoft X anaYenne TOrO MEO-
rousnena -— nenoce wHcao. Hac mATepecyor KOpHM ypasHeHRS
P(x) = 0, r.e. apavesms x, ofpamamonmuEe Muorowren P(x)
B HYJb.

Suavenna nepeMennol, UpH KOTOPRX SNARENHE
MHOIOYJEEA DARHO HYNI0, HASKMBAIOT
KOPHAMU MHOZONAERA.

Npwmep 1. Kaxwe wa wncen ~2, 8, 17 annmores KopHss
muorounena P(x) = 4x3 - 13x? + 5x - 67

Pewexnwne YToSM OTBETHTS HA BOUPOC BANAYH, JOCTATON-

HO BRYHCARTE 3Havesna P(-2), P(38) u P(17). Ognaxo uac aurepe-
CYIOT HE CTOJLKO CAMM JHAYEHNSA MHOTOYJIEHA, CROABKO PABHE] JIN
OHHE HYIO,

1)Ipn x = —~2 pce YIeHN MHOIMNOYJIECHA NDPHHUMANIT OTDHIA-
TEJALHLIO SHAYEHHSA, IOITOMY JHAYEHEE MEOIOYIeHA OTPHIATeNL"
HO P(—2) » 0, 2 uscao ~2 He ABAASTCHA KOPEeM MHOTOWIeHA P(Xx).

2)P(3)~4-3*-13-32+5+3-6=4-27-13:9+15-6=

-108-1174+16~-6=0.
Yucno 3 — ropers MmEorogsena P(x).

@ > - )
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14, Uensie xopim MHOMOMNIeHS O Lamsimm KCIDDHLHEHTEMA

8)IIpm x = 17 Bce wiens MEOMOWIEHA P(x), copepsxare x,
AenfTCA HA 17,acnoﬁomauen,pnm-6.u17nemm
ca. B 651 wieso 17 65L10 KOpHEM MBEOrOWIeHA P(x), To Bairron-
HANOCH OB paseHCTBO 4+ 172 - 181724 5+17 -6 = 0.

[leperecém ~6 » npasywo vacrs PaBEHCTBA, A B Jepo#ft wacTH
BhiHecem MEOMuTeNAS 17 sa crolxm: (4172 - 1817 + 5)+17 =
-B.Bmimmnouomnmmtinmne-
JI0@ YHCI0, KOTOpOe Zexmres Ha 17, a wueno 6, cTosmIee B npasoft
UACTH DABEHCTHA, Ha 17 He XeAWTCH, SHAYHT, $TO DABEHCTBO He
sep=o. Ho rorga me exrmonusercs H DABEHCTBRO

4:17%-13-172 +5-17-6=0,
a smaunT, 17 He ABAsercs KOpEEM MHOTOWIeHA P(x).

OreerT: nammxwmmnoncmBmmzmp-
HeM MEOrOwrena P(x).

Paccymaernsn, xoropue no3RoNAAN HaM Gea surancaenuit oge-

JIATH BEIBOJK O TOM, 9T0 17 He sasercs KopHeM MHEOrownena P(x),

Bonee roro, anasormaane PACOYRACHHA MOJKHO IPOBECTH B ANA
J060T0 MEOTOWNENA C TeALIMT RKoaQduumenTanmy.

IIycTs nenoe ymcno k — KOPEHb MHOIOWIEHA C NEARIMHE Koad-
PHEnmeRTAME a,x" + a,x"-! + ... + a,x + ¢. Toraa ma TOr9,
W0 8,k + agk" '+ . +ak+e=0, caenyer, aro (a,k" -1 +
+a,k“"+...+cn)k—-c.nesuumpnamaumnk.

QHATHT, na k JoNMHA JeNHTLCR B OPaBAK TACTL PABEHCTEA, T. €.
Ha k gonsmen gemmThes ceobonueit waen MuOroYIeNa,

910 noasoaneT CHOPMYARPOBATE BAYKNEIN BRBOA.

( Beskndt nesnit KODEeHL MHOTOYNOHA ¢ He b

KoadduTmenTaME ABAROTCSN JenuTemeNM
ero ceofoxmoro wiesa,

SHAYRT, HOKATL TEXLIe KOPHM MHOIOWICHA C NENLIMH KOd]-
dunrenramu crenyer cpenu zexmrened ero ceoboguoro wiesa,

—— -----—---——--—------——-—--——--—----.

Pewenwne. Yucuao 2 mveer 4 geaurens: 1,-1,2u -2.0p-
mmuoﬁomommu—memﬁnmpn,anm

142



Fnasa8, YPABHEHWS, HEPABEHCTEA W MX CUCTEMb!

KAHAHAATH B KODHE. BaryHCIAeM COOTBETCTBYIONIHE SHAYONMS
MHOTOWIeHA:
Ql)=3-8+3+2=0, A-1)=-3-8-83+2+0,
Q2)~24-32+6+2=0, Q-2)=-24-32-6+2+0.
OrTBe T mmorowren Q(x) mmeer zsa uemsx xopua 1 u 2.

V IlepeGmpas KOPAA, MOKHO HANTH He TONLKO nexwe, HO A
ApolHne KOpPMM MHOIOWJIEES, ECAW ¥ HErd OHH ecTh. ILycTs me-

coxmumgpocsg.rmp—moe.aq—nwpaxwoeucxo.

SAIBNAETCA KOopHen mMuorounena 3x? — 8x2 + 3x + 2, 1. e. »umon-
HASTCA PAREHCTRO

o[e]-o(g] +a(5+2-0

Yuroxxam ofe wacT# #1010 pasencrsa ua ¢¥, noaywnm

3p® - 8qp? + 8¢ + 2% =0
1 npeobpasyem ero Jesyw YaCTh
8p® + g(—8p? + 8¢gp + 2¢?) = 0.

Cymma ® BTOpOE Claraemoe Jesofl YacTs Jensrcs ma ¢, aua-
9T, ¥ nepsoe caaraemoe 3p* geamres ma ¢. INockomsxy p? me
uMeeT ¢ ¢ ofmux Aenmrened, IHAYRT, HA ¢ AGARTCH YHcno 3.
Taxmm ofpasoM, spamernatens ucxkoMo gpobu goaxxen 6uTs pa-
3, nockoaLKY Bee nexue xopuu (apofu co anamenarenen 1)
yKe maiaewn.

CrpynnapoBas 9IeHs MHOIMOYJEHA WHAYE, [IOJYYIHM DABEHCT-
B0 p(3p® — 8gp + 3¢?) + 2¢® = 0. Mia 9T0ro papencIRa TAKHME e,
KAK ¥ B OPeLIAYINEeM CAyYae, PACCYRALHAAME, IOAYIHM, 9T0 2
HONAMCHO ACAUTLCA HA p, SHAYHT, IPETEHAOBATE HA POIL xpobroro

N T

ROPHA MOTI'YT YeThIpe YRCJHA: 3'°3'3 I-%. Tomcraniss ux »

MHOTOYMJIEH ¥ BRNHCIAA €I'0 3HAYeHHES, OOYTHM, 9TO TOABKO —%
HBARETCH KODHEM.

IIposegénnnie pACCYMAEHHR NOIBOARIOT COHOPMYIRPOBATH
BAKHOE CBORCTBO APOGHON KODHA MEOIOYJIGHA.

Ecxu pecoxparinas Xpobs SBAMETCA KODHEM MHOI'OWISHA
C eANMA KOOQPUIHeRTAME, TO 68 JHAMERATENL ARARETCA
AenRTENENM CTAPIIEro RoapPrRnEeHTa, & THCAHTENS —
Aexurenem cBOOOAHOID WISHA ITONO MHOIMOWACHA. /A

H_‘c
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Vedlegg 8. Utsnitt fra den norske lzereboken Sigma R1

4.4 Likninger og ulikheter med polynomer
P n o e
: - dlese I(krmgrr oy ulikSwter ved palynonser vad 3 bruke nullpunktssercigen

B R S L e P E R TR R L

a) Finn en Igsning 6] © — &2 — Ty +4 =0 ved 4 prove deg from.

b) Laga lixningen o — fixt + Ts +4 =0 ved regning.
c Lpw ulikheten »* — 622 + Tr+4 <1 ved reening,

Lysming:
i) Vi peever med ulite verdier av £ og faee at « =4 gir

62 4+4=1
AlRA vet vi at x —4 e eb lesnlbg til likningen.

b) Feaavesviat X' — 2 + Tx +4 erdelelig ed x—4.
Vidividerer ap fir (7 627 - Ty +4) i [v-4) =X -2 -1
Duvetvian @ =672 +7x+4 = & -2x 1)z 4) {
Altsfveeviat X — @ =X+ 4.0 & (s —B—1)x—4) = 0. :

Her gir produktctringen a PROW:" fm""“”

LN » I

X —2-1=0 cler z—4=0 3

Vi Iser undrepeadslikniupen med et digitalt verkiy oz fianec al a=n ele p-gp

x#z241, £2: 041 oller x=4 =

Vi mA tinae {oclemslina o 2 — 6% = 7x + 4.

Uttrykked e lik poll ndr r == —al, x=124) og z-. 4,

Disye nullpinktane maar vi av pd foctegnalinga.

Si regnes vi ut foctegnet 1 hvect omnide,

Tettc kan vi giare ved @ hrske el digilale verktay 61 3 rcpoe ut

funksjonsverdier i hved vmmde,

Nar vi faktoriserer tredjegradsutirykket, kun viogsd finne fartegnens

ved regning. En x-verdi il venstre for ~041 er x = —1. Da blir

fortogoeoe Bl faktocene i (x| 0,41)(x — 241 (x — 43 Lk —- =« —,

Alesa blir fomtegoel 1i] produktet mines. Tilsvarcode kuo vi feoke 1 de

wodee vwefidene, Vi viscr fortepoene pd fipuren.

41 241 I

1 0ATK 2 ) == | A
A )

Vi icser av svarek x € (¢, 04F LI [2,41. 4]

Vi kan g tredjegmadslaiger pd et digitaht verktpy.

1 2‘ Kapitted 4 | Auseens
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Vedlegg 9. Leereplanens tre nivaer

Den intenderte

lereplan

(systemniva)
-Lareplaner og

rammer)

Den
implementerte
leereplan
(klasseromniva)
-Undervisning og

leerere i skolen

Lereplanens tre nivaer (Gjone, 2003; Grgnmo, 2010)
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Den
resulterte
lzereplan
(elevniva)
Kunnskaper og
holdninger hos

elevene



Vedlegg 10. Oversikt over delkapitlene i lzerebgkene

Tabell 1: Oversikt over delkapitler i Sinus 1T

Delkapittel Tema

3.1 Likninger

3.7 To linezere likninger med to ukjente
3.8 Ulikheter

4.3 Grafisk lgsning av andregradslikninger
4.4 Andregradslikninger med to ledd
4.5 Andregradsformelen

4.6 Mer om andregradslikninger

4.7 Ikke-lineaere likningssett

4.9 Andregradsulikheter

5.8 Eksponentiallikninger

5.9 Logaritmelikninger

Tabell 2: Oversikt over delkapitler i Sigma 1T

Delkapittel Tema

1.6 Likninger

2.4 Linezre likningssett. Addisjonsmetoden.
Innsettingsmetoden

2.5 Grafisk lgsning av lineeere likningssett.
Lasning med digitale verktay

2.8 Sammensatte eksempler

3.7 Eksponentiallikninger

3.9 Logaritmelikninger

5.2 Kvadratiske likninger og produktregelen

5.8 Lasningsformel for andregradslikninger

59 Bruk av andregradslikninger

5.10 Likninger med brgker

5.14 Likningssett som ikke er linezre

5.15 Sammensatte eksempler

7.1 Lineere ulikheter. Fortegnslinjer
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7.2

Lasning av ulikheter ved hjelp av
fortegnslinjer

Tabell 3: Oversikt over delkapitler i GMA 10.trinn

Delkapittel Tema

3 Kontinuerlige og monotone funksjoner
5 Potensfunksjon

6 Rotfunksjon

9 Eksponentialfunksjon

10 Logaritme

11 Logaritmefunksjon

26 Trigonometriske likninger

30 Likninger og ulikheter

Tabell 4: Oversikt over delkapitler i Sinus R1

Delkapittel Tema

11 Logikk (ekvivalente/likeverdige likninger)
1.7 Likninger og ulikheter

1.8 Rasjonale likninger

1.9 Rasjonale ulikheter

2.2 Eksponentiallikninger

2.3 Eksponentielle ulikheter

2.4 Likninger og ulikheter med Ig x

2.6 Bruk av den naturlige logaritmen

2.7 Likninger og ulikheter med In x

Tabell 5: Oversikt over delkapitler i Sigma R1

Delkapittel Tema

2.3 Irrasjonale likninger

4.4 Likninger og ulikheter med polynomer

4.5 Likninger lgst med substitusjon.
Broklikninger

4.6 Brokulikheter
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4.7 Logaritmesetningene

4.8 Likninger med logaritmer

4.10 Likninger med naturlige logaritmer

411 Uttrykk og likninger med tallet £

4.12 Ulikheter med eksponentialfunksjoner og
logaritmer

4.13 Sammensatte eksempler

Tabell 6: Oversikt over delkapitler i GMA 11.trinn

Delkapittel Tema

14 Heltallige ratter av polynomer med
heltallige koeffisienter

15 Polynom divisjonsalgoritmen

16 Likninger og ulikheter

17 Systemer av likninger og ulikheter

18 Oppgaver med parameter

21 Kubiske likninger

26 Algebraisk form av komplekse tall

30 Geometrisk tolkning av komplekse tall
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Vedlegg 11. Analyseskjemaet — Sinus 1T

HEURISTISKE METODER

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Kap. Del- Tema Eks. Side [Seetter et| Lagen Lagen | Provogfeil | Lgs deler av Jobb Tenk pa et Gjor Se. Bruk digitale | Introduser
kap. monster |systemati [illustrasjo problemet | baklengs liknende | problemet |problemet fra|hjelpemidier |hjelpeelemen
sk tabell n problem enklere | en anneside ter

aila2[bla1fa2] b

11 Regnerekkefglge | Eks1 | 10

12 Brokregning Eks3 | 13 1

Bokstavregningog | Eks5 | 16

paranteser Eks6 | 17

e1ga8je S0 JuluBaujeL T

1.4 | Rasjonaleuttrykk | Eks8 | 20

[ [ /I 1 A 1

15 | Kvadratsetningene | Eks 11 | 24

16 Faktorisering

Forkorting av Eks 14 | 29 1 1 1

rasjonale uttrykk | Eks 15 | 30 1 1

Fullstens
kvadrater

Metoden med Eks 17 | 35 1

1.9 fullsten

%
w
£y
N

kvadrater Eks 19 | 37 1

31 Likninger Eks2 | 74

™

32 Formler Eks5 | 78

WAmnspes3sioy ¢
i
~
<
N

33 Rette linjer Eks 7 | 85 1

34| Digital graftegning | Eks8 | 88

Afinne likningen for [ Eks 10 | 93

eilinje Eks 11 | 94

36 | Grafiskavlesing

To linezere likninger | Eks 15 [ 100 1 1 1

w |nnjolelofw[n[rlrlelr[vfrlr|rlr|r] o [N|w|n]|ofwlr |k |k |r|nn]r]e|k|e|e

med to ukjente
Eks 16 | 102 1 1 1 1

Eks 16 | 105 1 1

N

38 Ulikheter e 17 106

o

Andregradsfunksjon
er

Eks 1 |116 1 1 1

Eks 2 |123

Grafisk Igsning av

8 inger

»
w
b
w
I
td
[Ny Y

Andregradslikninger | Eks 5 | 128

med to ledd Eks 6 |131 1

by
~
tr
s

4.5 |Andregradsformelen

Mer om Eks 9 [138 1 1

andregradslikninger | Eks 10 139 1 1 1

Ikke-linzere Eks 11 (142 1

piAmnspesSaipue So auolsyuny
By
oo
Y
I
&

likningssett Eks 12 143 1 1 1 :

Faktorisering av

g

4.9 |Andregradsulikheter [ Eks 17 [153

5.1 Potenser Eks3 |163 1

for

gl
potenser

Jowy11e80| 30 JASUBI04 G
=
e
=
3
2

5.3 |[Tall pa

og

5.4 ratter av hoyere

orden

Potenser med en | Eks 18 (176 1

brok som eksponent [ gks 19 177,

56 Prosentregning

i3
N
b
13
i
[ (S

5.7 Logaritmer Eks 27 [187

er Eks 33 [191 1

5.9 | Logaritmelikninger

71 | Linemremodeller | Eks1 [230 1

7.2 | Linewr regresjon | Eks 2 [233 1

73

funksj

ner

Joljppow 30 Jauoshiuny -
by
o
™
2

7.5 | Potensfunksjoner | Eks9 [249

-
[ [ I A [V A A A AN

Rasjonale Eks 11 [ 254

Eks 12 [ 256

b
~
N
iy
IS
U [ 15 R 5N 1Y A 1O A SN /Y O O

Gjennomsnittig

8.1
vekstfart

Eks 1 |263

8.2 vekstfart| Eks 2 |266 1 1

8.4 Vekstfart som Eks 4 |273 1 1
grenseverdi

NN R e |w|s]annv]s[w]r R |wn]err|e]e|o|o]o|k [k |r]r|r|r|o|r |~ |r|ole]e|ele|r |k |r|r|olole|r oo |a[n|r|a |k |n]a |k wln |k |n] NNk [

Eks 7 |279

8.6 Noen Eks 8 |280 1

uofseniap 80 11eisYoN '8

derivasjonsregler | Eks9 [281 1 |

57 Eks 10 [ 286 1

of Eks 11 [290

838 Optimering Eks 12 [291 1

Eks 13 [291

wfefrfefm

8.9 | Mer om optimering | Eks 14 [294 1

NSNS ANAE

sum 116 12 2 12 o a 18 13 35 2
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Vedlegg 12. Analyseskjemaet — Sinus R1

HEURISTISKE METODER

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Kap. Del- Tema Eks.  [Side[Seetteret| Lagen Llagen | Provogfeil | Lgs deler av Jobb Tenk pa et Gjor Se Bruk digitale | Introduser
kap. mgnster |systemati [illustrasjo problemet | baklengs liknende | problemet |problemet fra|hjelpemidier |hjelpeelemen
sk tabell n problem enklere enanneside ter

alfa2|b |alfa2]|b

11 Logikk Eks1 | 12 1

12 e Eks2 | 17 1

Eks3 | 19 1

eigadly ‘T

13 | Noen bevi Eks4 | 20 1 1

Eks5 | 21

Eks 6 | 24

Eks7 | 25

Eks8 | 26

Eks9 | 26

Restenveden ke 10128
15 _ Eks 11| 29

Eks 12 | 30

poly ]
Eks 13 | 32

Eks 14 | 34

Faktoriseringav | Eks 15 | 34

e e |-

polynomer Eks 16 | 36

Eks 17 | 37

Eks 18 | 37

Eks 19 | 39

Likninger og Eks 20 | 40

ulikheter Eks 21 | 42

NNENE
[ 15 Y [ P

Eks 22 | 43

Eks 23 | 46 1

1.8 |Rasjonalelikninger | Eks 24 | 47

Eks 25 | 48

Eks 26 | 52 1

19 jonale ulikheter

e e[
NEEAENE

Eks 27 | 53 1

Eks1 | 59

2.1 | Bri i
riggske logaritmer te2 | 61 T

Eks3 | 63 1

Eksponentialliknin
P € eksa 64 1 1 1

Jaunpesol 'z

< Eks5 | 65

o Eks 6 | 66 1 1

23 Eks7 | 68 1 1

ulikheter
Eks 8 | 69 1 1 1 1

Eks9 | 71 1 1 1

Likninger og Eks 10 | 72 1

ulikheter med Igx | Eks 11 | 73 1

Eks 12 | 74 1 1

Nr(r|w|aln|n|o|w[r|rlo|s|w|w|nnv|wn v w|oln|v]r[m]|olo|o|o|e|e|e|o|n | |m |-

Den naturlige
25 N Eks 13 | 78 1 1 1
logaritmen

w

Bruk av den Eks 14 | 81 1

naturlige logaritmen | Eks 15 | 83 1 1 1

Eks 16 | 85 1

e e ]e

Likninger og Eks 17 | 86

ulikheter med Inx [ s 18 | 87 T 1

Eks 19 | 88 1 1 1

Eks 1 |257 1

71 Grenseverdier
Eks 2 [259

Eks 3 260

Kontinuerlige Eks4 [ 261

funksjoner Eks 5 |262

suzlsuolsyuny -,

Eks 6 | 264 1

Eks 7 |268

7.3 |Vertikale asymptoter( Eks 8 |268

[N SN SN PN

Eks9 [270

rnfe|alofe|ofo|r|w|n]m N ]n|w

Horisontale og skra | Eks 10 273 1 1

Eks 11 274 1 1 1

7.5 Derivasjon Eks 12 [279 1 1 1

Eks 13 [282

Der sjon a
tasion av e 14 282 1 1

. Eks 15 [284 1

Eks 16 [289

7.7 | Funksj ofting

Krumningog | Eks 18 [295

1

Eks 17 [291 1 1
1
1

vendepunkter Eks 19 [298 1

7.9 |Fartogakselerasjon| Eks 20 |302

o |Nv|w(n|wle|vlo|w|w| ~

sum 66 8 0 28 o 0 17 3 17 1
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Vedlegg 13. Analyseskjemaet —Sigma 1T

HEURIZTIZKE METODER

1 2 3 4 5 [ T 8 a 10 1l
Kap. | Dl |Tems Ekz. | 5ide| Suattar ot| Lagen | Lagen | Pravogfal | Les deler ar ) Tenk ph ot Gjer B Biruk digitals | Inbreduzer
kap. mengter | systemati | illuztragion problemet | baklangs liknende | problomet | problemet fra | hielpsmidier | hielpoclement

k tabell problem enklere &h anne side ar

al |a2[b |al |

m
=
&

Weien om 1+ en nyttig
fram

=
J 1S B -
b

m|m|m
FEES

B R

12 Froscnt

m
=
B

m
=
k3

SE0IRNNI NEYYE WAEW ‘|

m
g
g

P 1= Y P P P e e e
W

EXE

m|m
b

FRegnerckhefolgs og

m
=
B

=]
e

fortegn

Eks 11| 15

Ekz12| 16

14 Rzgring med brak Ekc 13] 16 !

Ekz14| 17 1

Ekz 15| 17 i

Ekz16| 13

Grunnleggende

algebra Ekz17| 13

Ekz13| 13 1 1 1

Ekz13| 20

1
1
2
2
2
2
1
o
1
[]
o
o
1
1
1
[]
o
3
o
2

158 Likningzr Frz20| 21 7 7

Eks 21| 22

17 Kuadratratter LE ks 22) 22

ks 23] 23 1

Dizkadizks Ekz24] 24 o

13 m3lenheter, Ek: 25| 25 L

Mayaktighet Eks 26 25 0

s 4| 52

112 Yekstiaktar 239) 52

s 36 F3 1

Ekz 37| 33 1 1

113 Lingert farhaldztall Eks 56| 54 1 1

Eks 33| 35 1 1

Eks 40[ 35 i

Ekz 41| 36 1

Fammensatks Eks 42| 36 1

114 eksempler Ek:s 43| 37 1 1

Eksdd| 37 1

Eks 45| 37 1 1

21 | Funksiencbearepet | ke | 60

Eks 2| &1 i 1

Linzzre funksjner Eks 5 | 62

a2 Eks 4 | B3 i 1 1

Eks5 [ 63 1

lanolsyiy aeen g

Formel for
i I

ks b | 6d
T

m|m

2.3

I st

m
=

| | f o] [ | | e |2

[
Linazrs libningzzett. | g | g 1

24 ddiz den.
Innzettingzmetoden | Ekz 10| BT

Grafisk lazning av

rmr—— LA 1 1

(5]

2.5

Lasning med digitale

verktay Eks 12| 63 1 1

L

Ekz13| 10 1

2.6 Ettpunktsfarmelen
Ekz14| ™ 1

B Linar regrezion | Ekz 15| 13 1

Ekz16| T4 1 1
o

28 Ekz 17| T4 1

| [ ot | e

chsempler
Ekz 18] 15 1
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1 2 3 4 5 3 7 & a 10 1
Wap. | Dek [Tema Ehs. | 5ide| B¢ etter ot|  Lugen | Lugen | Provog fel | Les der v JoEb Terh ph et Gier e Bru digitale | Intraduser
[ manster | systematiz [ illiztrasion problimet | Eaklengs libnends | problomet | problemst fra | hislpemidler | Bjelpesoment
ksl prablam anklors | en anne side ar
W1 [+2[E |of [=2]b Sum
o ”
z o1 Potenser med | 1] 30 0
g 1| positive cheponenrer | EFs 21 31 L
E Fha3 | o1 [
z Ehcponantar B all. | £pg | a2 °
E 52 |Megative shep
z Eks5 | 33 1 1
Ed
H EED [
: . k7] 34 1 1
%1 33 Store og zmd tall Fhe | 55 1 1
g Fhz3] 35 1 1
B g | e remer. Ukjent Eks 0] 36 ! 1
H - vehstfaktor Ehs 1] 36 L]
E EHED 1 1 2
- Potensermed | Ekz 13| 98 o
35 | brekeksponenter. | Era 14| 33 ] 1
Potenzbunksioner  [Ea ] 59 T 7 =
Eks 16] 100 [
) Eke 17| 00| 1 1
35 Lagaritmer R : : =
Ehs 3] 100 1 1
Eks 20| 102 1 1
37 | Ekg i
P Er ol 105 7 i
Ekz 22| 107 [
o8 Ek:ponen:l:.lfunkqon o2 105 ] p
I Ekz 24] 106 1 1
i
i Fhs 25] 107 1 1
san | Sammemeatts | Ehe26] 108 1 1 F]
shzempler Ekz27| W03 1 1 2
o Eks 1| 162 [
Z 52 | Kvadratizks likninger
= sqproduktregelen | EW2 2| 18F) 1 1
g
Ehe 3 | 164 1 1 2
53 | Kvadratiske likninger
g produbtregelen | EF 4 | 165 ! ! ! i
Eks5 | 165 [
54 | Konjugetzctningen [Eksf | 66| 1 1
ka1 167 1 1 z
. . Ehs & | 168 [
55 sreesgandte S 6 o
kuadratzetning
R R 1 z
Eks 1] 170 [
o | Farsteogure [Ehei2| 0 o
: keadratsetning | Ehz 13| 171 T ] )
Eks 14] 171 1 1 2
Faktorisering oq | Eks 18 | 172 1 1 1 3
57 Forkorting av
N Eks 16| 173 1 1 1 3
Lomninastormal for |EEITL T8 o
55 | -oamnasterme ter o e ma 0
Ek=13] 115 1 1 =
e Ehs 20| 116 1 1 1 3
EE T Eks 21| 176 1 1 2
Eh=22| 117 1 1 z
Eks 23] 118 1 1
Ek= 24| 118 1 1
10 | Likninger med braker
Eh= 25| 179 [
Eks 26| 173 1 1
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1 2 3 & 7 a 3 10 1
Kap.  |Dek [Tema Ekz. | Side|Seetterat| Lagen | Lagen | Provogfal | Loz delerav Jobk Tank ph ot Gier B Bruk digitale | Introduzer
kap. menster | systematis | ilustrasion problemet | baklengs linende | problemet | problemet fra | hjelpemidler | hielpeelement
s tabell problem enkblere | enanne side o
1 [w2]E |af [22]E Sum
Sammentrekking v | Eks 27| 150 1 1
SH | utrgkkmedden  [Ekoza| w0 1 1 2
ukjente inevneren | Epe 23l 131 7 F
Ekz 30 182 1 1
2H Bruddenbrok | Eks 31| 12| 1 1 2
R 1 2
Faktorizerings: | Eks 33| 184 1 1
51% formel For
sndregradzunerykl |ERESY RN A ! ! 3
sag | Liningssett somikhe | o gl yg 1 1 1 3
o linere
R 1 [ B
51 mimns Eks37) 88| 1 1
i Ehz 53] 133 1 1
71 | Linareulikherer, | Ehe1| 242 o
Fartegnolinjer | Bk 2 | 243 1 1
Lasing a ulikherer | Eks 5 | 244 1 1
T2 wed hjtlp av
fortegnalinjer | Ehe 4| 245 1 1
1a | Defmsionemengde | oo T o
og verdimengde
i Parabler Eks 6 | 245 1 1
Eks 7| 243 1 1 2
Eks & | 250 1 1] 3
75 | Brukzomrider for
andreqradsfunksjoner | R 3| 230 R ! 3
Eks 10| 252 1] 2
[
Fasjonale funksioner i| Eg 11| 253 f 1 1 3
praktizke situasjoner
Hyperbler.
i Eks 12| 255 1 1 2
Asymptoter
) Eks 13| 256 1 1 1 3
15 | Fotfunksioner.
Sammenzithe | gy | aer 11 1 3
Funkjaner
Eks 15| 255 1 1 2
3 .
ammensatte gy g 2sa 1 1 2
chzempler
@
= &t ] Eks 1| 276 1 1 2
g Informasjon fra grafer
E
B ) Eks T | 254 0
2 a5 | Denderiverte s
polynomfunksioner. | T ] . 2
Tangent "
56 Drafting av Eks 3 | 287 1 1 2
polynomfunksjoner
i lager uttrykk og
&7 | finner storste eller | Ekz 10| 289 1 1 z
mints verdi
a0 sammenzatte | oyl aag 1 1 H
chzempler
ojo[E|7[E[®
UM 143 18 = = [ 21 0 [ 24 18 1" [
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Vedlegg 14. Analyseskjemaet —Sigma R1

HEURISTISKE METODER
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Kap. Del-  [Tema Eks. [Side |Seetteret| Llagen lagen | Provogfeil | Lgs delerav Jobb Tenk pa et Gjor Se Bruk digitale | Introduser
kap. mgnster | systemati [illustrasjo problemet | baklengs liknende problemet |problemet fra| hjelpemidler |hjelpeelemen
sk tabell n problem enklere | enanneside ter
alla2|b |alla2|b
N 2.1 Logikk Eks 1| 51 0
E Implikasjon o B2 | 52 1 L
|2 prkasion 0 - "y T35, 0
& Eks4 | 53 0
2 2.3 |lrrasjonale likninger| Eks 5 [ 55 0
@
g
H 2.4 | Bevis. Direkte bevis Hsb i 56 ! L
a Eks 7| 57 1 1 2
Eks 8| 58 1 1 2
2.5 | Andrebevisformer | Eks 9 [ 58 1 1 2
Eks 10| 59 1 1
Eks 11| 60 1 1
26 Vi gver pa bevis  |Eks 12| 61 1 1
Eks 13| 61 1 1 2
2g | Sammensatte \poieles | g 1
eksempler
> 41 Andregradsuttrykk | Eks 1 | 120 1 1 2
z : hs2 | 121] 1 1 2
g 4.2 | Polynomdivisjon | Eks 3 [ 123 0
° [eksa] 124 0
43 - Eks 5 | 124 0
Faktorisering
Eks 6 | 125 0
Likninger og
44 ulikheter med Eks 7 | 126 1 1 1
polynomer
Likninger Igstmed | gys g | 128 1
45 substitusjon
Brgklikninger Eks9 | 129 1 1 1
46 Brgkulikheter ks 101130 L L
Eks 11] 131 1 1 1
Eks 12| 132
4.7 |Logaritmesetningene [gks 13| 132 1
Eks 14| 133 1
Likninger med Ho 151134 L
48 logaritmer Eks 161 134
g Bs 17 135
Eks 18] 136 1 1
Tallet £. Naturlige
49 etrEe e 19] 137
logaritmer
Eks 20{ 137 1
Likninger med Ehs 211 138
4.10 ) o [Eks 22] 138 L
naturlige logaritmer
Eks 23] 139
Eks 24| 140 1 1
Uttrykk og likninger |Eks 25| 140 1
411
med tallet & Eks 26| 141
Eks 27] 141 1
Ulikheter med | Eks 28 142
4.12 el ialfunksjo [Eks 29| 142
ner og logaritmer [Eks 30| 143 1 1 1
413 | Smmensatpa) 10 1 1 1 1
eksempler
o Andrederivert. Eks 1| 192
g 6.1 Krumning.
z punk Eks 2 | 193 1 1
) -
2 |e2 Draftingav | ¢ 03| 194 1 1 1 1 1
s poly oner
Es Stgrst eller minst
& 6.3 Eks 4 | 196 11 1
vekst
6.4 Asymptoter Eks 5 | 199 1
Drgfting av Eks 6 | 200 1 1 1
6.5 rasjonale
R Eks 7 | 200 1 1
funksjoner
Drafting av tks 8 | 202 1
6.6 |ek ialfunksjo
ner Eks 9 | 202 1
67 Drgfting av Eks 10| 204 1
" |logaritmefunksjoner |Eks 11| 204 1 1
68 Droftingav 1015 206 1 1
vektor ]
69 Kontinuitet og £ks 13| 209
: deriverbarhet s
6.10 Sammensatte  [Eks 14| 210 1 1
: eksempler Eks 15| 210 1)1
sum 60 14 g g SIES 244 15 2 5 1 1 14 2 9 0
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Vedlegg 15. Analyseskjemaet — AGMA 10.trinn

1 z 3 4 5 [ 7 & 3 i i
Kap. |Del- [Tema Eks. |Side [Seetter| Lagen | Lagen | Prevog | Lesdeler Jobb Tenk pa et Gijer Se Eruk. Intraduzer
k.ap. Bl =yztem |illustras] feil ] baklengs | liknends | problemet | problemet | digitale | hjslpeslem
monste | atisk on problemet problem enklere | fraen anne | hjelpemidle enter
r tabell side T
al|afb | al|ad Sum
- r . Eks1| 9 0
o 1 Funk5|§;shegre ST i 1
El Eks3] 10 1 1
Z F Fette linjer, Eks 1| 16 [1]
H 2 | hyperbel, parabel (Eks 2] 13 [1]
o oq sirkel Ek=3] 13 1
o F Kontinuerlige [Eks1] 25 1
% 3 funksjonerag |[Eks 2] 27 1
z monotoniegensk [Eks 3] 30 1 1 F3
d Fuwadratiske  [Ekz1] 37 1 1 3
4 funksjonerog |EksZ] 38 1 F
razjonale Ek=z3] 38 1 F
funksjoner.  [Eks 4] 40 1 1
0 F o | Potensfunksion | ER=1] 48 0
sl EkzZ| 42 1 1
g r n-te ratter Eks1] 55 1 2
a g Eks 2| 66 1 1 1 3
- Eks3| &7 1 1 Fi
E r Ekz1| &2 []
. |Eks2[ B2 []
Egenskaper kil
g 7 arikmetiske Eks3| 62 ! ! 2
ratter Ek=4| &3 1 1
Ek=5| &3 1 1
i Faotensermed |Ers1| g3 1 i i Fi
] razjonale
ckzponenter |Eksz2| 70 1 1
= F Eks1] 73 1 1
ur q Funksjony=2* [Eks2[ &0 1 1
a2 Ekz 3| &0 1 2
% d Logarltrentebegrep Ek=1| =3 1 ] 2
2 o Ekzz| &9 1 1
g Ek=3| 30 1 1
 F Eksi| O8 i i
E 11 | Egenskaperti [Eksa[ a7 1 1
= logaritrmer Eks3] 33 1 1 F]
=3 Ek= 4] 100 1 1 F3
= F Egenskaperog Ty -] 148 1 1
— 12 arafen til
=1 funksjony=sin g [Eks 2] 148 1 1
2 Egenzkaperog | Es1| 152 1 1
El 13 grafen kil
2 funksjon y=cos [ Eks 2] 183 1 1 3
= T a0 Egensifﬂapf_rl og [Eks1] 181 0
graten ki
; funksjon y=tg Eks2) 181 e
R Eks 1] T3¢ i 1
E Eks 2| 196 1 1 2
- 25 Trigonometriske [Eks 3| 196 i i Fi
likninger Eks 4] 187 1 1 1 3
Ekz 5 187 i 1 3
EksE| 139 1
EES :—": 29 grafer Ekz 1| 220 1 2
-3
%— 30 Likninger og Eks1) 238 ! !
- ulikbetar Ek=2| 229 1 1
SUM 50 N CKICIEE] 3 15 1 2 3 3 2 10
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Vedlegg 16. Analyseskjemaet —AGMA 11.trinn

1 H H d 5 3 i i 4 10 1
Kap. Del- | Tema Ekr. |Side] Sectrer| Lagen Lagen | Fraveqfeil |Lardeler av Jokb Tenkpack Gimr e Eruk Intradurcr
kap ot [rwrvemani|illureeario problemet | baklengr | liknende | probl prakbl digivale  [hiclpocleme
marnrter | rkrabell n problem enklere | Fracnanne [hiclpemidler|  nker
ride
a1 [az [k [at1]az]k Sum
= F Ekri| % 1 1 z
§ ; Eontinuerliqe Elrz| 10 ]
=) Funkrioner Ebr x| 11 1 1
B Ekrd| 13 1 1
2 r Ekri] 2% [
G Gronronerdirstnin| Elrz | 29 .
5 E qenenq Ebs | 24 1 1
% arrmetater o pal = 1 1
H ’4 Tanqenkentil | Eke1] di 1 1 z
5 Funkrionen Ekrz| a1 .
= F Vokronde ng Ekri] 57 1 1 z
B 1 minkende Eksz| 5% 1 1 1 Y
El Funkrjoner. Ebs 3| 54 1 1 1 3
wF Ekri] 6% .
=
H 7| Derivarianrroqler [ERELED ! 1
B Ekrd| 71 1 1
T r Derivarignay | preq| 72 .
a % rammenrakke
) Funkrigner Ekrz| 7% 1 1 z
F o |Denrtmertenaden | Elrd] 45 i 1
minrte werdien til [ Elez | 9% 1 1 2
F Ekri] 10 1 1
" Den Ekr & | 104 .
andredorivorts [ Elrz | 105 .
Ekrd | 106 1 1
E F Hele rmkkenc kil ot | Eked| 132 1 1 z
B 1 polrnammed ey o1 4zz 1 1 z
| helkalliqe
] koeffirienker | Ekr 3 [ 135 1 1 1 1 L]
5 715 Eicxoukbenrsm Ekr1f 139 1 1
7 F Ekr 1 [ 141 1 1
= Ehez | 193] 1 1 1 1 [
ﬂ " Likningeras | Eho2] ta 1 1 2z
@ ulikherer Ekrd | 144 1 1 F3
E Eke5 | 145 1 1
& Eks & | 145 1 1
Er Eker 1] 150 1 1
E Eks 2 | 150 1 1
Ekr 3 | 151 .
Elrd | 152 1 1
" Syreemeraw | EkrB | 15 1 1 z
likninqer Ekrk | 152 1 1
Ekr 7 | 154 1 1
Ekr & | 154 1 1
Elr 4 | 155 1 1
Ekr 10] 156 1 1 z
F Ekr 1] 161 1 1
Ekr | 162 1 1 z
Ekr 3 | 16d 1 1 1 3
Ekrd | 165 1 1 1 )
15 | Depamermed e 1 1 z
paramaker
Ekr k| 166 1 1
Ekr 7 | 167 1 1
Ekr & | 165 1 1
Ekrd | 162 1 1
= F Cardanar Farmel
g 1 farlwrningaw | Eked | 201 1 1 1 2
El kubirke likninger
=
= F Blqebracns Ekr | 207 »
= 2 Fundamentalt
|4 boarem. Ehr2 | 207 d
r Geametrick | Ekrd] 210 1 1
] tolkningav
komplekre ball | Ekr 2 [ 211 L]
F
Triqorometrick | Ekr1] 216 L]
24 |Formaukemplokrs
tall Ekrz | 217 ]
SUH (1] n |* : cllLi] _:1 & 4 7 1 1 3 1 1 12
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Vedlegg 17. Beskrivelsene pa de atte kompetansene av den matematiske

kompetansen til Niss og Jensen

1) Tenke matematisk (tankegangskompetence), som involverer a stille relevante
sparsmal, kjenne og forsta matematiske begrepers rekkevidde og ulike betydninger;

2) Fremme og lgse matematiske problemer (problembehandlingskompetence), altsa &
stille opp bade rene og anvendte problemstillinger, samt & lgse dem pa opptil flere ulike
mater;

3) Modellere matematisk (modelleringskompetence), som involverer bade & lage og
analysere modeller;

4) Resonnere matematisk (raesonnementskompetence), som er a falge og bedgmme et
matematisk resonnement, forsta hva et bevis er og hvordan det fungerer, samt a tenke ut og
gjennomfgre uformelle og formelle resonnement;

5) Representere matematiske starrelser (repraesentasjonskompetence), en kompetanse
som bestar bade i & kunne forsta og bruke ulike representasjoner (algebraiske, visuelle,
geometriske, grafiske, diagrammiske, tabellmessige eller verbale), og & se sammenhengen
mellom dem;

6) Handtere matematiske symboler og formalisme (symbol- og formalismekompetence),
som gar ut pa a kunne oversette mellom symbol- og formelsprak, og naturlig sprak, samt &
kunne benytte seg av symbolholdige utsagn og uttrykk;

7) Kommunisere i, med og om matematikk (kommunikationskompetence), som
involverer & sette seg inn i og tolke andres matematikkholdige skriftlige, muntlige eller
visuelle utsagn, samt & kunne uttrykke seg pa forskjellige mater og presisjonsniva;

8) Bruke matematiske hjelpemidler og verktay (hjeelpemiddelkompetence), som
involverer & ha kjennskap til eksistensen og egenskapene til diverse former for relevante
redskaper i matematikk, ha innblikk i deres muligheter og begrensninger og & kunne bruke
dem. (Niss and Jensen, 2002, s. 45-62)
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