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Forord

Denne oppgaven viser en utforskning som startet i januar 2017 og varte fram til
20. november samme aret.

Som leererstudent ligger kanskje ikke ren matematikk naermest kallet, og jeg
har derfor til tider veert betenkt over bade omfanget og utseendet til en slik opp-
gave, i motsetning til en fagdidaktisk versjon. Motivasjonen min for dette valget
var kort og greit; nysgjerrighet. Det er utrolig hvor kompleks matematikken kan
bli nar man starter med a tegne strekfigurer og begynner a fargelegge.

Jeg ble positivt overrasket over hva dette emnet, kombinatorisk kommu-
tativ algebra, rommet og hvor mye av dette som kan presenteres for elever i
videregaende skole (figurene vi far i seksjon 6 er et godt eksempel pa dette), og
jeg tror mye ogsa kan presenteres som utfordrende oppgaver i grunnskolen.

Jeg er derfor evig takknemlig til min veileder, Gunnar Flgystad, som har in-
trodusert meg til dette emnet og for de uvurderlige tilbakemeldingene underveis,
hvilket foruten denne oppgaven ville veert et blankt A4-ark.

En utenlandsk journalist uttalte engang at Norge hadde en rik takkekultur,
dog den kanskje ikke overgar den amerikanske. Vi takket for alt, takket for
sist, og takket i lige made. Derfor er det pa sin plass at jeg ogsa takker mine
gode venner som har vist engasjement for oppgaven min, deriblant Ivo Berghoef,
Einar Klinggy, Svein Nedrebg jr., Johan Nordvik, m. fl. og saklart familien min.



Fglgende notasjon vil bli brukt gjennom denne oppgaven:
e k, en vilkarlig kropp
e S, stort sett polynomringen k[xy, ..., z,] eller k[x1 ..., Zn, Y1, -« s Uny 215 - - 5 2n)

e Med et monom vil vi mene et produkt av variabler (m.a.o et polynom med
bare ett ledd)

Z,J, posetidealer

e M en S-modul, stort sett S/T for et ideal I C S

Navn pa forskjellige poset:
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e 0,7, undermengder av {1,2,...,n}



Introduksjon

I denne oppgaven presenteres det noen teoremer, men mest formodninger, knyt-
tet til en interessant klasse av monomiale idealer kalt letterplace- og co-letterplace-
idealer introdusert i artikkelen [4]. Disse fas ved & se pa alle ordningsbevarende
avbildninger mellom to poset, og store deler av denne oppgaven handler om & se
pa resolusjonen av disse. Letterplace-idealene, L(n, P; J), har den egenskapen
at de er Cohen-Macaulay, med kodimensjon |P|, og disse er Alexanderduale til
co-letterplace-idealene, L(P,n; ). Et naturlig spgrsmal en da kan stille er:

e Hvilke Betti-tall er det mulig & fa i resolusjonene? Eller er det lettere &
finne en gvre og nedre skranke for Betti-tallene?

Dette spgrsmalet blir stilt for de fleste poset av stgrrelse 3, men ogsa for
enkelte poset av stgrrelse 4. 1 hovedsak ser vi pa de ekstreme posetene av
stgrrelse 2 og 3, dette er posetene Hom(oo, [n]), Hom([2], [n]), Hom(c oo, [n]) og
Hom([3], [n]). Disse er ekstreme i den forstand at vi har, av stgrrelse 3, sterst
frihet til a lage posetidealer i Hom(o o o, [n]) og minst frihet i Hom([3], [n]). Vi
gir de mulige Betti-tallene til resolusjonen av Alexanderdualet av co-letterplace-
idealer tilhgrende disse posetene.

Geometri spiller en sentral rolle i mange av argumentene, og vi vil der-
for ofte snakke om kroker og spisser, og i tillegg gi en geometrisk tolkning av
Alexanderdualet til forskjellige co-letterplace-ideal med disse uttrykkene. I til-
legg viser vi eksplisitt relasjonen mellom generatorene til disse idealene for de
ekstreme posetene av stgrrelse 2. I noen tilfeller reduseres spgrsmalet om mulige
Betti-tall til et spennende geometrisk problem, som er tilfellet for posetidealene
J C Hom(o oo, [nD

I artikkelen [1] introduseres et nytt ideal, kalt trappeidealet B(P,n;J).
L(P,n; J)* + B(P,n; J)* viser seg & vare et Gorenstein-ideal, og det sim-
plisielle komplekset, korresponderende til idealet, viser seg & veere randen til en
sfeere. Vi formoder hvordan resolusjonen til dette idealet ser ut for prinsipale
posetidealer, og formoder, for enkelte poset, hvordan generatorene til idealet ser
ut. Resolusjonen av Gorenstein-idealet ser gjerne finere ut, da vi kommer til &
se en del symmetri. Hver seksjon videre i denne oppgaven vil veere relatert til
et poset, og vi starter hver seksjon, tilhgrende et poset, med a beskrive hvordan
posetet ser ut.

1 Monomiale idealer

I underseksjonen om simplisielle komplekser jobber vi over polynomringen S =
klx1,x9,...,2,] 1 n variabler. Senere, siden geometri spiller en stor rolle i ar-
gumentene nar vi beskriver avbildninger mellom poset, vil vi heller jobbe over
kX1, ., TnyYls--vsYny 21, - -+, 2n] (da det blir lettere & beskrive geometrien).
Med et monom vil vi mene et produkt av variabler i ringen vi jobber over.
F. eks er 12315 et monom, mens xow3+ 22 er ikke det!. Har vi et ideal generert

IM.a.0. er et monom et polynom med kun ett ledd



av monomer vil vi kalle dette idealet et monomialt ideal. Kanskje enda oftere
vil vi snakke om et kvadratfritt monom. Dette er et monom hvor potensen til
hver variabel, i monomet, er enten 0 eller 1. xizox5 er et kvadratfritt monom,
men 17575 er ikke det.

Vi starter med a se pa sakalte simplisielle komplekser, som har en naturlig
kobling til kvadratfrie monomer. Gjennom simplisielle komplekser vil vi definere
et slags dualideal til kvadratfrie monomialidealer kalt Alexanderdualet, som vil
spille en sentral rolle i utforskningen.

1.1 Simplisielle komplekser

Definisjon 1.1. La {1,2,3,...,n} vere en mengde med hjorner. Et simplisielt
kompleks over denne mengden er en samling undermengder, slik at 7 € A og
o C 1 medforer o € A.

En undermengde o € A kalles et fjes, og vi kan la dimensjonen til et fjes o
vaere |o|—1. Da stemmer dette bra med at, f. eks, en linje har dimensjon 1, og en
flate dimensjon 2. Det blir da naturlig & la dimensjonen til hele det simplisielle
komplekset, dim(A), veere max{dim(c) | o € A}; den stgrste dimensjonen som
forekommer blant fjesene.

Eksempel 1.1. I fig. 2 er hjgrnemengden {1,2,3,4,5,6} og det simplisielle
komplekset A er samlingen av undermengdene {1,2,6}, {2,3}, {3,6}, {3,4} og
{5}.

1 6 5)

Figur 2: Det simplisielle komplekset A

Simsplisielle komplekser er bestemt av de maksimale undermengdene kalt
fasetter. 1 eksempelet over bestemte vi det simplisielle komplekset bare ut fra
disse (det er f. eks ikke ngdvendig & nevne {1,2} siden undermengden er in-
neholdt i fasetten {1,2,6}). En vanlig mate a strukturere informasjon om de
forskjellige dimensjonene som forekommer er gjennom en vektor:

Definisjon 1.2. La A vere et simplisielt kompleks av dimensjon d — 1, og la
fi veere antall fies i A av dimensjon i. f-vektoren er da f(A) = (fo,-- ., fa—1)

Eksempel 1.2. For A som i fig. 2 er f(A) = (6,6,1), vi har m.a.o. 6 punkter,
6 linjer og 1 flate.

Elementer i et simplisielt kompleks kan sendes til monomer pa en naturlig

. . . d
mate ved a representere o € A med det kvadratfrie monomet [],. . x; ef z°.



De maksimale fasettene i forrige eksempel korresponderer da til de kvadratfrie
monomene ITalg, Tax3, T3Tg, T3Tq 0 Ts. For a fa et bilde av hele figuren
kunne vi ha definert et ideal Ia = (2 | o € A) over k[z1, ..., x,], men dette er
meningslgst da In = (x1,...,2,) nar A har hjgrnemengde {1,2,3,...,n}. Et
bedre forsgk er Stanley-Reisner-idealet:

Definisjon 1.3. Huvis A er et simplisielt kompleks over hjornemengden {1,2,3, ...

kalles
In= (270 ¢ A)

det tilhgrende Stanley-Reisner-idealet

Stanley-Reisner-idealet er generert av de minimale ikke-fasettene til A siden
7,0 € A og 7 C o medfgrer at 7 deler 2. Kvotientringen k[A] = S/Ia kalles
Stanley-Reisner-ringen. Det flotte med Stanley-Reisner-ringen er at z%, med
o € A, utgjgr en k-basis for ringen.

Eksempel 1.3. La A veare som i fig. 2. For a finne generatorene til idealet Ia
ser vi at de minimale ikke-fasettene er {1, 3}, {1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,5},
{4,5}, {4,6}, {5,6}, {2,3,6}. Dermed er

In = (2123, 174, T1T5, ToT 4, T2T5, T3T5, T4Ts, T4T6, T5T6, T2T3L6)

Hvis ¢ = {1,2,3,...,n} \ o er komplementet til o kan vi lage et nytt sim-
plisielt kompleks:

Definisjon 1.4. AV = {5 | 0 € A} er et simplisielt kompleks og kalles Alezan-
derdualet til A. Det falger ogsa at (AV)Y = A

Eksempel 1.4. Med A som i fig. 2 er AV generert av fasettene {2,4,5,6},
{2,3,5,6}, {1,3,5,6}, {2,3,4,6}, {1,3,4,6}, {1,2,4,6}, {1,2,3,6}, {1,4,5},
{1,2,3,5} og {1,2,3,4}. Vi kan ogsa regne ut det tilhgrende Stanley-Reisner-
idealet, og far da

Inv = (21222425, T3T4T5, T1X2L3T4T6, T1T2L5L6, T1T4T5L6)

Senere i oppgaven vil vi ofte ga direkte fra et kvadratfritt monomialideal I
til Alexanderdualet av dette, som vi vil skrive I, gjennom prosedyren vi brukte
i eksempelet:

1. Gitt et kvadratfritt monomialideal I, finn det simplisielle komplekset A
slik at I = Ia

2. Beregn AY
3. Beregn Iav = I4

En egenskap det er verdt & merke seg er at hvis I er et kvadratfritt monomialt
ideal generert av monomer my, ..., m, sa er I4 generert av m/,...,m/, slik at
ged(mi, m’;) # 1. Dette folger av folgende proposisjon:



Proposisjon 1.1. 27 € Iav hvis og bare hvis cNT # O for alle o slik at x° € Ia

Bevis. A bevise proposisjonen er det samme som & vise at 7 ¢ AV hvis og bare
hvis o N7 # @ for alle o & A.

e Antaat 7 ¢ AV, siden AV ={7 |7 €A} maTe A. Hvisonrt =0, sa
vilo C T € A, sa 0 € A; en selvmotsigelse! Sa o N7 # (.

e Anta o N7 # () for alle o ¢ A. Hvis 7 &€ A s& vil TN 7 # @; enda en
selvmotsigelse! Dermed er 7 € A, og 7 € AV.

O

1.2 Letterplace- og Co-letterplace-idealer

Gitt to poset P og @ kan vi snakke om avbildninger ¢ : P — () mellom disse. En
avbildning det snakkes om i denne oppgaven er sakalte isotone avbildninger?.

Definisjon 1.5. En avbildning ¢ : P — Q, mellom to poset P og Q, kalles
isoton hvis p < p' medforer ¢(p) < o(p’)

Som et eksempel kan vi se pa de forskjellige avbildningene fra posetet [2] til
posetet [3]. Disse vises i fig. 3.

=
1

Figur 3: Alle isotone avbildninger ¢

Vi kan ogsé se pa hver avbildning som et element (¢(1),¢(2)) og ordne
elementene slik at ¢ < 1, for to avbildninger ¢ og ¥, hvis ¢(1) < ¥(1) og
@(2) < 9¥(2). Vi far da et nytt poset, hvor de forskjellige avbildningene er
elementer. Dette posetet kan vi skrive som Hom([2],[3]) og dette posetet kan

visualiseres som i fig. 4
Dette motiverer en ny definisjon:

20gsa kalt ordningsbevarende
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Figur 4: Hom([2], [3]) hvor elementene i posetet er pa formen (¢(1),¢(2)) for
¢ € Hom([2], [3])

Definisjon 1.6. Mengden av alle isotone avbildninger mellom poset P og @
utgjor et poset, med ordningen ¢ < 1 hvis ¢p(p) < 1(p) for alle p € P. Dette
posetet skrives Hom (P, Q).

Gitt et poset P kan vi ogsa se pa mindre poset ved a snakke om posetideal:

Definisjon 1.7. La P vere et poset. En undermengde J C P, er et posetideal
hvis p' < p forer til at p' € J for allep € J.

Et posetideal er prinsipalt hvis det finnes én p € J slik at p’ < p for alle
p € J. Hvis dette er tilfellet vil vi skrive J = [p], for det prinspale posetidealet
generert av p.

Eksempel 1.5. Posetidealet i fig. 5a er prinsipalt, da alle elementene er mindre
eller lik (2,3). Posetidealet i fig. 5b er derimot ikke prinsipalt, da elementene
(2,2) og (1, 3) ikke kan sammenlignes.

(2,3)
(2,2) (1,3)

(1,1) (b)
(a) [(2,3)] € Hom([2], [3])

Figur 5
I artikkel [4] defineres, for en isoton avbildning, grafen til en avbildning:

11



Definisjon 1.8. La ¢ : P — Q vere en isoton avbildning mellom to poset. Da
er

Lo ={(p,¢(p)) |[pe P} S P xQ
grafen til ¢
Ved a se pa P x  som en mengde lar vi k[zpxg] bety polynomringen med
variabler z, 4, hvor p gar over alle elementer i P og g gar over alle elementer i

Q. Vi kan da representere Hom(P, Q)) ved hjelp av monomer i polynomringen
klzpxq] ved a la hver ¢ i Hom(P, Q) korrespondere til det kvadratfrie monomet
def
Mmre = H Tp,¢(p)
peP

Monomialidealet L(P, Q) = (mry | ¢ € Hom(P,Q)) C k[zpxg| vil da repre-
sentere posetet. Hvis P = [n] kalles dette idealet et letterplace-ideal, og skrives
L(n, P), likeledes hvis @ = [n] kalles idealet et co-letterplace-ideal og skrives

L(Q,n).

Det viser seg a veere en neer kobling mellom letterplace-idealet L(n, P) og
co-letterplace-idealet L(P,n). La L(P,Q)" bety at at vi bytter om indeksene i
monomene i idealet, f. eks hvis x, g2y ¢ € L(P,Q) er xqpzy » € L(P,Q)" C
k[zoxp], da vises det i [4] (proposisjon 1.2) at

Proposisjon 1.2. Idealene L(n, P) og L(P,n)" er Alexanderduale i k[x[,) p]
Eksempel 1.6. I posetet Hom([2], [3]) er

L([2],3) = (x11%2,1,%1,1%2,2, T1,1%2,3, 1,2T2,2, 1,222 3, T1,3%2,3)
Og i posetet Hom([3], [2]) er
L(3, [2]) = ($1,1$2,1$3,1,$1,1$2,1$3,27151,1%2,2%3,27$1,2$2,2353,2)
Vi finner at
L(3,[2)" = (x1,121,2, £1,1%2,2, T1,1L3,2, T2.122,2, £2,123,2, T3 1L3,2)
Og dette idealet er identisk med L([2],3) hvis vi bytter om alle indeksene.

Vi kan ogsa begrense letterplace og co-letterplace-idealene til a bare ta for
seg avbildningene innenfor et posetideal, istedet for hele posetet. Har vi et
posetideal J C Hom(P, [n]) skriver vi co-letterplace-idealet (mpy | ¢ € J C
Hom(P, [n])) som L(P,n;J). Vi definerer L(n, P; J) til & vaere L(P,n; J)4.

Eksempel 1.7. La J vere posetidealet i fig. 5a, da er
L([2],3;J) = (x1,1T2,1, T1,1%2,2, T1,2%2,2, 1,123, £1,2L2,3)

Med mengden I'¢ kan vi generere co-letterplace-idealet L(P, n; 7). En annen
mengde, introdusert i artikkel [3], som spiller noe av den samme rollen for
letterplace-idealer er stigningen til en isoton avbildning:

12



Definisjon 1.9. La ¢ : P — [n] vere en isoton avbildning. Stigningen til ¢ er
mengden

A¢ = {(p,i) | ¢(q) < i < ¢(p) for alle ¢ < p}

Vi kommer tilbake til denne mengden senere (kanskje forst i seksjonen om
Hom([3}, [n])).

13
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2 Resolusjoner

Frie resolusjoner ble introdusert av Hilbert, som en mate for a beskrive struk-
turen til en modul, f. eks hvor langt den er fra a veere et vektorrom. Hvis vi
lar I = (23,2122, 23), og ser pa idealet som en S-modul, har vi en surjektiv
homomorfi ¢ slik at

(.’E? T1X2 .’E%)

Men det er ikke en isomorfi, siden kjernen er

— X2 0
ker(¢) = < Qj% y | — 22 >
0 I

Kjernen er endelig generert og igjen har vi en surjektiv homomorfi 4 slik at

S

ker(¢) « S?

Vi kan sette sammen begge disse avbildningene slik at vi far en kjede

—x2 0
1‘% —x2
3 2
(x1 T1T2 xz) s\ 0 1

I “ S — 52

Siden ker(¢)) = 0 kan vi avslutte kjeden og skrive den opp som fglger:

—X2 0
x% —x2
3 2
(5’31 T1T2 sz) 3 0 T 0
01 “« S — S9+0
Dette kalles en fri resolusjon av I, og gir fglgende definisjon

Definisjon 2.1. La M vere en gradert S-modul. En fri resolusjon av M er en
eksakt sekvens

d
FiooooFpy™Fp 1> PR S3F3M-0

Hvor alle F; er frie S-moduler.

Senere, nar vi snakker om resolusjonen til et ideal (spesielt Alexanderd-
ualet av co-letterplace-idealer), vil vi ofte mene resolusjonen til polynomringen
modulo idealet. S har en naturlig N-gradering slik at S = €,y Si, hvor S; er
k-modulen (vektorrommet) generert av monomer i grad ¢. Ofte vil vi at differen-
sialene, d,, .. ., dg, i definisjonen bevarer graden. Ser vi f. eks pa homomorfien

$:8% S
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vil deg(¢(f)) = deg(f) + 1 for f € S. Graden gker med 1 under homomorfien
og er ikke bevart. Derfor defineres S(—d) til & veere den graderte modulen S
forskjovet med grad d, altsa S(—d); = S;—_q. Homomorfien har grad 0 hvis vi
modifiserer

6:8(-1)% s
Med denne endringen kan vi for hver F; skrive F; = GBjGN 8B (—4);. Bi,; kalles
det graderte Betti-tallet?, og vi har da at det i’te Betti-tallet er 3; = ZjeN Bij-

Definisjon 2.2. En fri resolusjon av en gradert S-modul M er minimal hvis
dit1(Fiy1) CmE;
For alle i > 0, hvor m C S er det maksimale idealet (x1,...,x,)

Lengden til en minimal fri resolusjon av en gradert S-modul M, kalt den
projektive dimensjonen pdg(M), er max{i | F; # 0} eller max{i | 8; # 0}.

Eksempel 2.1. Med I = (23, 7122, 73) er resolusjonen til S-modulen M = S/I
04 M+ S+ S(—3)®S*(—2) « S(-3)® S(—4) « 0

med pdg(M) = 2.

2.1 Hilbertrekker

Definisjon 2.3. La M vere en gradert S-modul. Rekken Hpr(t) = Yoo, dimy, (M;)t?
er Hilbertrekken til M.

Eksempel 2.2. Med M = S/I hvor S = k[x1,72] og I = (23, 2129,23), er
Hy(t) =1+ 2t + 2

Proposisjon 2.1. Huis
0—+L—-+M-—=N=0

er en eksakt sekvens av S-moduler sa er Hp(t) = Hr(t) + Hy (%)

Bevis. For hver grad j har vi den eksakte sekvensen 0 — L; — M; — N; — 0,
og fra Rank-Nullity-teoremet er dimy(M;) = dimy(L;) + dimy(N;). A gange
med #/ og summere over alle j gir resultatet. O

Proposisjon 2.2.
4d
Hg_qy(t) = -0

Bevis. dim(S;) = ("*/7") og induksjon pa ;o) ("TITNE = ved &

_1
i (1—t)n>

derivere begge sider, gir Hg(t) = ﬁ I tillegg er Hg(_q)(t) = t*Hg(t). O

3Etter den italienske matematikeren Enrico Betti

16



Fra begge disse proposisjonene kan vi regne ut Hilbertrekken til enhver S-
modul M gitt den minimale frie resolusjonen:

Korollar 2.1. La F vere en minimal fri resolusjon av en gradert S-modul M .

Da er ) )
Zz 1 ZJEZ( )lﬂi’jt]
1-on

Hy(t) =

Eksempel 2.3. Med samme oppsett som i eksempel 2.7 blir

1—t3 =20 + 7 + ¢
(1—1)2

som stemmer bra med det vi fikk i eksempel 2.9.

Hy(t) = =1+2t+¢

Med f-vektoren, som definert i seksjon 1.1, og definisjonen f_; =1 (for & ta
hgyde for ) € A) viser Herzog og Hibi [5] (proposisjon 6.2.1, s. 101) fglgende

Proposisjon 2.3. La A vere et simplisielt kompleks av dimensjon d — 1, og
k[A] den tilhprende Stanley-Reisner-ringen. Da er

_ Z?: hit* L fiat
Hk[A](t) - (1 _Ot)d - ; (1—t)

Fra dette resultatet defineres h-vektoren

Definisjon 2.4. La A vere et simplisielt kompleks av dimensjon d—1. h(A) =
(ho, ..., hq) hvor h; er gitt ved

Zfl 1t — )¢ thl

kalles h-vektoren.

Bruns og Herzog finner h-vektoren eksplisitt gitt f-vektoren [2] (lemma 5.1.8,
s. 205)

Proposisjon 2.4. La A vere et simplisielt kompleks av dimensjon d — 1 med
f-vektor f(A) = (f-1, fo,--., fa) og h-vektor h(A) = (hg,...,hq). Da er

hvor j =0,...,d

17
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3 Cohen-Macaulay- og Gorenstein-ringer

Definisjon 3.1. La M vere en S-modul. Et element f € S er M-regulert hvis
homomorfien ¢ : M LM er injektiv. M.a.o f er ikke en nulldivisor.

Hvis f € S er reguleer og M/fM # 0 kan vi fortsette og se om vi finner et
M/ f M-reguleert element.

Definisjon 3.2. En sekvens £ = fi,..., fm er en M-requler sekvens hvis
M/(f1,--- s fm)M # 0 og homomorfien

¢ M/(fr,... fie)M B MY(fr,. o fi)M
er injektiv fori=1,...,m.

Eksempel 3.1. For S = k[xy,...,2,] er f = x1,..., 2, en reguler S-sekvens
av lengde n.

Definisjon 3.3. Lengden av den lengste M -reguleere sekvensen, for en S-modul
M, kalles dybden til M og skrives depth(M).

Vi kan na gi definisjonen av en Cohen-Macaulay-ring. Generelt gjelder det
for en S-modul M at depth(M) < dim(M).

Definisjon 3.4. En S-modul M er Cohen-Macaulay hvis depth(M) = dim(M).
En ring R er en Cohen-Macaulay-ring hvis den er Cohen-Macaulay som en
modul over seg selv.

Letterplace-idealer, L(n, P), er eksempler pa Cohen-Macaulay-ringer av kodi-
mensjon |P| (artikkel [4] i introduksjonen).

For & komme videre ser vi pa det kjente Auslander-Buchsbaum-teoremet,
som Peeva beviser i [6] (The Auslander-Buchsbaum Formula 15.3, s. 56):

Teorem 3.1. La M vere en gradert og endelig generert S-modul. Da er
pdg(M) + depth(M) =n
For Cohen-Macaulay-ringer far vi da enda et nyttig resultat:

Korollar 3.1. Hvis M er Cohen-Macaulay sa er pdg(M) = codim(M)

Bevis. Fra Auslander-Buchsbaum-teoremet er pdg(M) 4 depth(M) = n. Siden
M er Cohen-Macaulay er depth(M) = dim(M), dette gir resultatet! O

En annen type ring, som ogsa er Cohen-Macaulay, er Gorenstein-ringer.
Disse ringene ser ofte "finere” ut, i det at de har mange symmetriske egenskaper.
Disse egenskapene kommer vi til & se pa Betti-tallene, og h-vektoren.

Eksempel 3.2. Enhver artinsk ring R er Cohen-Macaulay da dim(R) = depth(R) =
0 (alle elementene er enten enheter eller nulldivisorer).
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Definisjon 3.5. En ring R = S/I er Gorenstein, hvis R er Cohen-Macaulay
09 Bpag(r) =1

Peeva viser i [6] (teorem 25.6, s. 100) fplgende:
Proposisjon 3.1. Hvis R = S/I er en Gorenstein-ring av dimensjon d, sa er
Bi(R) = Bn—da—i(R)
De graderte Betti-tallene er symmetriske.
Eksempel 3.3. Resolusjonen til
Inv = (21220425, T324T5, L1 T2T3T4T6, T1T2T5T6, T1T4T5L6)

fra eksempel 2.5 er:
St 8%« 85 St

Betti-tallene er symmetriske men Iav er ikke Gorenstein, da codim(Iav) = 2
og pdg(Iav) = 3.

Eksempel 3.4. Fra eksempel 1.6 er
A
L([2],3)" = (z1,1%1,2%1,3, £1,1%1,2%2,3, T1,1L2,2T2,3, £2,1L2,2L2,3)

med resolusjon

—I23 0 0

T1,3 —T22 0

0 Ti2 —T21

($1,1$1,2$1,3 L1,121,272,3 L1,1T2,2T2.3 3U2,1$2,2$2,3) 0 0 1,1
St — sS4 — S3

Monomene i L([2],3)# er pa formen Tp b(p) Lot (p) Tp ,p(prr) hvOT ', p" € P =
[2], og ¢ € Hom([2],[3]). Hvis vi "glemmer” andrekoordinaten, altsa sender
monomet T, 4(,) til monomet x;, far vi et nytt ideal

Lp([2]7 3)A = (.73?, J?%mg, .131333, x%)

i polynomringen " = k[x1, x2] = k[z[2)] med resolusjon

—T2 0 0
X1 —XT2 0
0 X1 —X9
3 .2 2 .3
g (xl x1x2<_x1x2 332) g 0 0 1 o

Bade L([2],3)? og LP([2],3)* har de samme graderte Betti-tallene. Det &

glemme andrekoordinaten kan vi tenke pa som en projeksjon [3] x [2] & [3] pa
forstekoordinaten. Dette er grunnen til at vi markerer det nye idealet med en
p (for projeksjon). Legg merke til at det nye idealet er artinsk, og er derfor
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ogsa Cohen-Macaulay. Hele prosessen med projeksjonen kan tenkes pa som en
de-polarisering, og det er vist i [5] (korollar 1.6.3) at en slik prosess bevarer de
graderte Betti-tallene og Cohen-Macaulay-egenskapen for resolusjonen av mono-
miale idealer som er Cohen-Macualay. I konteksten av reguleere sekvenser kan vi
ogsé tenke pa denne prosessen som & starte med modulen M = S/L([2],3) og
deretter dele ut med den reguleere sekvensen f = x1 — xo, T2 — T3, Y1 — Y2, Y2 — U3
slik at vi far modulen M/(f) med de samme Betti-tallene. Dette kommer vi til
a gjore 1 seksjon 7.

3.1 Trappeidealet

I artikkelen [1] introduseres, til et co-letterplace-ideal L(P,n), et nytt ideal
B(P,n) i k[xpx[n] som i denne oppgaven kalles trappeidealet. Dette idealet er
generert av MoNnomer I, 4(»)Zp 4(p') Slik at p < p’, men ¢(p) > ¢(p’).

Eksempel 3.5. La oss se pa Hom([2],[3]) (fig. 3), da er
B([2],3) = (71,2721, 71,3%2,1, T1,3T2,2)

Ved en liten modifisering kan trappeidealet ogsa beregnes for posetidealer
J C Hom(P, [n]). Dette oppnas ved a la

B(P,n,j) :L(P7n7j)+B(P>n)

Hvor J er komplementet til J i Hom(P,[n]). I artikkelen [1] (teorem 5.2)
vises det at idealet L(P,n;J)* + B(P,n; J)* er Gorenstein av kodimensjon
|P|+1. Senere i oppgaven utforsker vi resolusjonen til disse Gorenstein-idealene
for prinsipale poset.

Eksempel 3.6. La oss igjen se pa Hom([2],[3]). I forrige eksempel fant vi
B([2],3), og vi far at BA([Q],?)) = (%1,2%2,2, T2,1%1,3, T1,2%1,3). Vi regner ut co-
letterplaceidealet L([Q], 3) = (1’1711'2717 1,122,2,%1,122,3, 71,2222, 11,222 3, 17173‘%273)

og vi far Alexanderdualet L([2], 3)A = ($171$1,2$1’3, 21,121,222,3,%1,122,222,3, 1’271‘%272.%2_’3).
Gorenstein-idealet blir da

L([Q]v 3)A + B([Q]v 3)A = (12,1332,2,$2,1$1,3,$1,2331,3,501,1CL’1,2$2,3,$1,1$2,2$2,3)

Resolusjon til idealet er
St 8% ¢ 85« St

Med kodimensjon |P|+1 =241 = 3 (som er lik den projektive dimensjonen
siden alle Gorenstein-ringer er Cohen-Macaulay).
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4 Hom(oo,[n])

Figur 6: Hom(oo, [4])
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I denne seksjonen ser vi pa posetidealer i Hom(oo, [n]) og stiller bl.a spgrsmalene:
e Hvordan ser posetidealene ut?
e Kan vi finne et generelt uttrykk for L(oo,n; J)? gitt L(oo,n; J)?

e Kan vi forutsi resolusjonen til L(oo, n; J)4 gitt et vilkarlig posetideal J C
Hom(oo, [n])?

e Kan vi forutsi matrisene i resolusjonen til L(oo,n; J)4?

Vi starter med a fa et fint geometrisk bilde av Hom(oo, [n]). Kall de to
elementene i posetet oo for a og b. En avbildning ¢ : oo — [n] er isoton hvis
den bevarer ordningen, men a og b er uavhenige! Dette betyr at vi kan sende a
til n forskjellige verdier, og det samme for b. Vi har dermed vist:

2

~

Proposisjon 4.1. Hom(oo, [n]) 2 [n] X [n], og |[Hom(co, [n])] =n

Hver isotone avbilding (¢(a), ¢(b)) er et punkt i nettet [n] x [n]. For & gjgre
livet litt lettere, nar vi regner ut co-letterplace-idealet, kan vi sende (¢(a), ¢(b))
til monomet xy(q)Ygp). Vi nermer oss da kjent farvann med det kartesiske
koordinatsystemet.

Eksempel 4.1. La J C Hom(oo, [4]) veere som i fig. 7. Da er

L(c0,4;T) = (x1y1, T2y1, T3Y1, TaY1, T1Y2, T2Y2, T3Y2, TaY2, T1Y3, T2Y3, L3Y3, T1Y4)

Ya °
Ys
Y2
Y1
X1 To I3 X4

Figur 7: J C Hom(oo, [4])
dette kan ogsa skrives

L(o0,4;T) = (w1) N (y1, Y2, Y3, Ya) + (x2,23) N (y1,Y2,y3) + (24) N (Y1,Y2)

hvor hvert ledd representerer en sgyle i diagrammet. Alexanderdualet er

L(00,4; J)A = (21220324, T1 022391 Y2, T1Y1Y2Y3, Y1Y2Y3Y4)
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I hva som fglger gir vi intuisjonen bak hvordan vi kan finne Alexanderdualet
til L(oo,n; J). Alexanderdualet til L(oo, n; J) er idealet generert av monomene
som deler ikke-trivielle divisorer med alle monomene i L(oo,n; 7). Grunnen til
at x1xex3x4 opptrer i Alexanderdualet i eks. 4.1 er at alle monomene (punktene)
enten er delelig pa x1, x2, w3 eller x4. Likeledes opptrer x1x2x3y1y2 da punktene
enten er delelig pa x1, x2, x3 eller y1, yo.

Ya ° Ya .
Y3 Y3
Y2 Y2
Y1 L S Y1
T To T3 Ty T To T3 Ty
(a) x1T2T3T4 (b) z1z223Y1Y2

Figur 8: Generatorene til LA(oo, n; J) korresponderer til linjer som dekker alle
punktene i posetidealet

Vi kan tenke pa x; (faktor i monomet z1xox324) som en linje som gar gjen-
nom alle monomene (punktene) delelig pa z1. Monomet z1z2x314 kan da tenkes
pa som en mengde med 4 linjer som strgmmer gjennom alle monomene (punk-
tene) delelig pa enten x1, xo, x3 eller x4 (de bla linjene i fig. 8a)

Hvert sett med linjer kan representeres med et rektangel som inneholder
skjeeringspunktene mellom linjene (gitt at det finnes skjeeringspunkt). Linjene
tilhgrende monomet xqxox3y1y2 kan representeres som i fig. 9a.

Legg merke til at hele rektangelet er bestemt av hvor hjgrnet gverst til hgyre
plasseres, kall dette punktet C; (vi bruker indeksen her, fordi vi straks skal
legge ut flere bokser), siden resten av rektangelet ma treffe z- og y-aksen. Dette
rektangelet er minimalt i den forstand at noen punkter i posetidealet ikke vil bli
dekket av de utstralende linjene hvis vi gjor rektangelet kortere langs enten x-
eller y-aksen. De eneste monomene det er veerre & representere* som rektangler
er de trivielle x1xox314 0g Y1Y2y3ys siden linjene til de individuelle faktorene
ikke skjeerer hverandre. Dermed er det nok a finne ut hva som karakteriserer
C;. Pa fig. 10 ser vi at C; er der i posetidealet vi far en "krok” k;, og at disse
oppstar mellom to naerliggende maksimale element. Pastanden er at k; = C,
m.a.o., rektangelets hjgrne ma vaere pa en krok.

4En kan dog tenke pa disse som rektangler hvor den ene sidelengden er 0. Dette er konsis-
tent med at rektangelets dimensjoner er ”antall z-er i monomet” x”antall y-er i monomet”
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Ya ° Ya °
Ys Y3
Y2 Y2
n n
T Ta T3 L4 1 To T3 T4

(a) Linjene som straler ut av det rgde rek-
tangelet er linjene som korresponderer til
monomet r1T2T3y1y2

(b) Gjeres rektangelet kortere dekkes ikke
lenger alle punktene i posetidealet

Figur 9: Et sett med linjer som dekker posetidealet kan representeres med et
rektangel

Hvis de r maksimale elementene i posetidealet er gitt ved m; = (a;,b;), 1 <
i <r<nsaerk; = (a;,b;y1). Vikan da finne generatorene til Alexanderdualet
til L(oo,m; J)

Teorem 4.1. La J C Hom(oo, [n]) vere et posetideal med maksimale elementer

mi,...,m,. Da er L(co,n; J)* = (m},...,m.) hvor
ag bit1
/
mi = [T [T o
i=1 =1

med konvensjonen at det tomme produktet er 1

Bewis. Vi viser forst at hvis vi har et rektangel, sa ma dens gvre hgyre hjgrne
ligge pa en krok. Anta at dette hjgrnet, C' = (¢z,¢y), ikke ligger pa en krok.
Da er C # (a;,b;41) for alle ¢ € {1,...,r — 1}. Det er da to muligheter for
plasseringen til C":

® ¢, =a; 0g ¢y > bjyq, eller ¢y =bj1q 0g ¢y >a; forenje{l,...,r—1},
dvs., C ligger pa randen til J. I begge disse tilfellene vil ikke rektangelet
veere minimalt, da rektangelet med C' = k; er inneholdt i begge.

e C ligger innenfor randen til 7. Hvis dette er tilfellet vil ogsa (¢, +
l,cy +1) € J, og dette punktet blir ikke dekket av om boksen har gvre
hgyrehjorne C' = (cz, ¢y).

Rektangelets gvre hgyrehjgrne mé dermed ligge pa en krok k; = (a;, bi11).
Linjene som strgmmer ut normal pa x-retningen er representert ved monomet
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ko

Y4 e i
k1
Y3 ma
)

Y2 ms
Y1 k3

Z1 x2 X3 T4

Figur 10: J C Hom(oo, [4]), med de maksimale element my,mg, ms

H?;l xj, likeledes er linjene normal pa y-retningen representert ved monomet
H?:f yj. Dette gir generatorene

i+1

a; b
/ e . .
m; = T Yj
Jj=1 j

j=1
O

Merk at de trivielle generatorene til L(oo,n; J)? har en plass, som kroker,
pa fig. 10. Disse burde, fra teorem 4.1, ha koordinatene (ag, 4) og (4, bs), men
ag og by er ikke definert. Definerer vi ag = b5 = 0 vil (0,4) og (4,0) vere to
kroker som ligger pa hver sin akse (dette blir krokene kg og k3).

Eksempel 4.2. Med posetidealet J i fig. 11 trenger vi bare de maksimale

elementene for & finne generatorene til L(oo,5; J)4. Disse er m; = (1,5),
me = (2,4), mg = (3,3), og my = (5,2).
Det gir

L(00, 5, 7)™ = (y192Y3YaYs, T1Y1Y2Y3Y4, T1T2Y1 Y23, T1T2T3Y1Y2, T1T2T3T4T5)

Resolusjonen til L(oo,5; 7)4 er
§& 5L gt

hvor L = (y1y2ysyays  1y1y2ysys  T1Toy1lyays T1ToLsy1ys T1T2L3L4Ts5) OF



Ys e M1
Y4 m2
Ys m3
Y2 my
n
T T2 r3 Ty Ts

Figur 11: 7 C Hom(oo, [5])

Monomene i matrisen D ligger pa en diagonal, og det ser ut til at disse ogsa
kan bestemmes direkte utifra de maksimale elementene i posetidealet. Dette er
tilfellet:

Teorem 4.2. La J C Hom(oo,[n]) med maksimale elementer m, ..
m; = (a;,b;). L(oo,n; J)* har resolusjon

.My, der

slogr+1 2 gr

Og
do 0 0 0
—-dy, di 0 0
D_ 0 —dj
0 dr—2 0
: _d;_l drfl
0 0 0 —d
b; a;
Hvor d;+1 = HjiblHﬁl yj og di = Hj=+ali+1 Lj-

Bevis. For a oppfgre matrisen D ma vi finne f,g € S slik at fmj, +gmj_ , = 0.
Fra teorem 3.1 har vi at

a br41 ag+1 bryo
/ /
mi. = [Tei [T vio min = 1T =i [T v
i=1 j=1 =1 Jj=1
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k41 ) r b1 ) / _ r_ / _
Dermed er ( 1 xl) my, <H1‘=bk+2+1 yl) my . = dgmy —dy . ymp =0,

i=ap+
dette viser at im(D) C ker(L). For & vise at ker(L) C im(D) la:
Jo
I
f=1.|€ke(L)
fr

Daer Df = i fim} = 0. For & vise at f € im(D) ma vi vise at

dogo
—digo + dig1
JF —dbg1 + daga
_d{r—lg'r72 + drflgrfl
_d;gr—l

for en vektor § € A”. Legg merke til at fom{ = —(fim] + fama + ...+ frml),
og at do|m} for alle i > 0. Dette medfgrer at do|fo, sa la fo = godp. Ved & bruke
relasjonen dymy = dj_ mj , far vim) (godi+f1) = —(fomp+. ..+ frm;.). Igjen
vil d; dele hgyresiden, men ikke m/. Vikan da velge ¢; slik at f; = —dygo+d1g1,
som gir oss m5(dhgr + f2) = —(fsmh+. ..+ frm..). Slik kan vi fortsette helt til vi
kommer til m,_(d,._1gr—2+ fr—1) = — frm.., dette gir oss den siste oppfgringen
i vektoren f,, = —d,.g,—1. Dermed er im(D) = ker(L). O
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5 Hom([2],[n])

Figur 12: Hom([2], [4])
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Mange av resultatene vi kom fram til i seksjon 4 om Hom(oo,[n]) kan
overfgres til Hom([2], [n]) med smé endringer. Den stgrste endringen er kanskje
at de maksimale elementene i posetidealene vi ser pa spiller en mindre rolle, dette
skyldes tildels at posetene kommer automatisk med noen kroker selv med kun
ett maksimalt element. Vi starter med et geometrisk bilde av posetet. For en-
hver ¢ € Hom([2], [n]) ma ¢(1) < ¢(2). Sender vi ¢(1) = 24(1) 0g G(2) — yg(2)
vil Hom([2], [n]) veere alle punktene storre enn (1,1),(2,2),..., (n,n). Sterrelsen
pa posetet er

n+1)

Proposisjon 5.1. [Hom([2], [n])| = ( 5

Bevis. La ¢(1) = a € [n], siden ¢(1) < ¢(2) kan ¢(2) sendes til n —a+1 verdier.
For alle a € [n] er det da >, n—a+ 1= ("1") mulige ¢. O

Vi starter med & finne Alexanderdualet til hele posetet Hom([2], [n]). Som i
seksjon 3 kan vi finne generatorene ved a finne ut hvor i posetet vi kan legge ut
rektangler hvis utsralende linjer treffer alle punktene.

Yq °
ks
Y3
ko
Y2
k1
Y1 °
T To T3 T4

Figur 13: J = Hom([2], [4])

Hvert rektangel (og dermed hver generator til Alexanderdualet) er bestemt
av k;, som ogsa er "kroker” pa figur 13. Generatorene til Alexanderdualet,
korresponderende til k;, blir som i seksjon 4

n
v I] v
1

j=i+1

i
/
m; =
J

Men vi ma ta noen ekstra hensyn om vi ser pa posetidealer som ikke er generert
av ett element®. La oss se pa posetidealet i fig. 15a

Plasseringen til rektanglene er fortsatt gyldig, men de er strukket oppover.
Sammenligner vi fig. 14b med fig. 15b er rektangelet strukket opp til en "krok”.
En annen mate & beskrive dette pa er a si at rektangelet, som starter i ko = (2, 3)
strekkes opp til (2,y(3)) hvor y(3) er den stgrste andrekoordinaten til punkter

5Alle poset Hom([2], [n]) er prinsipale, og er generert av (n,n)
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ys | o . Ya .
ks ks
Y3 Ys
ks ko
Y2 Y2
|k k1
Y1 ° Y1 °
Z1 T2 zs3 Ty Z1 T2 Zs3 Ty

(a) Linjene som straler ut av det rgde rek-(b) Linjene som straler ut av det rode rek-
tangelet er linjene som korresponderer tiltangelet er linjene som korresponderer til
monomet T1Y2y3ya monomet T1T2Y2y3

Figur 14: Et sett med linjer som dekker posetidealet kan representeres med et
rektangel

med forstekoordinat 3 i posetidealet. Denne definisjonen er ngdvendig for a
beskrive posetet i denne seksjonen, og vil ikke bli brukt videre.

Definisjon 5.1. For et posetideal J C Hom([2],[n]) la y(i) = max{j | (4,))
J} (hvis mengden er tom, la y(i) = 0). En mengde m; = {(i,y(¢)) | (i,y(i))
J} kalles taket til J.

S
S

Med denne lokale definisjonen kan vi pasta:

Teorem 5.1. La J C Hom([2], [n]) vere et posetideal, med tak mq,...,m,. Da
er L([2],n; T)A = (m}, ..., m") hvor

k y(k+1)
I
mi =1L I v
i=1  i=k+1

Med konvensjonen at det tomme produktet er lik 1.

Bevis. Beviset er essensielt det samme som for teorem 4.1; greier vi & finne ut
hvor hvert rektangel skal plasseres har vi automatisk generatorene til L([2], n; J)4.
La oss gjore det for de ikke-trivielle rektanglene. Rektangelet ma rgre y-aksen
for a ta med (1,1), sa det er nok a bestemme rektanglets nedre hgyrehjgrne
C' = (¢}, ) og dens gvre hgyrehjgrne C' = (cy, c,). Vi pastar at C' = (4,7 + 1)
foreni e {1,...,n—1}. Anta at dette ikke er tilfellet. Det er da to muligheter
for plasseringen av C:

e O = (4,5) for j € {1,...,n}. Er dette tilfellet sa er ikke rektangelet
minimalt, da rektangler med nedre hgyrehjgrne (j —1, j) eller (j,5+ 1) er
inneholdt i rektangelet med nedre hgyrehjgrne C' = (j, ).
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Ys
Ys

Ys
Ys

Y4 °
Y4 °

Y3
Ys

Y2
Y2

Y1 'y
Y1 °

Z1 ) x3 Ty

1 T2 T3 T4 (b) Linjene som straler ut av det rgde rek-

(a) J € Hom([2],[6]) tangelet er linjene som korresponderer til
monomet T1X2Y3Yyalys

Figur 15: Et sett med linjer som dekker posetidealet kan representeres med et
rektangel

o C' £ (j,7) for j € {1,...,n}. Dette betyr at C’ ikke ligger pa randen
fra (1,1) til (n,n). Er dette tilfellet sa vil ikke rektangelet dekke punktet
(. +1,c,-1)€J.
Dermed ma C" = (i,i+1) fori € {1,...,n—1}. Fra dette vet vi at fgrstekoordinaten

til C er i. Vi pastar at C = (¢,y(i +1)). Anta igjen at dette ikke er tilfellet, da
er det to muligheter:

e ¢, < y(i +1). Hvis dette er tilfellet dekker ikke rektangelet punktet
(i+1,y(i +1)).

e ¢, > y(i+1). Hvis dette er tilfellet vil ikke rektangelet vaere minimalt, da
rektangelet med gvre hgyrehjerne (i,y(i + 1)) er inneholdt i rektangelet
tilhgrende C.

Fra dette ma C = (i,y(i + 1)) for ¢ € {1,...,n — 1}. Vi har na bestemt
rektangelet for hver ¢ € {1,...,n—1}. Gitt C’, C og i er linjene som strgmmer
ut av rektangelet representert ved monomet:

i y(i+1)

mi =Tz [[ v

j=1  j=it+1
De trivielle generatorene for Alexanderdualet far vi med ¢ = 0 og @ = r, som
benytter konvensjonen om det tomme produktet. O
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Eksempel 5.1. La J C Hom([2], [6]) veere posetidealet i fig. 15a. L([2],n;J)*
er
(21227374, T10273Y4, T1T2Y3Y4Y5, T1Y2Y3YaY5Y6, Y1Y2Y3YaY5Y6)

og har resolusjon
L o5 D ¢4
S& S &8S

medL:(y1y2y3y4y5ys T1Y2Y3YalYsYe T1T2Y3YaYs T1X2T3Y4 $1$2$3$4) 0g

1 0 0 0
—Y1 T2 0 0
D= 0 —wpy 3 0
0 0 —Y3Ys T4
0 0 0 —y
Teorem 5.2. La J C Hom([2], [n]) vere et posetideal med tak my,...,m,. Da

har L([2],n; T)? resolusjon

gk g+t Bogr

Og
d 0 0 - 0
—d’l dq 0 0
b_ 0 —d | :
0 . dr_g 0
: —d._, dy1
0o 0 - 0 —
y(i+1)

Hvor dj | = i1 H] ~y(it2)+1 Y 09 d; =Ty

Bevis. Dette beviset er identisk med beviset for teorem 4.2. For a oppfore
matrisen D ma vi finne f,g € S slik at fmj, + gm;_; = 0. Fra teorem 5.1 har
vi at

k y(k+1) k+1  y(k+2)
/ !
mi=[2 I v misr =11 1] w
i=1  j=k+1 i=1  j=k+2

k41
Dermed er (zg41)m), — (yk_H H:giy-z_k_)i,_Q)J,_l y1) My = dpmy, —dj ymj . =0,

dette viser at im(D) C ker(L). For & vise at ker(L) C im(D) la:
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Daer Df = Yoo fimj = 0. For & vise at f € im(D) ma vi vise at

dogo
—digo + dig1
7 —dbgy + dags
_d{r—lg'r72 + drflgrfl
_d;gr—l

for en vektor § € A”. Legg merke til at fom{ = —(fim] + famb + ...+ frml),
og at dg|m/, for alle i > 0. Dette medfarer at do|fo, sa la fo = godo. Ved & bruke
relasjonen dymy = dj_ymj , far vim) (godi+f1) = —(fomy+. ..+ frm;.). Igjen
vil d; dele hgyresiden, men ikke m/. Vikan da velge ¢; slik at f; = —dygo+d1g1,
som gir oss m5(dhgr + f2) = —(fsmh+. ..+ frm..). Slik kan vi fortsette helt til vi
kommer til m,_,(d,._,gr—2+ fr—1) = — frm.., dette gir oss den siste oppfgringen
i vektoren f,, = —d,.g,—1. Dermed er im(D) = ker(L). O
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6 Hom(ooo,[n])

Figur 16: Hom(o o o, [4])

37



Vi gker dimensjonen med 1 og ser pa det forste ekstreme posetet av kar-
dinalitet 3. Dette posetet er ekstremt i den forstand at vi har tre uavhengige
elementer, og har stgrst frihet nar vi ser pa mulige isotone avbildninger. Som
alltid starter vi med et geometrisk bilde av posetet Hom(ooo, [n]). Kaller vi ele-
mentene i posetet ooo for a, b og ¢ ma disse sendes til punkter (¢(a), ¢(b), ¢(c)) €
[n] x [n] x [n] slik at ¢ bevarer ordningen i o o 0. Men o o o har ingen ordning,
s& (o(a), p(b), p(c)) kan sendes til alle mulige punkter i [n] x [n] x [n]. Vi har
dermed vist

Proposisjon 6.1. Hom(o o o,[n]) = [n] x [n] x [n], og |[Hom(o o o,[n])| = n?

For & gjore livet lettere sender vi (¢(a), ¢(b), ¢(c)) til Ty(a)Ys(m) 2s(c), slik at
det blir kjappere a regne ut L(P,n; J). Geometri spiller, som vanlig, en sentral
rolle i mange av argumentene her sa vi vil ofte ikke tegne inn alle punktene i et
posetideal (som f. eks fig. 16), men heller understreke punktene som genererer
posetidealet. Fig. 16 vil heller bli visualisert som

A

| z
|

» 2
Figur 17: Hom(o o o,[4]), med én spiss markert med en hvit sirkel, og de 3
trivielle krokene markert med en svart sirkel

som viser randen til posetidealet. Alle figurene i denne seksjon vil ha samme
koordinatoppsett (ha aksene pa samme plass) som fig. 17, og vi velger derfor a
ikke tegne inn aksene pa de senere figurene.

Eksempel 6.1. Co-letterplace-idealet til posetet i fig. 17 er

L(O © 074) = ($1,$2,x3,$4) N (ylvaa y37y4) N (Zl7 R2,%3, Z4)
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Alexanderdualet er L4 (0 0 0,4) = (21290374, Y1Y2Y3Y4, 21222324) O har reso-
lusjon
St 83 83 St

En lettere mate & se dette pa er ved & observere at L4 (o 0 0,4) = L(4,000),
og at det bare er 3 isotone avbildninger ¢ : [4] — o0 0; ¢(i) = a, ¢(i) = b eller
¢(i) = c for alle i € [4].

La oss se pa et mindre trivielt posetideal:
Eksempel 6.2. La J veere som i fig. 18. L(o 0 o,n; j)A er
(T12223% 4, Y1Y2Y3Y4, T1T2T3Y1Y2Y32122, T1T2Y1Y2212223, 21722374

og har resolusjon
S 8%+ 8%« §°

vy

Figur 18: J C Hom(o o o, [4]), med kroker markert med svarte prikker

Bortsett fra de trivielle generatorene til L(o o o,n;J)* i eks. 6.2 kan det
se ut som generatorene kan bestemmes av krokene i J. Dette var tilfellet i de
tidligere seksjonene hvor vi sa pa linjer som strgmmet ut av rektangler. Her vil
derimot alt som er delelig pa, f. eks, x1 veere et plan istedet for en linje. Hvert
monom i Alexanderdualet vil korrespondere til plan som dekker alle punktene i
et posetideal J. Skjeeringspunktene mellom disse planene (i z-,y- og z-retning),
hvis det finnes, vil forme en boks (fig. 19b). Vi ser med engang at et av hjgrnene
ma vaere 1 origo (som ogsa var tilfellet for Hom(oo, [n])), ellers er det minst ett
punkt pa ytteraksene vi ikke far dekt.

I likhet med de forrige seksjonene har vi ogsa her folgende teorem:
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| A

(a) Planene korresponderende til monomet(b) Skjeeringspunktene mellom hver triplett

T1T2T3Y1Y2Y32122 av plan former en boks
Figur 19
Teorem 6.1. La J C Hom(coo, [n]) vere et posetideal med kroker kq, ko, ..., k;,

og la k; = (a;,b;,¢;). Da er de ikke-trivielle generatorene til L(o oo, n; J)4

a; bi Cq
l— . . . y
mi—Ha:]HyJHZJHSZST
i=1 =1 =1

Beuwis. Idéen til dette beviset burde ikke komme som noen overraskelse; boksens
dimensjoner er bestemt av to punkter: origo og et punkt C'. Greier vi a finne C'
har vi generatorene til Alexanderdualet. Anta at C' # k; for alle i € {1,...,7}
og at C ikke genererer en av de trivielle boksene. Da er det to muligheter:

e (' ligger pa randen til 7. Da finnes en j € {1,...,7} slik at ¢, = ¢,
m.a.0. C ligger pa samme z-plan som en krok. Siden ¢; > a;, ¢, > b; og
(cz,cy,c2) # (aj,b5,¢;) vil boksen med hjgrne C alltid inneholde boksen
med hjgrne k;. Boksen er derfor ikke minimal.

o C = (cg, ¢y, c;) ligger pa en punkt innenfor (og ikke pa) randen, men da
vil ogsa (cz +1,¢y +1,¢c. + 1) € J, sa planene ut av boksen dekker ikke
alle punktene.

Dermed ma C = k; for en ¢ € {1,...,7}. De trivielle boksene er gitt ved
[1z; hvor ¢ gar over alle forstekoordinatene som opptrer i 7, det samme gjelder

analogt for [[y; og [] 2.
U

Tar vi resolusjonen av L(o o o,n; J)? vil den veere pa formen

St 59 gatb=l . gb

40



Her vil a og b ha en geometrisk tolkning. a er som kjent antall kroker i figuren
vi far av posetidealet (nar vi tar med de trivielle). En kan mistenke at b er
antall spisser i figuren (skal en skrive posetidealet som en unionen av prinsipale
posetidealer, er det spissene som er generatorene). Dette er litt mer eksotisk a
vise, og vi tar derfor turen gjennom funktoren Ext.

Proposisjon 6.2. La J C Hom(ooo, [n]) vere et posetideal og la L(ooo,n; J)4
ha minimal fri resolusjon

Fy<+ Fy + F5 + Fj3
Hvor F; = EBjeN SBii(—4). Da er B3 antall spisser i posetidealet J

Bevis. Fra eksempel 3.4 har LP(coo0,n; 7)” de samme Betti-tallene. Kall dette
idealet I'. Dette idealet er na i polynomringen S’ = k[z,y, z], med det maksi-
male idealet m = (z,y, z). Dualiserer vi komplekset far vi

Ext3,(S'/I',8'(=3)) « Fy « Fy « F)Y « FY

Hvor FY = Homg/(F};,S’(—3)). Fra [6] (proposisjon 25.3, s. 99) er dette en
minimal fri resolusjon av Ext}, (S"/I', S'(—3)) og fra [2] (korollar 3.5.9, s. 133)
er

Ext?, (S'/1",5"(—3)) = Homy (81, k) = k7

Vi viser fgrst at generatorene til Homy(S’/I’, k), som en S’-modul, korre-
sponderer én-til-én med {m # 0 € S’'/I' | mm = 0}, altsd& monomene i stgrst
grad som annihileres av det maksimale idealet m C S”.

La oss se dette. Homyg(S’/I’, k) har en S’-modul struktur ved & definere
nY - m som en komposisjon av avbildninger: (med n" € Homy(S’/I’, k) mener
vi avbildningen som sender 7i — 1, og alle andre monomer til 0)

SIS )
Vi viser:

e 7Y er en minimal generator = nm = 0.

Anta at am # 0. Da finnes et minste monom [ € S'/I’ slik at alm = 0.
Vi far da avbildningen

Al M
Dette betyr at (nl)Vl = nY, og

nm = 0.
e im=0,7# 0= 7" er en minimal generator.

Anta ﬁf ikke er en minimal generator. Da finnes det monomer [, 5 € S’ /I’
slik at IVp=n" og p # 1. Det er kun ett monom 7 € S’/I’, per definisjon
av k-modulhomomorfien, som er slik at 7¥(Z) = 1, og dette er Z = fi. Vi
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har ogsa at nV(z) = IYp(z) = IV (pz) = 1. Likeledes for avbildningen [V
er det kun for monomet [ € S’/I" at [ (I) = 1. Dermed méa [ = px = pn.
Men dette betyr at [ = 0 (siden 7 # 0 og am = 0) og derfor er 7 = 0
(siden 0Vp = n" er O-avbildningen); en selvmotsigelse! Sa p =1 og " er
en minimal generator.
Disse monomene (som annihilerer det maksimale idealet) korresponderer til
spissene i J, siden ingen punkter er stgrre enn spissene (f. eks fig. 20). Antall

generatorer til Homy (S'/I', k), og dermed antall spisser i J, far vi ved & se pa
FY som har samme Betti-tall, 33, som F3.

52

[}
yz

xrz

Ty
22
Figur 20: S’/I’ med I’ = (x,vy,2)>. Spissene er hvite sirkler, med monomet, m,
de korresponderer til ved siden. Legg merke til at m(z,y, z) = 0 over S’/I".

O

Siden vi for alle posetideal J i Hom(o o o, [n]) far 3 (trivielle) kroker, og
minst 1 spiss kan vi skrive resolusjonen til L(o o o,n; J)# som

Sl — Sa+3 — Sa+b+3 — Sb+1

Den enkleste resolusjonen opptrer nar a = b = 0 (fig. 17) og er gitt av Koszul-
komplekset. En kan da spgrre om det finnes en sammenheng mellom a og b,
eller gvre- og nedre skranker for b gitt en a. Resultatet viser seg a vere to
overraskende nydelige ulikheter: a < 2b og b < 2a. Vi viser disse to ulikhetene
ved & konstruere et topplag pa J og resten fglger via induksjon.

Teorem 6.2. La J C Hom(o oo, [n]) vere et posetideal, og la L(ooo,n; J)4
ha resolusjon
Sl « Sa+3 . Sa+b+3 « Sb+1

Da erb<2a
Beuvis. La oss se pa topplaget til J og anta at vi vil lage et nytt lag hvor forholdet
mellom nye spisser til nye kroker, S’ : K’, er stgrst mulig.

La S¥ veere randen til det nye laget og L% vaere randen til det gamle laget
(fig. 21). Det er to tilfeller & utforske:
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Figur 21: Laget S% er i rodt, og L er i svart

o ST rgrer bare L% i starten og slutten som i fig. 22 og aldri ellers (vi vil
kalle denne bergrelsen triviell). Dette er de eneste tilfellene pa starten og
slutten at vi far en spiss, alternativt kunne S§ ved A gatt et hakk opp,
og s& et hakk til hgyre, men dette ville gitt en krok. Siden S¥ aldri rgrer
L, unntatt start og slutt, vil S¥ alternere mellom spiss, krok, spiss, ...,
spiss. Forholdet er da S : K/ =r+1:r, og dette forholdet er stgrste nar
r=1somgrS :K =2:1.

ﬂ B
A
Figur 22

o S% rgrer LB minst én gang. Det er klart at S§ ma starte og slutte ogsa her
som i fig. 22. Ser vi pa alle spisser og kroker S ff lager (ikke ngdvendigvis
bare de nye), far vi et alternerende mgnster spiss, krok, spiss, ..., spiss.
La oss n& bare se pa de nye spissene og krokene. Hvis S% rgrer L%
minst én gang ikke-trivielt (slik som start og slutt i forrige tilfelle) og
mgnsteret spiss, krok, spiss, ..., spiss fortsatt alternerer er det ingenting
a vise (forholder S’ : K’ blir som i forrige tilfelle 2 : 1). Anta at det ikke
alternerer. Skal vi fortsatt ha flere spisser enn kroker ma vi en eller annen
plass, i mgnsteret, ha ..., spiss, spiss, ... (hvis vi istedet hadde to kroker
etter hverandre ville K’ : S’ veert 1: 1). Dette er bare mulig hvis S% og
L% overlapper pa en krok (fig. 23).

Kall kroken hvor dette forst skjer C. S% kan da partisjoneres i to lag
S§ og SE slik at S = S USE. SS og SE er nd to nye, mindre, lag
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Figur 23

som begge starter og slutter trivielt, men som kanskje fortsatt rgrer L%
ikke-trivielt. Vi kan kjgre akkurat det samme argumentet for begge disse
nye lagene, og fortsette til vi har delt opp S¥ i mange lag, hvor hvert lag
enten alternerer (mellom nye spisser og nye kroker), eller rgrer L% kun
trivielt. Denne oppdelingen ma slutte, siden vi startet med et endelig lag
SE. Hvis vi tilsutt far et minste lag, som vi ikke kan dele opp videre,
men fortsatt rgrer L5 minst én gang ikke-trivielt gir dette laget ingen nye
spisser og kroker.

For & konkludere: lager vi et nytt lag er det optimale forholdet mellom nye
spisser til nye kroker S’ : K’ = 2 : 1, dette gir b < 2a. O

Fig. 18 er et eksempel pa et posetideal med a = 2 og b = 4. Posetidealet er
ikke unikt, da fig. 24 er et annet posetideal med a = 2 og b = 4.

7

Figur 24: J C Hom(o o o, [4])

Vi viser na en relatert ulikhet:

Teorem 6.3. La J C Hom(o oo, [n]) vere et posetideal, og la L(ooo,n; J)4
ha resolusjon
Sl gat+3 . ga+tb+3 . gb+l

Da era <2b
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Bevis. En skulle tro at vi kunne adoptere bevisstrategien fra teorem 6.2 - dette
trodde forfatteren for en stund ogsa, men det viser seg at det er flere tilfeller a
ta hensyn til. Derfor bruker vi en litt annen strategi.

La K vere antall kroker totalt i J, og S veere det totale antallet spisser i
det samme posetidealet. Vi introduserer to nye hjelpe-parametre r; og s;, hvor
ry er antall spisser som bare er pa topplaget, og s; er alle nye spisser som rgrer
topplaget.

Vi pastar at ulikheten

K§25+27Tt*8t

holder, og sjekker hva som skjer med ulikheten nar vi legger en kopi av topplaget
opp pa topplaget og fjerner en “kloss”. Dette beviset er mindre elegant og
er heller en rutinesjekk. Det er 10 tilfeller a sjekke (om vi ikke regner med
symmetriske tilfeller). Vi sjekker om AK < 2AS — Ary; — As; stemmer, hvor A
betyr endringen etter at vi fjerner en kloss. Klossen vi fjerner er markert med
et rosa kvadrat (se pa fig. 26 for hjelp til visualisering).

d f
(d) © ()
(h) (i)

8
Figur 25: De forskjellige topplagene sett ovenfra. Topplaget er i rgdt, og laget
rett under er i svart

Vi sjekker ulikhetene for hvert av topplagene i fig. 25.
e Fig. 25a. AK =+1, AS =+2, Ary, =+1, Asg = +1
e Fig. 256b. AK =41, AS=+1, Ar; =41, As; =0
e Fig. 25c. AK =41, AS =41, Ary =+1, As; =0
e Fig. 25d. AK =+1, AS=+1, Ary =0, As; =0

o Fig. 25e. AK =+1, AS =0, Ar; =0, As; = —1

e Fig. 25f. AK =0, AS=0,Ar; =0, As; =0
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Fig. 25g. AK =0, AS =0, Ar; =0, As; =0

Fig. 25h. AK =+1, AS =0, Ar; = -1, As; = —1

Fig. 25i. AK =0, AS = —1, Ar, = —1, As; = —1

Fig. 25]. AK = —1, AS = —1, Ary = —1, As; = 0

Og hvert tilfelle tilfredsstiller ulikheten.

S

(a) Visualisering av fig. 25a
(b) Visualisering av fig. 25b

Figur 26: Visualisering
Fjerner vi enda en kloss, vil vi alltid veere i et av tilfellene i fig. 25. Vi har
alltid minst én spiss pa topplaget for alle posetideal J, sa 4 > 1 og s; > 0.

Sammen med disse to ulikhetene kan vi skrive:
K<25+1
Med K = a+ 3 og S = b+ 1 blir denne ulikheten:
a<2b

O

Et eksempel pa et posetideal som er minimalt i forhold til antall spisser er
fig. 27.
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Figur 27: 7 C Hom(o o o, [4])
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7 Hom([3], [n])

Figur 28: Hom([3], [4])
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Da vi sa pa posetidealer i Hom(o o o,[n]) hadde vi stor frihet i & lage
posetidealene, her ser de derimot mer eksotiske ut. Vi starter igjen med &
danne oss et geometrisk bilde. Hvis ¢ € Hom([3],[n]) er en isoton avbild-
ning ma ¢(1) < ¢(2) < ¢(3). I co-letterplace-idealet kan vi sende en slik av-
bildning til monomet z41)yg(2)24(3)- Tenker vi pa kontinuerlige funksjoner i
R? vil Hom([3], [n]) veere punktene med heltall som ligger innenfor pyramiden
1<z<y,1<y<z1<z <z Storrelsen pa dette posetet er

Proposisjon 7.1. [Hom([3], [n])| = ("4?)

Bevis. La ¢ € Hom([3],[n]) og fiks ¢(1) = a € [n]. Fra proposisjon 5.1 er
det ("7‘2”2) mulige avbildninger for en gitt a. Gar vi gjennom alle a er det
S (nfg”) = (7@2) mulige avbildninger. O

a=1

For & beskrive resolusjonen til posetidealer i Hom([3], [n]) gar vi gjennom
mengden A¢ (fra seksjon 1.2). For en isoton avbildning ¢ : P — [n] var denne
mengden

Ap = {(p,i) | ¢(q) < i < H(p) for alle ¢ < p}

Siden vi her bruker P = [3] vil A(¢(1),9(2),¢(3)) veere (¢(1) — 1,(2) —
#(1),6(3) — #(2)). Som i eks. 3.4 kan vi projisere idealet L([3],n;J)4 til
LP([3],n; T)A C S' = k[x,y, 2] pa akkurat samme mate. Dette har den effekt
at vi sender z; — z, y; — y og z; — z for alle i € [n]. Her kommer A til nytte,
da det i artikkelen [3] (korollar 3.5) vises at generatorene til S’/LP([3],n;J)*

er
x¢(1)*1y¢(2)*¢(1)Z¢(3)*¢(2)

Eksempel 7.1. For Hom([3], [4]) er S'/LP([3], [4])*

3

<1>k®<xa Y, Z>k@<m27y2’ 227$y7$27y2>k59<3737?/37 z ;372%352273@2,y227$22»y22,$yz>k

Vi kan representere denne k-basisen som punkter i [4] x [4] x [4] 2 Hom(coo, [4])

slik at punktene langs z-aksen er 1,z,2% 23. Fra fig. 29a ser vi at punktene

former et posetideal [4,1,1]U[1, 4, 1]U[1, 1, 4]U[3, 2, 1]U[2, 3, 1]U[1, 3, 2]U[1, 2, 3]U
[3,1,2] U[2,1,3] U [2,2,2] C Hom(o o o,[4]) (husk at unionen er av prinsipale
posetidealer). Antall kroker i dette posetidealet er 15, og antall spisser er 10
(fig. 29b). Resolusjonen til L“([3],4) burde da veere

St 510 ¢ 52— g0
Og dette stemmer bra!

Fra fig. 29b kan vi mistenke, siden kryssene og de hvite sirklene former
trekanter, at antall spisser og kroker alltid er trekanttall for J = Hom([3], [n]).
Dette viser seg a vaere en god mistanke:

Teorem 7.1. L([3],n)4 har resolusjon

St s o gnian . g("3)
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A
\ o x
. 9
o x
e
. x x
x
x
> — — B x
« Y x
x
x
» (b) k-basisen former et posetideal i Hom(oo

o,[4]). Spissene til posetidealet er markert
hvite sirkler, og krokene er markert med
kryss.

(a) k-basisen til S/LP([3],4)"

Figur 29

Bevis. La LP([3],n)? vare bildet under projeksjonen [3] x [n] 2 [3] av genera-
torene. Da er

S'/LP([3], ) = <I¢(1),1y¢(2),¢(1)z¢(3),¢(2) | ¢ € Hom([3], [”D>k
Den hgyeste graden en generator kan ha er ¢(1) —14+¢(2) — (1) +¢(3) —4(2) =
#(3) —1 < n—1. Tre av disse generatorene er 2"~ y"~1 2"~1 De andre
generatorene mé dermed ligge innenfor en pyramide med hjgrner (0,0,0), (n —
1,0,0),(0,n —1,0),(0,0,n — 1) som pa fig. 30a.

La oss vise at punktene innenfor og pa pyramiden kun bestar av elementene
i Hom([3], [n]). Fra proposisjon 7.1 vet vi at |[Hom([3], [n])| er (”‘3"2) For a finne
antall punkter i pyramiden kan vi legge sammen alle punktene i et gitt plan, for
sa & summere over alle planene (fig. 30b). Denne summen blir

’f (n+1—i) B (n+2)

= 2 3
Generatorene former derfor et poset i Hom([3], [#]) hvor spissene er alle genera-
torene med grad n— 1. Disse ligger pa trekanten med hjgrner (n—1,0,0), (0, n—
1,0),(0,0,n — 1). Antall slike punkt er w = (";‘1) Hver krok korrespon-
derer til generatorene i komplentet til posetet, som betyr at punktene korrepson-
derende til krokene ligger pa trekanten med hjgrner (n,0,0), (0,n,0), (0,0,n).
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(0,0,m —1)

(0,n—1,0)

(a)

Figur 30: Punkter pa formen (x,y, 2) ligger innenfor en pyramide

Dermed er antall kroker (("+;)+1) = (”;2) Dette gir Betti-tallene til resolusjo-
nen.

O

For & se hva som skjer med resolusjonen for vilkarlige posetideal J C
Hom([3], [n]) er det lurt & tenke pa hele prosessen som en transformasjon. Vi
startet med et posetideal i Hom([3], [n]) og endte opp med et i Hom(o o o, [n])
(som var formet av generatorene til S’/LP([3],n)?). Videre, nar vi snakker om
transformerte posetidealer, vil vi sikte til denne trasnformasjonen.

Med litt fargelegging kan det se ut som punktene i hvert fargelag i fig. 31a,
punktene med fikset z-koordinat, alle ligger pa en trekant (fig. 31b). Dette kan
vi lett se fra A:

Alle punkter som ligger pa lag nr. m (z = m) er pa formen (z,y,m) slik at
1 <z <y < m. Etter A blir disse punktene sendt til (x — 1,y —x,m —y). Legg
merke til at for alle disse punktene er t—14+y—x+m—y = m—1, som betyr at alle
punktene ligger pa trekanten med hjgrner (m—1,0,0), (0, m—1,0), (0,0, m—1).

Det kan derfor se ut til at resolusjonen til J C Hom([3], [n]) er kun bestemt
av topplaget, som ogsa var tilfellet for posetidealer i Hom([2], [n]). Antall punk-
ter pa det gverste laget (punktene i lilla, fig. 31a) korresponderer til spisser i
det transformerte posetidealet (punktene i lilla, fig. 31b).
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(a) Posetidealet 7 i Hom([3], [4])
(b) Det transformerte posetidealet J i

Hom(o o o, 4]

Figur 31: Transformasjon av posetidealer

Legger vi pa et nytt lag, i det opprinnelige posetet, som er inneholdt i det
storste laget (z-plan) blir ikke Betti-tallene endret. F. eks, se pa det ekstra laget
med svarte punkter (fig. 32a). Disse er inneholdt i det lilla laget, i den fort-
stand at de deler x- og y-koordinater med de lilla punktene. Transformasjonen
resulterer i at vi bare strekker noe av fig. 31b til fig. 32b.

En annen mate a se dette pa er at punktene pa det lilla laget som har
a-koordinat 1 er punkter pa formen (1,y,4), hvor 1 < y < 4. Etter transfor-
masjonen sendes disse til punkter (0,y — 1,4 —y). Nar y varierer ser vi at disse
punktene ligger pa en "trapp”’. Har vi et lag over det lilla, f. eks det svarte
laget (fig. 32a), vil punktene med a-koordinat 1 veere pa formen (1,3y’,5) med
1 <y’ <y. Etter transformasjonen sendes disse til (0,4’ —1,5—1y’). Dette betyr
at vi de svarte punktene bare legges oppa de lilla, sa vi har fortsatt den samme
“trappen”, bare at den er strukket. Dette gjelder for alle z-koordinatene.

La oss se pa et lag, zi (alle punktene med z-koordinat k), for et posetideal
J C Hom([3],[n]). Med diagonalen, mener vi alle punktene (i,7,k) € J, med
i < k, som ligger pa dette laget.

La d er antall punkter pa den det laget som har lengst diagonal. Fra fig. 29b
ser vi at antall spisser er antall kroker pluss d+ 1 (pa fig. 29b skyv alle spissene
ett hakk opp, slik at de overlapper med kryssene. Antall kryss som mangler pa
det nederste laget er d + 1). Med dette kan vi finne resolusjonen for et vilkarlig
posetideal J C Hom([3], [n]):
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(a) Posetidealet 7 i Hom([3], [5])
(b) Det transformerte posetidealet J i

Hom(o 0 o, [5])

Figur 32: Transformasjon av posetidealer

Teorem 7.2. La J C Hom([3],[n]) vere et posetideal hvor lengden av den
lengste diagonalen er d. Da har L([3],n; J) resolusjon

st g("37)+m L gd*+2dtam o g("37)+m
Hvor m >0

Bevis. Har vi et topplag og legger pa et mindre lag vil ikke Betti-tallene endre
seg, sa la oss kun se pa topplaget sett ovenfra.

o o €1
o €2
o €3

€4

Figur 33: Kryssene pa figuren er diagonalen (d = 4), og vi legger pa noen ekstra
hvite punkter

Antall punkter pa diagonalen er d, og vi legger til ekstra punkter ey, ..., eq
slik at e; > ey > -~ > e4. Antall punkter pa topplaget er da (d;rz) + Zle e;.
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Men alle e; er ikke-negative heltall, sa Zle e; kan ta hvilken som helst ikke-
negativ verdi. Kall Zgzl e; = m, da er antall punkter pa topplaget (d;rz) +m

som er det forste Betti-tallet. Antall spisser er ((*5?) +m)+(d+1) = (*3") +m.
Alternativt kan vi fargelegge fig. 33, slik at vi far:

ﬁTH o o €1

I o o €3
| o €4
Figur 34

Etter transformasjonen (med A og generatorene til Alexanderdualet) far vi
fig. 35.

Dette kan vi se hvis vi ser pa raden med de rgde punktene (inkludert de 3
ekstra hvite) i fig. 34. Disse punktene har en fikset z- og z-koordinat, kall dem
henholdsvis a og ¢, og er pa formen (a,y,c). Etter transformasjonen blir disse
punktene (a — 1,y — a,¢ — y), som betyr at punktene blir en ”trapp” som har
fast x-verdi. Det samme gjelder ogsa for de grgnne, bla, og gule lagene. Fra
fig. 35 ser vi at de ekstra spissene vi far er 2?21 e; = m, som gir antall totale

spisser: (dgl) + m. Samtidig ser vi at de nye krokene vi far er 2?21 e; = m.

Dermed er det totale antall kroker (‘“2'2) + m.
O

Fra seksjon 3.1 om trappeidealet, husker vi at idealet L(P, n; ._7)’4 +B(P,n:
J)A ble vist & veere et Gorenstein-ideal. La I(J) veere idealet L([3],n; J)* +
B([3],n; J)”. Gjennom kjgringer i programmet Macaulay2 har vi beregnet reso-
lusjonen til I(J) for prinsipale posetideal [(a, b, ¢)] € Hom([3], [n]) over den min-

ste polynomringen som inneholder variablene i I(J), altsa S = k[x1, ..., 24, y1,- -

Fra dette formoder vi:

Formodning 7.1. La [(a,b,c)] C Hom([3], [n]) vere et prinsipalt posetideal med
a < b < c. Resolusjonen til I([(a,b,c)]) er

St St (—a) ® S (~b) @ S(bgl)_(b?)(_c) D S(bgl)—(b?l)(_a —b+2)
— 89(-b-1)@s2("2) 2" (—a—b+ 1)@ 52 )202") (—e— D)@ S (—a—ct1)

b+1)_(b—a b1

« s

%)

"yb7217"'

2") (—e—2)08 ("2 )= ("2") (—a—b)BS* (—a—) S (—b—c) + S (—a—b—c)

7ZC]‘



X

Figur 35: Det transformerte posetet, med nye kroker markert som kryss

Formodning 7.2. La [(a,b,c¢)] € Hom([3],[n]). Huvis I([(a,b,c)]) er Stanley-
Reisner-idealet korresponderende til et simplisielt kompleks A, sa er h-vektoren

h(A) = (hOa hla ey ha+b+c—4)

hvor hy = 37,4 . Z?;é Z?;é_j (ﬂgz), hi = hospro—at for 0 <1<b—2. For
lnirb—1<l<a+c—3erh = (b-s2-1)

Eller ekvivalent:

Formodning 7.3. La [(a,b,c)] C Hom([3],[n]), a < b < c¢. Da er Hilbertrekken

H ST Ty () (#  parbremdmind) 4 SRS (Vi) g
I([(asbyo) (B) = (1= fyarbre—d
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8 Hom(V,[n])

Figur 36: Hom(V, [4])
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I denne seksjonen ser vi veldig kjapt pa posetet Hom(V, [n]), og kommer med
noen formodninger.

a

Figur 37

For en ¢ € Hom(V,[n]) ma ¢(a) < ¢(b) og ¢(a) < ¢(c). Vi kan bytte om
rollene pa b og ¢ sa posetet burde veere symmetrisk. For en fikset verdi av ¢(a)
er det (n — ¢(a) + 1)? muligheter for b og c. Posetet vil da se ut som i fig. 36,
hvor vi har latt ¢(a) veere et z-plan.

Proposisjon 8.1. [Hom(V,[n])| = >_1 ¢

Bewis. For hver ¢(a) er det (n — ¢(a) + 1)? muligheter for b og ¢. A summere
over alle ¢(a) fra 1 til n gir resultatet. O

V-posetet kalles noen ganger et korolla med 2 blader, og vi kan se, med et
identisk argument, at hvis K, er et korolla med m blader sa er

[Hom (Ko, [n])] = i

Fra na av sender vi ¢(a) til x4, ¢(b) til yum) og ¢(c) til z4(cy. Vi ser
pa Gorenstein-idealet L(P,n; J)* + B(P,n; J)* fra seksjon 2.5, med P lik V-
posetet. La I(J) veere idealet L(V,n; J7)* + B(V,n; J)“. Gjennom kjgringer i
programmet Macaulay2 har vi beregnet resolusjonen til I(7) for prinsipale pose-
tideal [(a, b, )] € Hom(V,[n]) over den minste polynomringen som inneholder
variablene i I(7), altsa S = k[z1,...,Za, Y15+, Ybs 21, - -, 2¢). Fra dette for-
moder vi:

Formodning 8.1. For et prinsipalt posetideal [(a, b, c)] € Hom(V, [n]) er reso-
lusjonen til I([(a,b,c)])

St ésl(—a +2—1i)® SY—b) ® S*(—c)

=1
a—1 a—1
— P S (—a—i)@S* (~b-1)BS* (—c—1)BS* (—a—b+1)BS* (—a—c+1) @ §* (~b—c+a—i)
i=1 =1

<—Sa(—a—b)@Sa(—a—c)éSl(—c—b—i—a—l—i)<—Sl(—a—b—c)

i=1

I tillegg kan det se ut til at
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Formodning 8.2. Generatorene til I([(a,b,c)]) er

c—a-+k a— b—a+k
)

a k—1 a—k k
/ "
mi= [ @ [Twz mi=Ta IT = mi= 1o I w
i=1 i=1

i=k+1  i=1 i=1 i—1

Vi har ogsa prgvd a se pa posetet i fig. 38 som vil bli kalt W-posetet. La
I(J) veere idealet LA(W,n; J) + BA(W,n; J). Vi har sett pa resolusjonen til
I([(a, b, c,d)]) over den minste polynomringen, k[T1,...,Za, Y1y« Yby 215+« 5 Ze, Wi, - - -, W4,
som inneholder variablene i I([(a, b, ¢,d)]). Vi formoder:

c

a

Figur 38

Formodning 8.3. La [(a,b,c,d)] € Hom(W, [n]) vere et prinsipalt posetideal.
Da er resolusjonen til I([(a,b,c,d)])

St é SY(—a +3 —2i) & SY(—b) ® S*(—c) & S(—d)

« 6_9 SY(—a—2i)®S" (—b—1)BS*(—c—1)@S (—d—1) @ SY(—b—i) @ SY(—c—i) @ SY(—d—i)

i=1

ésl(—b—c+2—z‘)é51(—b—d+2—i)é51(—c—d+2—z‘)
<—ésl(—b—1—i)é51(—c—1—i)é51(—d—1—z‘)

Ps'(-b-—ct+1-i)P S (-b—d+1-i) PSS (~c—d+1-1i)
i=1 i=1 i=1
a—1
®S(—a—b—c+1)®S*(—a—b—d+1)®S*(—a—c—d+1) @Sl(—b—c—d—i-a—%)

i=1

+— 8% (—a—b—c)®S*(—a—b—d)®S*(—a—c—d) @ SY(—b—c—d+2a—1-2i) < S*(—a—b—c—d)
i=1
De totale Betti-tallene er 1,4a,10a — 1,10a — 1,4a,1. Her, som ogsa var
tilfellet med V-posetet, kan det se ut som Betti-tallene bare er bestemt av det
minste elementet i W-posetet.
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9 Hom(A,n])

Figur 39: Hom(L, [4])
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Posetet Hom(A, [n]) har mye til felles med Hom(V,[n]). Med samme n er
begge posetene like store.

a b
Figur 40: Posetet A

Proposisjon 9.1. [Hom(A, [n])| =Y i?

Bewis. For en fikset ¢(c) er det (n — ¢(c) 4 1)? muligheter for ¢(a) og #(b). A
summere over alle ¢(c) fra 1 til n gir resultatet. O

Vi sender ¢(a) til x¢(a b) til y%b), og ¢(c) til z4(c, og ser igjen pa Goren-
steinidealet L(A,n; J)* +B(A n; J)“. Skriv dette idealet som I(J). Gjennom
programmet Macaulay2 beregner vi I(7) for prinsipale posetidealer [(a, b, ¢)] C
Hom(A, [n]) over polynomringen S = k[z1,...,Za, Y1y, Ybs 21, -, 2¢). Vi for-
moder:

Formodning 9.1. La [(a,b,c)] C Hom(A, [n]) vere et prinsipalt posetideal. Da
er resolusjonen til 1([(a,b,c)])

a—2
S S (=a) © ST (b + 1) © S*(—b) P S (—b— i) ® ST (—c)
=1

[ V)
[ V)

— St (—b) P ST (—b—i)@S T (—a—b+1) @S T (—e—1) D S (—e—1-i) DS " (—a—c)

1 i=1

a—

a—2
— SUHb=2(_q—b) @Sl(—c—l—i)EBSQ(—a—c)@Sb_“H(—a—c—l)@Sl(—b—C) — SY(—a—b—c)
i=1

De totale Betti-tallene er 1,a + 2b, 2a + 4b, 2a + 4b,a + 2b, 1. Igjen kan det
se ut til at de totale Betti-tallene kun er avhengig av de minste elementene i
A-posetet.
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10 Hom(L, [n])

Figur 41: Hom(L,[4])
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Vi gir et geometrisk bilde av posetet. For ¢ € Hom(L, [n]) har vi at ¢(a) <
@(b) og ¢(c). ¢(c) kan ta alle mulige verdier i [n] og er uavhengig av ¢(a), p(b).
For en fikset verdi av ¢(c) vil posetet se ut som Hom([2], [n]). Sender vi, som
vanlig, ¢(a) til Ty, ¢(b) til yuw) 0g ¢(c) til 24 Vil hvert z-plan se ut som
Hom([2], [n]), og vi far fig. 41.

a C

Figur 42: L-posetet

Vi har vist:
Proposisjon 10.1. [Hom(L, [n])| = n|Hom([2], [n])| = n("$")

Ogsa for dette posetet har vi sett pa Gorenstein-idealet L(L,n; J)A+B(L,n; J)* =
I(J), igjen over den minste polynomringen S = k21, ..., Ta, Y1 -« Ybs 215 - - - » Zc]-
Vi formoder:

Formodning 10.1. La [(a,b,c)] C Hom(L,[n]) vere et prinsipalt posetideal.
Da er resolusjonen til I([(a,b,c)])

St S8%—a+1)® S 1 (=b) & S'(—c)
— S H=a)® S (-b—-1)® S (—a—c+1)® S (~b—c)
S (—a-b) @S H-a—-c)®S*(-b—c—1) < S (—a—b—rc)
Det totale Betti-tallene er 1,2a,4a — 2, 2a, 1.
Formodning 10.2. Generatorene til I([(a,b,c)]) er
c k—1 a l b
mcznﬂ% my = H%Hffz, m}szi H Yi
i=1 =1 kt1 =1 i=lt1

Hvor1<k<aogl<Il<a-—1, og det tomme produktet er 1

64



11 Programmering i Macaulay?2

I denne oppgaven ble de fleste beregningene gjort gjennom et fantastisk dat-
aprogram kalt Macaulay2 [7]. Det er mange mater a kjore programmet, men
jeg valgte & installere Linux (Ubuntu), for & sa kjgre programmet gjennom
GNU Emacs. Med dette programmet kan man bl. a regne ut minimale frie
resolusjoner, beregne Hilbertrekker, dimensjon og kodimensjoner (og ellers mye
mere som ikke er blitt brukt i denne oppgaven). Macaulay2 tillater ogsa en
viss grad av progarmmering, kalt method, for & lage rutiner. Her vil jeg gi et
eksempel pa slike prosedyrer som er blitt brukt i denne oppgaven.

Eksempel 11.1. I seksjon 7 sa vi pa posetet Hom(V, [n]). Vi startet med et
prinsipalt posetideal [(a,b,c)] € Hom(V,[n]) med n = max{b,c} og vi jobbet
over den minste polynomringen hvor variablelene dukket opp. Denne ringen var
S =k[T1,. ., Tas Y1y s Yby 21, - -+ 5 2]

lpidealVv = method(Typicalvalue => ideal)
lpidealv(zz,zz,zz) := (a,b,c) -> (

S = k[x_1..x a,y 1..y b,z 1..z c];

I = ideal();

for 1 from 1 to a do

(for j from 1 to b do

(for k from 1 to ¢ do
(I =1 + ideal(x_i*y j*z k))));
return monomialIdeal(I));

I = lpidealv(2,3,4)

Figur 43: Rutine for a finne co-letterplace-idealet til det prinsipale posetidealet
[(a,b,0)]
Deretter ble rutinen for a finne L(V,n; [(a, b, ¢)]) laget slik (fig. 43):

1. Vistartet med a kalle rutinen IpidealV som tar input (a,b,c). TypicalValue
og ideal betyr at vi starter med tall, og rutinen skyter ut en ideal.

2. Deretter definerte vi hva denne rutinen skulle gjgre med disse heltal-
lene (a,b,c). Forst bestemte tripletten at polynomringen S, skulle vaere
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kX1, oy Tay Y1y« -y Uby 21, - - - » 2¢) hvor k er satt til & veere Q for. Dette
sgrger for at vi jobber innenfor den minste polynomringen som inneholder
variablene.

3. Deretter definerer vi et ideal som stadig vokser ved I = I + ideal(z;y;2x)
(hele tiden legges idealet (z;y;2i) til nar visse kriterier for ¢,j,k er til-
fredsstilt).

4. Sa det vanskeligste, som er a spesifsiere hvordan 1, j, k skal oppfgre seg.
Dette gjores med sakalte for-lpkker (for loops). j og k ma hele tiden veere
storre eller lik ¢ (p.g.a. hvordan posetet ser ut). 4 starter fra 1 og gar helt
opp til var a, mens det skjer skal hele tiden j og k veere storre eller lik
i, men j ma stoppe pa b og k ma stoppe ved c¢. Dette fgres inn som pa
bildet (fig. 43).

5. Rutinen avsluttes med & vise oss hvordan idealet ser ut. Dette gjgres med
return monomialldeal(I). Hvert steg i rutinen avsluttes med et semi-kolon.

A Kjore denne rutinen for det prinsipale posetidealet [(2,3,4)] gir
i4 :
I = lpidealv(2,3,4)

o4 =monomialldeal (x y z , Xy z , Xy 2z ,XyzZ,XyzZ,Xyz,Xyz,Xyz,Xyz,Xyz,Xyz,Xxyz,xyz,xyz,

04 : Monomialldeal of S

Figur 44: Rutinen kjgres for [(2, 3,4)]

Neste pa listen er a lage B(V,n;[(a, b, c)]):

1. Vi startet med a kalle rutinen IpidealV og sgrget for at den tar samme
input som (a,b,c). Vi definerer ikke polynomringen inni denne rutinen, i
motsetning til Ipideal V. Dette fordi det ser ut som Macaulay?2 tror det er
to forskjellige ringer, selv med samme (a,b,c). Dette vil ikke fgre til noe
problem videre.

2. Vilegger in to for-lgkker, siden monomene i trappidealet er generert av er
produktet av to variabler.

Pa fig. 46a har vi tegnet trappeidealet for [(3,4,3)] med det laveste ele-
mentet i V-posetet i midten. Vi ser at j starter i 1 og rett under det
(altsa opp til ¢ — 1). 4 kan variere fra alt mellom 1 til a. Akkurat det
samme gjelder for k som med j. Dette gir for-lgkken i fig. 45.

Na som vi har laget L(V,n;[(a,b,c)]) og B(V,n;[(a,b,c)]) lager vi en rutine
som gir Betti-tallene til Gorenstein-idealet. Vi husker at Gorenstein-idealet,
I([(a,b,c)]), var L(V,n;[(a,b,c)])?* + B(V,n;[(a,b,c)])?, si i rutinen bergener
vi fgrst Alexanderdualet til L(V,n;[(a, b, c)]) og B(V,n;[(a,b,c)]) for & deretter
legge de sammen. Tilslutt far vi rutinen til & sende ut Betti-tallene til resolusjo-
nen av dette idealet.
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staircaseV = method(Typicalvalue => ideal)
staircasev(zz,zz,zz) := (a,b,c) -> (

B = ideal();
for 1L from 1 to a do
(for j from 1 to i1-1 do

(B = B + ideal(x_1i*y j)));
for 1L from 1 to a do
(for k from 1 to i1-1 do

(B = B + ideal(x_1i*z _k)));
return monomialIdeal(B));

B = staircasev(2,3,4)

Figur 45: Rutine for a finne trappeidealet til det prinsipale posetidealet [(a, b, ¢)]

1. Fgr vi lager rutinen trenger Macaulay?2 en pakke. Denne pakken gjgr at
vi kan regne ut Alexanderdualet. Pakken heter SimplicialComplezxes, og
vi henter denne ved & skrive loadPackage ”SimplicialComplexes” (fig. 47)

2. Sa definerer vi rutinen, men denne gangen, siden vi skal ha ut Betti-tall,
skriver vi Typical Value=> BettiTally, ellers er mye det samme.

3. Det forste vi gjor er a be rutinen regne ut Alexanderdualet til L(V, n; [(a, b, ¢)])
(som vi kalte IpidealV'). Dette er de 5 fgrste linjene inne i rutinen (fig. 47).
Alexanderdualet vi far ut kalles ID1.

4. Idéen er akkurat den samme for & regne ut Alexanderdualet til B(V, n;[(a, b, ¢)])
(staircase V'), og er de neste 5 linjene inne i rutinen. Alexanderdualet til
dette idealet blir kalt BD1.

5. For a fa Gorenstein-idealet (kalles J i rutinen) legger vi sammen ADI og
BD1.
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i

(a) Trappeidealet for [(3,4, 3)]

Figur 46
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loadPackage "SimplicialComplexes"

bettiGorensteinV = method(Typicalvalue => BettiTally)
bettiGorensteinv(zz,zz,zz) := (a,b,c) -> (

I = lpidealv(a,b,c);

I1 = monomialIdeal(I);

D1 = simplicialComplex I1;

AD1 = dual(D1);

ID1 = monomialIdeal(AD1);

B = staircaseV(a,b,c);

B1 monomialIdeal(B);

D2 simplicialComplex B1;
AD2 = dual(D2);

BD1 = monomialIdeal(AD2);

J = ID1 + BD1;
C = res J;

return(betti C));

Figur 47: Rutine for & finne Betti-tallene til Gorenstein-idealet I([(a, b, ¢)])
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