Stanley-Reisner ringer med sykliske
gruppevirkninger

Kirsti Loe

MASTERAVHANDLING I
ALGEBRA/ALGEBRAISK GEOMETRI

MATEMATISK INSTITUTT
UNIVERSITETET I BERGEN

2. juni 2009






TAKK TIL

Jeg vil gjerne takke min veileder Gunnar Flgystad for & ha introdusert meg for kombinatorisk
kommutativ algebra, et utrolig spennende og interessant omrade innenfor matematikken, og for
gode diskusjoner og hjelp underveis i arbeidet med denne oppgaven. Takk til alle p4 matema-
tisk institutt som har bidratt med hjelp og gode rad, spesielt takk til Erlend for gjennomlesning
av oppgaven. Og takk til min samboer Hans Philip for all stgtte og oppmuntring.






Innhold

1 Innledning

2 Innledende definisjoner og resultater
2.1 Kvadratfrie idealer og simplisielle komplekser . . . . . . . . ... ... ... ..
2.2 Homologi . . . . . . .
2.3 Cellulaere resolusjoner . . . . . . . .. L

3 Sykliske polytoper
3.1 Innfering i sykliske polytoper . . . . . . . .. .. L
3.2 Stanley-Reisner idealene tilordnet sykliske polytoper . . . . . . . . .. .. ...

4 Minimale frie resolusjoner
4.1 Noen spesielle Stanley-Reisner ringer . . . . . . . ... ... ... ... ... .
4.2 Lengde20g3 . . . . . ..

5 Lengde 4
6 Lengde 5, nedre skranke
7 Lengde 5, gvre skranke

8 Cohen-Macaulay ringer
8.1 Dimensjon, dybde og Cohen-Macaulay ringer . . . . .. .. .. .. ... ....
8.2 Cohen-Macaulay Stanley-Reisner ringer . . . . .. ... ... ... .. .....

9 Lineazre cellulzere resolusjoner
9.1 Litt om linesere resolusjoner . . . . . . . . .. L L Lo
9.2 Noen spesielle minimale linezere resolusjoner . . . . . . . . . .. ... ... ..
9.3 Ton-kanter . . . . . . . . ..

15
15
16

19
19
22

25

33

45

61
61
63






Kapittel 1

Innledning

Kombinatorisk kommutativ algebra, som ble introdusert av Melvin Hochster og Richard P.
Stanley pa midten av 70-tallet, er et forholdsvis nytt omrade innenfor kommutativ algebra.
Man studerer simplisielle komplekser, som er kombinatoriske objekter, og kopler dem opp mot
Stanley-Reisner ringer, som er algebraiske objekter. En stor del av denne oppgaven baserer seg
pa homologi-teori, en gren av matematikken som oppstod rundt 1940, med blant andre Samuel
Eilenberg i spissen. Denne teorien lar oss méale antall hull av ulike dimensjoner i topologiske
rom. Her bruker vi denne teorien som et redskap til & se pé frie resolusjoner av Stanley-
Reisner ringer. I kapittel 2 gis en grunnleggende innfering i den viktigste teorien som blir
brukt: Kombinatorisk kommutativ algebra, homologiteori og cellulare resolusjoner. Gjennom
hele denne oppgaven kommer vi til & jobbe over polynomringen med n variable over en kropp
k, S =k[z1,x2,...,zy].

En spesielt interessant klasse av simplisielle komplekser fas ved & se pa sykliske polytoper
C(n,d), som vi vil se i kapittel 3. Disse polytopene er ekstremale i den forstand at de har
det maksimale antall fjes av dimensjon j, for alle j som er mindre eller lik dimensjonen d,
i klassen av d-polytoper. Til enhver konveks simplisiell polytop kan vi tilordne et simplisielt
kompleks A. Vi har beskrevet hvordan Stanley-Reisner idealene til noen av disse simplisielle
kompleksene ser ut; nar d er jamn sa er Stanley-Reisner idealet er generert av alle kvadratfrie
monomer X’ av grad %Jr 1 slik at 7 ikke inneholder noen etterfplgende hjgrner (modulo n). De
er altsd generert av noen monomer x”, der |7| = % + 1 og mengden av disse 7’ene er invariant
under gruppevirkningen fra gruppen av sykliske permutasjoner.

S& har vi sett pa noen Stanley-Reisner idealer som er definert pa en tilsvarende mate, de
som er generert av alle monomer x7, der ¢ er definert slik: La G veere gruppen generert av den
sykliske permutasjonen (1,2,...,n) pad {1,2,...,n}, ogla o gjennomlgpe elementene i orbiten
til {1,2,...,4} under virkningen fra G, for en i der 1 < i < n. S& disse er ogsd invariante under
gruppevirkningen fra gruppen av sykliske permutasjoner. Vi har prgvd & beskrive hvordan de
minimale frie resolusjonene for restklasseringene S/Ia til disse ser ut. Generelt har vi sett
pa lengden pé resolusjonene, som gir en idé om hvor "langt” disse ringene er fra & veere frie
S-moduler. Vi har i noen tilfeller sett pa Bettitallene for den minimale resolusjonen, noe som
gir oss litt mer detaljert informasjon. Og i noen tilfeller har vi beskrevet resolusjonen cellulaert,
noe som gir en enda finere beskrivelse av resolusjonen. Dette arbeidet utgjor den stgrste delen
av denne oppgaven (kapittel 4-7), og inneholder noen til dels sveert omfattende beviser.

Videre, i kapittel 8, har vi beskrevet codimensjonen for disse spesielle Stanley-Reisner
idealene. Sa gis en kort innfering i dimensjons- og dybdeteori, for vi bruker dette resultatet til
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& vise at noen av restklasseringene S/Ia er Cohen-Macaulay, altsa at de har den egenskapen
at for ethvert maksimalt ideal s& er dybden lik kodimensjonen.

En annen metode for & finne eksempler pd Cohen-Macaulay Stanley-Reisner ringer er a
finne linezere minimale resolusjoner. Vi har nemlig et resultat fra Eagon og Reiner som sier at
en Stanley-Reisner ring S/Ia er Cohen-Macaulay hvis og bare hvis det Aleksanderduale idealet
Ia~ har en linezer fri resolusjon. Dette ser vi pa i kapittel 9, der vi prgver & finne eksempler pa
idealer som har en linezr minimal fri resolusjon av lengde 3, ved & konstruere resolusjonene
cellulaert. Vi studerer noen spesielle typer 2-dimensjonale cellekomplekser; u x v-rutenett og
to sammenlimte n-kanter, og viser at dersom man merker dem med monomer pa en gitt mate
sa vil de tilhgrende cellulzere kompleksene veere linezere resolusjoner.



Kapittel 2

Innledende definisjoner og resultater

I dette kapittelet innfgrer vi begreper som simplisielt kompleks, Stanley-Reisner ideal, Bettitall
og redusert homologi. Disse kommer vi til & mgte i stor grad gjennom hele denne oppgaven.
I delkapittel 2.2 kommer et av hovedresultatene i dette kapittelet, Hochsters formel, som blir
viktig i bevisene som kommer i kapittel 4-7. Til slutt i dette kapittelet viser vi hvordan vi
kan beskrive en resolusjon cellulaert, som er en veldig naturlig og fin teknikk for & konstruere
resolusjoner.

2.1 Kvadratfrie idealer og simplisielle komplekser

Aller forst trenger vi noen innledende definisjoner og resultater fra kombinatorisk kommutativ
algebra, disse er hentet fra [4].

Definisjon 2.1.1 (Monomialideal). Et monom i S = k[z1,xz2,...,x,] er et produkt z* =
' wy? - xlr for en vektor a € N". Et ideal I C k[xy,x2,...,2,] kalles et monomialideal
dersom det er generert av monomer.

Lemma 2.1.2. Ethvert monomialideal har et unikt minimalt sett av monomiale generatorer,
og dette settet er endelig.

Bevis. For bevis, se [4]. O

Vi sier at et monom x? er kvadratfritt dersom hver koordinat i a er enten 0 eller 1. Et
ideal er kvadratfritt dersom det er generert av kvadratfrie monomer.

Definisjon 2.1.3 (Simplisielt kompleks). Et simplisielt kompleks A pd hjornemengden {1, ... ,n}
er en samling av undermengder av {1,...,n}, som vi kaller fjes, slik at:

Dersomo € A ogm Co sderteA.

Et fjes 0 € A med kardinalitet |o| = i+ 1 har dimensjon i, og kalles et i-fjes i A. Dimensjonen
til A,
—o00 hvis A=)

dim(A) = { max{dim(c)loc € A} ellers.



Gitt en tilfeldig samling {F1, ..., F), } av undermengder av {1,...,n} sa finnes det et unikt
minste simplisielt kompleks (F1, ..., Fp,), som inneholder alle disse undermengdene Fj. Det
bestar av alle undermengder G C {1,...,n} som er inneholdt i en av Fj’ene og kalles det
simplisielle komplekset generert av {Fi,..., F,,,}. Et simpleks er et simplisielt kompleks som
er generert av ngyaktig ett fjes. De maksimale fjesene i et simplisielt kompleks kalles fasetter.
Dersom et hjgrne v € {1,...,n} er inneholdt i alle fasettene til A sier vi at A er en kjegle fra
v, A er da kontraktibel. Komplementet til et fjes 7 er 7= {1,2,...,n}\ 7.

Eksempel 2.1.4. Det simplisielle komplekset A pa {1,2,3,4} som er generert av fasettene
{1,2}, {1,3}, {2,3} og {1,4} ser slik ut:

Dersom vi har et simplisielt kompleks A kan bruke det til & konstruere et ideal Ia i
polynomringen S = k[z1,22,...,2,]. Vi identifiserer en undermengde 7 C {1,...,n} med
den kvadratfrie vektoren i {0, 1}" som har i’'te koordinat 1 dersom i € 7.

Definisjon 2.1.5 (Stanley-Reisner ideal). Stanley-Reisner idealet til det simplisielle komplek-
set A er det kvadratfrie monomialidealet

In=(2"|T ¢ A), der 2" = HxL

€T
Restklasseringen k[A] = S/Ia kallles Stanley-Reisner ringen til A.

Eksempel 2.1.6. Stanley-Reisner idealet til det simplisielle komplekset A i eksempelet over
er IA = <$1$QCIJ3, o4, x3x4> .

En fri modul M over en ring R er en modul som er isomorf med en direkte sum av kopier
av R. Dersom M er endelig generert s& kan vi skrive M = R™, og vi sier da at n er rangen til
M over R.

Definisjon 2.1.7 (Fri resolusjon). En fri resolusjon av en R—modul M er et kompleks
FoiOe Fy & F & Fig &R e
av frie R—moduler, slik at
ker(¢;) = im(piy1) fori=1,2,...
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(komplekset er eksakt utenom i Fy), og
M = Fy/im(¢1) = coker(p1).
Lengden pd en fri resolusjon er det storste tallet | slik at Fy # 0.

Dersom vi ser pa S =k [z1, 22, ..., zy] som en N"-gradert ring s kan vi la S(—a) veere den

~

frie S—modulen generert i grad a, sa S(—a) = (x*) som N"-graderte moduler. Dette kalles
den N"-graderte tvistingen av S i grad a.

Og tilsvarende hvis vi ser pa S som en N-gradert ring, s& er S(—r) = (x*: |a| = r) den frie
S—modulen generert i grad 7, eller den N-graderte tvistingen av S i grad r.

Definisjon 2.1.8 (Bettitall). La Fs vere en minimal fri resolusjon av en endelig generert
N"-gradert modul M, og la F; = @ 4enn S(—a)Pie. Da er invarianten 3 q = (3;,a(M) det i'te
N"-graderte Bettitallet til M 1 grad a.

Vi kan ogsa se pad M som en N-gradert modul. Da er
ﬁi,r = Z ﬁi,a
aeN”, |a|=r
det i'te N-graderte Bettitallet til M. Og modulene i den minimale frie resolusjonen er gitt ved
Fy = P S(—r)Pr.
reN

Teorem 2.1.9 (Hilberts Syzygyteorem). La S =k [z1,...,zy,]. Da har enhver endelig gener-
ert gradert S-modul en gradert fri resolusjon av endelig lengde < n.

Bevis. Bevis for dette teoremet kan man finne i kapittel 19 i |2]. O

2.2 Homologi

Vi trenger ogsa en kort innfgring i homologi-teori. Legg spesielt merke til teorem 2.2.4 og
korollar 2.2.8, disse resultatene vil bli mye brukt senere i oppgaven. Definisjoner og resultater
i dette kapittelet er hentet fra [3] og [4].

Definisjon 2.2.1 (Homologi). Et kjedekompleks over en ring R er en sekvens av R—moduler
(abelske grupper) og homomorfier

g:-"—>G¢+1@—H>G¢ﬂ>GFl—>-“

)

slik at de sammensatte avbildningene ¢;0¢;r1 = 0 for hver i. Homologien til G i G; er definert
til 4 veere

HZQ = k:er(bi/im@“.
Definisjon 2.2.2 (Minimale komplekser). Et kjedekompleks

g:~--—>Gi+1¢i—H>Giﬁ> i — e

over en lokal ring (R, P) er minimalt dersom alle avbildningene i det tensoriserte komplekset
G® R/P er 0, det vil si at bildet til ¢; : G; — G;—1 er inneholdt i PG;_1, for hver i.
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I denne oppgaven vil vi kun jobbe med simplisiell homologi, som er noe enklere enn generell
homologi.

Definisjon 2.2.3 (Simplisiell homologi). La A were et simplisielt kompleks. Vi bygger et
kjedekompleks C(A; k) over k der modulene er gitt ved

G; = k3,

vektorrommet over k der basiselementene e, korresponderer til i—fjesene o i A, for i =
0,1,2,.... Og homomorfiene er definert ved at

¢i<60-) - ZS@QH(], U)ea\j fO’I’ P = 17 27 R

jEo
der sign(j, o) = (=1)"~! dersom j er det r'te elementet i mengden o.

I simplisiell homologi kan man f& redusert homologi H;(A;k) = ker(¢;)/im(¢ir1) dersom
man i kjedekomplekset C'(A;k) legger til G_1 og ¢¢ definert pad samme mate som over. Vi far
da det reduserte kjedekomplekset

C(AK) : 0 K1) 20 Fima(d) PRy o Ol P (8) g

Nar man studerer simplisielle komplekser jobber man generelt sett heller med redusert ho-
mologi enn med vanlig homologi. Grunnen til det er at all redusert homologi forsvinner nar
A er kontraktibel. Dimensjonen til ﬁO(A; k) er en mindre enn antall sammenhengende kom-
ponenter i A, og dimensjonen til H;(A;k) er lik antall (i+1)-dimensjonale hull i A. Nar i < 0
eller i > n—1 far vi H;y(A;k) = 0. Det eneste unntaket er det irrelevante komplekset A = {@},
som kun har redusert homologi i grad -1, der fl_l(A; k) = k.

Et viktig redskap innenfor homologiberegning finner vi i Mayer-Vietoris sekvensen:

Teorem 2.2.4 (Mayer-Vietoris sekvensen for redusert homologi). La A og B veere simplisielle
underkomplekser av et simplisielt kompleks X, slik at X = AUB og ANB # (0. Da er

. — H,(ANB) % H,(A) & Hy(B) & Hy(X) S Hy (AN B) — -« — Hy(X) = 0
en eksakt sekvens, som kalles Mayer-Vietoris sekvensen.
Bewvis. Man danner forst en kort eksakt sekvens av reduserte kjedekomplekser
0— C(ANB) — C(A)® C(B) - C(AUB) — 0

Deretter far man en lang eksakt sekvens av homologigrupper assosiert til denne. For detaljer,
se [3], kapittel 2.2. O

Definisjon 2.2.5 (Lenken). Lenken til o 1 det simplisielle komplekset A er
lka(o)={r € AlTUoc € A ogTN0o =2},

mengden av fjes 1 A som er disjungte fra o, men hvis union med o ligger i A.
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Definisjon 2.2.6 (Stjernen). La A were et simplisielt kompleks pd {1,...,n} og la v €
{1,...,n}. Stjernen til v i A er

sta{v} = A{F fjes i Alv € F}.

Definisjon 2.2.7 (Restriksjonen). La A weere et simplisielt kompleks pa {1,...,n} og la R C
{1,...,n}. Restriksjonen av A til R er

Alp={0c €Al o C R}
La RY vaere komplementet til R i {1,...,n}. Da definerer vi A|_gr = A|gc.
Fra Mayer-Vietoris sekvensen far vi da fglgende korollar:
Korollar 2.2.8. La A wveere et simplisielt kompleks pd {1,...,n} oglav € {1,...,n}. Da er
- Hi(A|_ () = Hi(A) = Hi 1 (lka{v}) = Hia(Al_gy) — ...
en eksakt sekvens.

Bevis. La A= Al_y,) og B = sta{v}. Daer AN B = lka{v}, og B er en kjegle fra v, si den
har ingen redusert homologi. Dermed far vi at

Hi(A) & H;y(B) = Hy(A) &0 2= Hy(A) = Hi(A|_q,).
O

Homologiberegning er veldig nyttig i arbeidet med & beregne resolusjoner, spesielt p& grunn
av det neste teoremet.

Definisjon 2.2.9 (Alexanderdualet til et simplisielt kompleks). Dersom A er et simplisielt
kompleks, sd vil det Alezanderduale simplisielle komplekset

AT =A{7|r ¢ A},

bestd av komplementene til de undermengdene som ikke er fjes i A.
En ekvivalent definisjon er at

A* = {r|&” € In}.

Teorem 2.2.10 (Hochsters formel). Alle ikke-null N™-graderte Bettitall til In og S/Ia ligger
1 kvadratfrie grader o, og disse er gilt ved formelen

Bio(In) = Bis1,0(S/In) = dimyH;_1(Ika+ (5); k).
Bevis. For bevis, se [4], kapittel 1.5. O
For & forkorte notasjonen noe skriver vi %j(lk:A* (5);k) i steden for dimyH;(lka«(5); k).
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2.3 Celluleere resolusjoner

En resolusjon kan ofte beskrives som en celluleer resolusjon, dvs. at det er en korrespondanse
mellom resolusjonen og en type geometrisk objekt som vi kaller topologisk cellekompleks. Dette
cellekomplekset er bygget opp av punkter, linjestykker, flater, 3-dimensjonale celler, osv. Og
de er bestemt ut i fra generatorene til modulene i resolusjonen, og minste felles multiplum
(lem) av disse.

En undermengde K C R er konveks dersom: For to vilkarlige punkter zg,z; € K sa er
linjesegmentet med endepunkter zy og =1,

{r=(0-Nzo+ Az1]A € R,0 <\ < 1},

inneholdt i K. Desom vi har en vilkarlig undermengde X C R? s definerer vi den konvekse
innhylningen til X, conv(X), til & veere snittet av alle konvekse mengder K C R? som in-
neholder X.

Definisjon 2.3.1. En en konevks polytop er den konvekse innhylningen til en endelig punkt-
mengde i R?,

Definisjon 2.3.2 (cellekompleks). Et polyhederalt cellekompleks X er en endelig samling av
konvekse polytoper, kalt fies 1 X, slik at

o Dersom P er en polytop © X og F' er et fjes i P, sa er I med i X.
o Dersom P og Q er med i X, sd er PN Q et fjes i bide P og Q.

Et cellekopleks er merket dersom de r hjornene + X er merket med vektorer a1, az,...,a, 1
N"™. Et vilkarlig fjes F' i X er merket med eksponenten ap til lem(x®|i € F). Vi sier at fjeset
F har vekt |{j € ap|j # 0}].

Dersom X er et merket cellekompleks kan vi velge en tilfeldig orientering pa X og definere
funkjsonen sign pa fjesene i X ved at
sign(F,G) = { 1 hvis orienteringen til G er indusert av orienteringen til £

—1 ellers
Definisjon 2.3.3. La X veere et merket cellekompleks. Det cellulere frie komplekset Fx stottet

pd X er gitt ved
Fi= D SF
FeX,dimF=i—1
der
O(F) = Z sign(G, F)z? ~ % G.
fasetter G 1 F

Definisjon 2.3.4 (X<p). La b € N*. X<p er underkomplekset av X som bestir av alle fjes
F ¢ X slik at b—ap € N”

Vi sier at et cellekompleks er asyklisk dersom det enten er tomt eller ikke har noen redusert
homologi.

Proposisjon 2.3.5 (Fra [4]). Det cellulere frie komplekset Fx stpttet pa X er en celluler
resolusjon hvis og bare hvis X<y er asyklisk over k for alle b € N". Nar Fx er asyklisk sd er
Fx en fri resolusjon av S/1I, der I = (x®|v € X er et hjorne) er generert av de monomiale
merkingene pd hjornene.
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Kapittel 3
Sykliske polytoper

Vi skal i dette kapittelet se pa en spesiell klasse av polytoper, kalt sykliske polytoper. Disse
polytopene er ekstremale i den forstand at en syklisk polytop med dimensjon d har det maksi-
male antall j-fjes en d-polytop kan ha, for enhver j med 1 < j < d. Dette ble vist av McMullen
1 1970, for en skisse av beviset se [1], side 227.

For (blant annet) sykliske polytoper kan man definere et tilhgrende simplisielt kompleks.
Jeg har sett pa de tilhgrende Stanley-Reisner idealene til disse, og funnet ut at nér dimensjoen
d er jamn s& kan disse idealene beskrives pa en fin mate. De er nemlig generert av monomer
x7, alle av samme grad, der 7 ikke har noen etterfolgende hjorner (modulo n).

3.1 Innfgring i sykliske polytoper

Definisjoner og resultater i dette delkapittelet er hentet fra [1]. For definisjon av konvekse
polytoper, se kapittel 2.3.

Definisjon 3.1.1 (Polyeder). La a € R% a # 0 og 3 € R. Mengden
H = {zcR’|(a,2) = 4}

er et hyperplan med normalvektor a. ({(a,x) er definert som indreproduktet mellom a og x).
Mengden av punkter som ligger pd den ene siden av hyperplanet (inkludert hyperplanet selv),
kalles et lukket halv-rom. Et polyeder er snittet av endelig mange lukkede halv-rom.

En annen definisjon péd en konveks polytop er at det er et avgrenset polyeder.

La P vare et polyeder, og H et hyperplan. H kalles et stgttende hyperplan til P dersom
HNP # ) og P er inneholdt i et av de lukkede halv-rommene som defineres av H. Dersom
H er et stottende hyperplan til P s kalles H N P et fjes i P. Vi sier ogsé at P selv og den
tomme mengden () er fjes i P, de sakalte uekte fjesene. Fjesene i et polyeder (polytop) er selv
polyedere (polytoper).

Dimensjonen, dimP, til et polyeder P er dimensjonen til aff(P), den affine innhylningen
til P. Den affine innhylningen til en vilkarlig mengde X C R er snittet av alle affine under-
mengder av R? som inneholder X. Et j-fjes er et fjes som har dimensjon j som polyeder (vi
setter dimf) = —1).

La xg, . ..,z; € R% Elementene o, . ..,z kalles affint uavhengige dersom ethvert element
y € aff{xo, ...,z } har en unik presentasjon y = poxo + g1 + - - - + gy for po, ..., pp € RY
med pig + p1 + -+ pp =1
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Definisjon 3.1.2. Et d-simpleks er den konvekse innhylningen til d + 1 affint vavhengige
punkter. En konveks polytop P er simplisiell dersom alle ekte fjes i P er simplekser.

Proposisjon 3.1.3. La P veere et d-simpleks. Da har vi:
(i) Ethvert j-fies i P er et j-simpleks, og
(1) Enhver mengde med j + 1 hjorner i P er hjornene i et j-fies i P.

Teorem 3.1.4 (Korollar). La P weere en simplisiell konveks polytop med hjornemengde V),
og la A(P) veere samlingen av undermengder av V' som bestir av den tomme mengden og
hjornemengdene til de ekte fjesene i P. Da er A(P) et simplisielt kompleks.

Se pa den algebraiske kurven M C R?, gitt ved x(7) = (7,7%,...,7%) 7 € R. M kalles
momentkurven. Det er en kurve med grad d, og vi har da at ethvert hyperplan som ikke
inneholder M snitter M i hgyst d punkter.

Definisjon 3.1.5 (Sykliske polytoper). Lan > d+1 veere et heltall. En syklisk polytop C(n,d)
er den konvekse innhylningen til n vilkdrlige distinkte punkter pa M.

Teorem 3.1.6. d+ 1 vilkarlige distinkte punkter pa M er alltid affint uavhengige. Og C(n,d)
er dermed en simplisiell d-polytop.

Bewvis. La 19,...,7q veere de distinkte paramterne til d 4+ 1 distinkte punkter pa M. Vi ma
vise at vektorenene x(71) — x(70),...,%x(7q) —x(70) er linezert uavhengige. Altsad ma vi vise at
matrisen med disse rekkevektorene er er ikke-singulzer. Det er den hvis og bare hvis
Vandermondematrisen

1 7 Tg .. Tg

1 n 7'12 - Tld
A=

1 7y 7'3 - Tg

er ikke-singuleer. Determinanten til A regnes ut til & veere [ [o<;;<4(7i —7;), 0g dette uttrykket
er ikke null siden 7;’ene er parvis distinkte. O

3.2 Stanley-Reisner idealene tilordnet sykliske polytoper

I dette kapittelet skal vi se pad de tilhgrende simplisielle kompleksene til sykliske polytoper,
og gi en beskrivelse av Stanley-Reisner idealene til noen av disse. Men fgrst innfgrer vi noen
begreper som vi vil trenge i dette arbeidet.

La C(n,d) veere den konvekse innhylningen til punktene x; = x(7;) der 1 <5 < --- < 7,
ogn > d+1. La W veere en undermengde av V' = {x1,...,Xp}. W er en endemengde dersom
det eksisterer et heltall 4, 1 <i < n,slik at W = {x31,...,x;} eller W = {x;,...,x,}. Weren
kontiguerlig mengde dersom det eksisterer heltall 1 < i < j <nslik at W = {x;,...,x;}. W
er en odde/jamn kontiguerlig mengde dersom W er kontiguerlig og |W| er odde/jamn. Enhver
undermengde W C V har en unik dekomposisjon

W=Y1UuXjuXsU---UX,,UYs,

der Y;’ene er endemenger eller tomme, og X;’ene er kontiguerlige mengder. En mengde W er
av type (r, s) dersom |W| = r og det er ngyaktig s odde kontiguerlige undermengder X; av W.
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Teorem 3.2.1 (Fra [1|). La j veere et heltall med 0 < j < d—1. En undermengde W C 'V er
et j-fies i C(n,d) hvis og bare hvis W er av type (j + 1,s) for en s med 0 < s <d—j—1.

Bevis. Vi viser forst pastanden for j = d — 1. Siden C(n,d) er en simplisiell polytop si har
enthvert (d — 1)-fjes ngyaktig d hjgrner. Sa vi ma vise at hvis W C V er av type (d,s), sa
har vi at: conv(W) et fjes & s = 0. Fra forrige teorem har vi at punktene i W er affint
uavhengige, og dermed danner de et hyperplan H C R% Vi ser at W C H N M (der M er
momentkurven av grad d). Men faktisk sd er W = H N M, siden M er en kurve av grad d, og
dermed vil punktene pa W dele M inn i d + 1 deler, som ligger alternerende pa hver sin side
av H. conv(W) er en fasett i C'(n, d) hvis og bare hvis H stotter C(n, d), eller ekvivalent; hvis
og bare hvis alle punktene i V' \ W ligger pa en og samme side av H. Dette skjer ngyaktig nar
hvert par av punkter i V' \ W er separert av et jamnt antall av punkter i W, altsa nar s = 0.

Sa ser vi pa det generelle tilfellet, og vi antar at |W| = j+1. Anta at W har hgyst d—j —1
odde kontiguerlige undermengder. Da er det mulig & finne en undermengde T av M med
d — j — 1 punkter, slik at VNT = (), og W UT har kun jamne kontiguerlige undermengder.
Siden |W UT| = d sa folger det fra forste del av beviset at conv(W UT) er en fasett i
C(n+d—j—1,d) stottet av hyperplanet H = aff(W U T). Siden W = H NV kan vi
konkludere med at conv(W) = H N C(n,d) er et fjes i C(n,d).

Motsatt, hvis conv(W) er et j-fjes i C(n,d) si eksisterer det en fasett conv(W’) i C(n,d)
med W C W’. Siden W' ikke har noen odde kontiguerlige undermengder s kan W ha hoyst
d — j — 1 odde kontiguerlige undermengder. O

Vi har sett pa Stanley-Reisner idealet til de tilhgrende simplisielle komleksene til de sykliske
polytopene, og under er et resultat vi fant. Dersom C(n,d) er en syklisk polytop s& skriver vi
A(n,d) for det tilhgrende simplisielle komplekset.

Teorem 3.2.2. La C(n,d) vere en syklisk polytop der d er jamn. Da er generatorene i Stanley-
Reisner idealet Inn q) noyaktig de kvadratfrie monomene x” € k[z1,..., 2] der 7] = %l +1
og T ikke inneholder noen etterfolgende hjorner (mod n).

Beuvis. Fra forrige teorem har vi at fasettene i A(n,d) er alle mengder av type (d,0). S& det at
en mengde F' er en fasett i A(n,d) er ekvivalent med at |F'| = d og alle etterfplgende sekvenser
(mod n) av hjgrner i F' har jamn lengde (siden d er jamn). S& dersom F er en fasett i A(n, d)
kan vi skrive F' pa formen

F:{Ul,vlel}U"'U{Ug,’U%+1}

(mod n), altsd som en union av parvis disjungte undermengder av kardinalitet 2. Og alle
mengder p& denne formen er fasetter i A(n,d). Vi har fra definisjonen av Stanley-Reisner
idealet at In = (x7|7 ¢ A), s& hvis x" skal vaere med i In(y, ) 88 har vi to muligheter:

e |T| >d+1, eller

. % < |7] € d og minst en sekvens av sammenhengende hjorner (mod n) i 7 har odde

lengde.

d .=
Dersom |7| < § sd er 7 en undermengde av en fasett F' = {vi,v; +1} U--- U {v%,vgﬂ} for
passende valg av vy,...,v4.

2
Fra Pigeonhole-prinsippet far vi at dersom |7| = %l +1sd er x” med i In(y,q) hvis og bare hvis
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7 ikke har noen etterfplgende hjgrner (mod n), (7 er ikke en undermengde av en av fasettene
i A(n,d) hvis og bare hvis 7 ikke har noen etterfglgende hjgrner (mod n)).
Dersom |7] > d + 1 si er x7 = p(x)x” for et monom p(x) og en 7/ som ikke har noen
etterfolgende hjgrner (mod n), og || = %—i— 1 (bare fjern annenhvert hjgrne og eventuelt noen
til fra 7, s& far man 7'), s& X7 er da ikke en generator i IA(n,a)-
Sa vi ma na bare vise at 4 +2 < |7| < d medforer at 7 € A(n,d) eller at x” = p(x)x™ for et
monom p(x) og en 7’ som ikke har noen etterfglgende hjgrner (mod n), og |7'| = 4 + 1.
Lad > |7| > %4—2. Skriv 7 pa formen 7 = sy U---Us, Uty U---Uty, der s;’ene er
odde undermengder og t;’ene er jamne undermengder (Alle disse undermengdene skal vaere
sammenhengende og ingen par av dem skal kunne settes sammen til en sammenhengende
mengde). For & fa et fjes som ikke har noen odde undermengder s& ma vi legge til minst a
hjgrner. Sa vi har at % + 24 a < d impliserer at 7 € A. Og dermed har vi ogsé det motsatte,
nemlig at 7 ¢ A impliserer at a > ¢ — 2.
Vi har at |7| = 2%, |si| + S20_, |ti|. Vi antar at 7 ¢ A, og lar 7/ veere undermengden av 7
som vi far ved & fjerne annenhvert hjgrne i 7. (S4 1 de jamne undermengdene ¢; fjerner vi altsa
halvparten av hjgrnene og i de odde undermengdene s; fjerner vi MT_l hjgrner). Da har 7/
ingen sammenhengende hjgrner (mod n).

Vi finner at
a

b
’7_/| _ ‘7_| - ‘ti‘ - |Sl| -1
B Z2 2 2
=1

i=1

Sa bruker vi at |7 = % |si| + 320, [ti], og far at

p_lrl e
|| = 2—i—2.

Vi har at 7] > ¢ +2, og siden 7 ¢ A har vi ogsa at a > 3 — 2. Setter vi dette inn i uttrykket
over, far vi at
412 42 ¢

/ —
|| > 5 + 5 =3

Siden d er jamn og |7/| ma veere et heltall far vi at |7/| > %—1— 1, og at X, og dermed at X7, er
generert av et monom x7 i In(p,q), der |o| = % + 1 og o ikke har noen etterfolgende hjorner.
Sa x7 er ikke en generator 1 Iz(p,q)- O
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Kapittel 4

Minimale frie resolusjoner

Dette kapittelet og de fire neste er viet til en spesiell type Stanley-Reisner idealer. Vi skal se
pa lengden til den minimale frie resolusjonen av restklasseringen, vi skal beregne Bettitall, vi
skal beregne kodimensjonen til idealet og se pa nar restklasseringen er Cohen-Macaulay. Alle
resultater i kapittel 4-7 er egne resultater.

4.1 Noen spesielle Stanley-Reisner ringer

Vi tar et polygon med n > 3 hjgrner og merker hjgrnene med monomer x7, der ¢ er definert
slik: La G veere gruppen generert av den sykliske permutasjonen (1,2,...,n) pad {1,2,...,n},
og la o gjennomlgpe elementene i orbiten til {1,2,...,i} under virkningen fra G, for en i med
1 <4 < n. La Ia veere idealet generert av disse monomene.

Eksempel 4.1.1. Et eksempel pa dette er at vi ser pa en femkant og merker de fem hjgrnene
med x7, der o gjennomlgper orbiten til {1,2} under virkningen av gruppen generert av den
sykliske permutasjonen (1,2,3,4,5) pa {1,2,3,4,5} :

Her er altsd n = 5 og i = 2, og vi har at In = (x129, xox3, T3xy, T4T5, x521) 0g k[A] =
S/(x1x2, x2x3, 3T4, TaTs, T5T1).

19



Vi har studert minimale frie resolusjoner av restklasseringene S/I til disse spesielle idea-
lene, og provd & lage en beskrivelse av lengden pa disse. I dette arbeidet har vi brukt datapro-
grammet Macaulay2, som blant annet regner ut minimale resolusjoner av moduler. For disse
spesielle idealene Ia, gitt antall variabler n i ringen og graden ¢ p& generatorene i idealet, har
vi laget en tabell over lengden pé den minimale resolusjonen til S/Ia for de forste tilfellene:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 JEXE e d 14 15 16
1 3 4 5 4] 7 8 9 10 11 12 |13 14 15 16
2 2 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11
3 2 3 3 3 4 5 5 5 6 7 (i 7 8
4 2 3 3 3 3 4 5 5 5 5 6 fi
5 2 3 3 3 3 3 4 5 5 5 5
6 2 3 3 3 3 3 3 4 5 5
7 2 3 3 3 3 3 3 3 4
8 2 3 3 3 3 3 3 3
9 2 3 3 3 3 3 3
10 2 3 3 3 3 3
11 2 3 3 3 3
12 2 3 3 3
13 2 3 3
14 2 3
15 2

Ut i fra denne tabellen satte vi opp en formodning for nir den minimale resolusjonen av
S/Ia har lengde [ :

Dersom [ er et partall, si er 1= 5(i+1)

Dersom [ er et oddetall, si er S2(i+1) <n < HL(i+1)

Eller med en litt annen formulering:

_ 2n
l_i+1

_ , - _ —t
Dersom n =t (mod (i + 1)) foren t € {1,...,i}, sd er l—2<?+—1>—|—1

Dersom n =0 (mod (i + 1)), s& er
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Vi viser forst at formodningen stemmer nar ¢ =1 :
Teorem 4.1.2. La In = (x1,...,xy) . Da er har S/In en minimal resolusjon av lengde n.

Bevis. Vi har ved Hilberts Syzygyteorem at lengden er < n, si vi trenger bare 4 vise at
lengden er minst n. Vi skal vise at Bettitallet 3, , = 1, ved induksjon pa antall variable n :

1. Lan =3.Daer In = (x1,22,73), 0g A" = {{1,2},{2,3},{3,1}}, som er en hul trekant.
Sa ved Hochsters formel far vi at

B33 = hi(lkpa=0) = hy(A*) =1

2. Anta OK for n — 1 variable. Vi bruker Hochsters formel og ser pa det Alexanderduale
simplisielle komplekset A*. Det er generert av fasettene

{1,2,...,n—1}
{2,3,...,n}

{3,...,n,1}

{n,1,...,n—2}
Land A={1,2,...,n— 1}, og la B veere det simplisielle komplekset generert av

{2,3,...,n}
{3,...,n,1}

{n,1,...,n—2}

Da har vi at A* = AU B, A er et simpleks, B er en kjegle fra n og AN B er generert av
fasettene

{2,3,...,n—1}
(3,...,n—1,1}

{n—1,1,...,n—2}

S4 AN B er lik det simplisielle komplekset I'*, som er definert p4 samme méte som A*,
men med n — 1 variabler. Og ved Mayer-Vietoris sekvensen far vi at siden hverken A
eller B har noen redusert homologi, s& er

hn(A*) = hy_1(ANB) = 1.
Dermed har vi vist at 3,, = 1 for alle n > 3, og dermed at den minimale resolusjonen av
S/Ia har lengde minst n.
O
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4.2 Lengde 2 og 3

For & prgve & vise denne formodningen generelt tar vi forst for oss de restklasseringene med
minimal resolusjon av antatt korteste lengde. Vi viser forst at de ringene S/Ia deri =n —1
har en minimal resolusjon av lengde 2. Dette gjor vi ved & se pa Bettitallene til S/Ia. Legg
merke til at Fy = 5, siden modulen vi tar resolusjonen til er S/Ia. S& By =1 og B0 = 0 nar
j # 0 for alle ringene av denne typen.

Teorem 4.2.1. La Ia vere idealet i K[x1, xo, ..., x,] generert av monomene

1T Tp_1,

ToT3 - Ty,

Tp®1 - Tp_2,

Da har S/Ixn en minimal resolusjon av lengde 2.
Bevis. La Ia veere idealet i k[z1, xo, ..., z,] generert av monomene

T1T2 " Tp—1,

ToX3 * * + Ty

Inpdy - Tn-2,
Da er Aleksanderdualet A* til A gitt ved

A" = {{1},{2},...,{n}}.

Vi ser at lka«(0) = A* kun har homologi i grad 0, og at EO(A*;H&) = n — 1. Dersom vi tar
lenken til et hjorne v € {1,2,...,n}, sa far vi at lka-({v}) = {0}, som har homologi kun i
grad -1 og h_1(lka~({v});k) = 1. Og dersom vi tar lenken til fjes av stgrre dimensjon far vi
det irrelevante simplisielle komplekset (), som ikke har noen homologi. Ved Hochsters formel
(teorem 2.2.10) far vi da at o, = n — 1, Bip—1 = n 0g Poo = 1 er de eneste ikke-null
Bettitallene. Og vi har dermed vist at resolusjonen har lengde 2. 0

For a bevise formodningen over for de restklasseringene som har antatt lengde 3 bruker vi
teorien fra kapittel 2.3 og beskriver resolusjonen cellulzert.

Teorem 4.2.2. La Ia veere idealet i k[z1, 29, ..., xy,] generert av monomene
T1X2 " - X,

T3 - Ti+1,

Tndy - Li—1,

der | 5] <i<n—2. Ogla X vere det cellulere komplekset som bestdar av en polygonet med n
kanter, der hjornene er merket med monomene som generer In. Da er det cellulere komplekset
stottet X en minimal resolusjon for S/Ia.
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Bewis. Det cellulae re komplekset Fx stottet pa X er gitt ved

Fi= a SF.

FeX,dimF=i—1

S& vi har at:

Fo = S, siden vi har fjeset (), som har merking 0, og dermed vekt 0.

F1 = S(—i)", siden det er n hjgrner, hvert med vekt 4, i det tilhgrende cellekomplekset.

Fo = S(—i—1)", siden det er n kanter, hver med vekt i 4 1, i det tilhgrende cellekomplekset.
F3 = S(—n), siden det er 1 flate med vekt n i det tilhgrende cellekomplekset.

Sa det cellulaere frie komplekset stgttet pa X ser slik ut:
0—S—S(=i)"—S(—i—1)" — S(—n).

Vi ma vise at dette celluleere komplekset er en resolusjon. Ved proposisjon 2.3.5 ma vi da vise
at X<p, er asyklisk over k for alle b € N. Vi deler opp beviset i fire tilfeller:

1. Dersom b = (1,1,...,1) far vi at X<p = X, som er asyklisk.

2. Anta at b, = 0 og b; = 1 for j # r. Da blir ¢ etterfglgende hjgrner tatt vekk nar vi gar
fra X til X<p. S& da er X<y, enkelt sammenhengende og uten sykler, og vi far ingen
homologi.

3. Anta at b, =0, by = 0 og b; = 1 for j # r, s. Fgrst blir ¢ etterfglgende hjgrner tatt vekk
nar vi gar fra X til X< (o 0,1,0,.0), 08 s& blir ¢ etterfolgende hjorner tatt vekk nar vi
gar fra X< (0,.0,1,0,.,0) til X<b. Viharat [§] <i<n-—1.

Hvis n er jamn sa er § < 4. Da far vi enten at alle hjornene blir fjernet, slik at X<y, = 0,
eller at de to hjgrnemengdene snitter hverandre ikke-tomt, slik at X<y er sammenhen-
gende og uten sykler.

Dersom n er odde s& er ”T_l < . Da far vi enten at alle hjgrnene utenom ett blir fjernet,
eller at de to hjgrnemengdene snitter ikke-tomt, slik at X<y, er sammenhengende og uten

sykler.

4. Anta at antall koordinater i b som er 0 er > 3. Etter at vi har fjernet de to forste
hjgrnemengdene har vi mindre enn | ] hjgrner igjen.
Dersom n er jamn er minst 5 + 1 hjorner blitt fjernet.
Dersom n er odde er minst ”T_l + 1 hjgrner blitt fjernet.
Sa hvis vi skal fjerne flere slike mengder av i etterfolgende hjgrner sa overlapper de med
de hjgrnene som allerede er fjernet og det som blir igjen er sammenhengende.

Vi har dermed vist at komplekset er en resolusjon.
Ved definisjonen er avbildningene i komplekset gitt ved

¢i(F) = Z sign(G, F)x®F 26 G

fasetterGiF

og vi ser at im(¢1) = Ia, s& S/In = cokerd, og komplekset er dermed en resolusjon for S/1x.
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Vi mé til slutt vise at resolusjonen er minimal. La m = (z1,...,x,), det maksimale ide-
alet 1 S = k[z1,29,...,2,]. Fra definisjonen av minimale komplekser i kapittel 2.2 har vi
at

F:0—8«S(=i)"—S(—i—1)" < S(—n)

er minimalt dersom alle avbildningene i komplekset F ®g S/m er 0. Vi har at
S(~a) &5 S/m = S(~a)/mS(~a),

og siden S/m =k har vi at
S(—a) ®s S/m =k(—a),

s& det tensoriserte komplekset blir
FS/m:0—k—k(—i)" —k(—i—1)" «— k(—n).

Og néar a # b s& vil enhver avbildning k(—a) — k(—b)" veere 0 og dermed mé en eventuell
avbildning inn i k(—a) veere 0-avbildningen. Vi har at 0 # 4, i #i+ 1 ogi+ 1 # n, og F er
dermed et minimalt kompleks.

O
Korollar 4.2.3. La Ia veere idealet i k[z1, 29, ..., x,] generert av monomene
L1+~ Ty
T2T3 - Ti+1,
Tpx1 " Ti-1,
der | 5| <i <mn—2. Da har den minimale resoulusjonen til S/Ix lengde 3.
Vi har dermed vist formodningen vér pa side 20 gjelder ndr i = n—1ognar 5| <i <n-—2.

For & bevise neste skritt mé vi bruke en litt annen fremgangsmaéte.
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Kapittel 5

Lengde 4

Vi ser na pa tilfellet nar 7 = § — 1 og viser at i dette tilfellet har den minimale resolusjo-
nen til S/Ia lengde 4. Dette gjores ved & bruke Hochsters formel til & studere Bettitallene
for resolusjonen. Mayer-Vietoris sekvensen blir et viktig hjelpemiddel her, for & bestemme re-
dusert homologi. Den mest kompliserte delen av dette beviset finner vi nar vi skal bestemme
Bettitallene 3;, der |o| = n, da brukes induksjon.

Teorem 5.0.4. La Ia vere idealet i K[z, xo, ..., x,] generert av monomene
T1X2 -+ Ty,

LT3+ Ti+1,

TpT1 - Tio1,

Dersom n er et partall og i = § — 1 sd har S/Ia disse N-graderte Bettitallene:
Boo =1

51,3—1 =n

52,3 =n

ﬁ?,n—Q = %

ﬂS,nfl =n

54,71 = % -1

Alle de andre Bettitallene er 0.

Bewis. Vi deler beviset inn i 7 ulike tilfeller.

o Tilfelle 1
Hvis vi har tilfellet 0 < o < § — 1 far vi at

|6|>n—(g—1):n—z’,

sd |7| er ekte storre enn strenglengden til fasettene i A*) og da er lka«(5) = (), som ikke
har noen homologi. Ved Hochsters formel far vi da at 3;, = 0.

o Tilfelle 2
Vi ser pa tilfellet |o| = § — 1. Da er

lol=n—(=—1)=n—1,

n
2
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som er stgrrelsen pé fasettene i A*. Vi har to muligheter:

— Den ene muligheten er at & er sammenhengende (mod n). Da er lka« () = {0}, s&
lkax () har kun redusert homologi i grad -1 og h_1lka+(c) = 1.
Vi har n mulige & som er sammenhengende (mod n), s& vi far da, ved Hochsters
formel, at 617%_1 =n.

— Den andre muligheten er at & ikke er ssammenhengende (mod n). Da er er lka+(6) =
() og vi far ingen redusert homologi.

Dermed har vi vist at ﬂ1,g—1 =n og /Bj%_l =0 for alle j # 1.

o Tilfelle 3

Dersom |o| = § s& har vi at

L n_n

o] =n— 5=y
som er en mindre enn strenglengden til fasettene i A*. Dersom & ikke er sammenhengende
(mod n) s& far vi to muligheter:

lkax(a) = 0, eller lka+ () = {{v}} (noyaktig ett hjgrne).

I disse to tilfellene har lka-(0) ingen redusert homologi.
Dersom ¢ er sammenhengende (mod n) si far vi at

lka+(0) = {{v},{w}}, (de to hjgrnene pa hver side av 7).

Og vi har n mulige & som er sammenhengende (mod n). S& vi har ngyaktig n ulike &
som gir at lka«(0) har redusert homologi, disse har kun redusert homologi i grad 0, og
ho(lka=(7)) er da lik 1. Vi bruker Hochsters formel og ser at S n = n og 82 = 0 for
alle j # 2.

e Tilfelle 4
Vi ser pa tilfellet § < |o| <n —2. Da er

n
2<|0| < <.
ol < 2
Vi deler opp i to muligheter: & er sammenhengende og & er ikke sammenhengende (mod

Dersom & er sammenhengende, la v € {1,...,n} og

g={v,v+1,...,v+1] (mod n)}

forenl e {2,...,5 —2}. Da far vi at fasettene i [ka«(7) er

{v—g+l,...,v—1}

{v—l,v—i—l—i—l,...,v—i—g—l}

{v+l+1,...,v+g}
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Vi bruker s& Mayer-Vietoris sekvensen (korollar 2.2.8) for & bestemme den reduserte
homologien til lka«(7). Vi tar fgrst lenken og restriksjonen til v + % :

lsz*(5U{v+g}):{{v+l+1,...,v+g—1}}

ko ()] o2y = {{v—ngl,...,U—l},...,{U—Z,...,U+g—2},{v—1,...,v+g—1}}

Vi ser at lka<(0 U {v + §}) er et simpleks, s den har ingen redusert homologi. Og
lka+(G)|-{v+zy er en kjegle fra v — 1, s& den har heller ingen redusert homologi. Fra
M-V sekvensen far vi da at lka« () ikke har noen redusert homologi.

Dersom |7| ikke er sammenhengende far vi to muligheter:

1. & er ikke inneholdt i noen av fasettene til A*. Da er lka«(G) = 0, og vi far ingen
redusert homologi.

2. o er inneholdt i minst en av fasettene til A*, si {1,2,...,5 + 1}. Da finnes en
ve{l,2,...,5 +1}\ 7, slik at det eksisterer to elementer v',v” € & med v' €
{1,...,v =1} ogv”" € {v+1,...,5 +1} (siden ¢ ikke er sammenhengende). Anta
at det finnes en fasett F slik at ¢ C F og v ¢ F. Da er v/,v” € F, s& vi ma ha at
{5 +2,...,n} C F (siden ¢ er sammenhengende og v ¢ 7). Og siden |F| = § +1,
kan vi bare ha med to hjgrner til i F. Men vi har at 6N {5 +2,...,n} =0, s& hvis
o skal veere inneholdt i F' s& mé |g| = 2, noe som gir en selvimotsigelse. S& dermed
har vi vist at v er inneholdt i alle fasettene i [ka+(7), og denne lenken er dermed
en kjegle fra v og har ingen redusert homologi.

Vi har dermed vist at 8, = 0 nar § < |o| <n —2.
e Tilfelle 5
Hvis |o| =n—2sder |g| =2. Vilar v € {1,...,n} og deler inn i tre muligheter:
— Den fgrste muligheten er at
d={v,v+ ﬁ}
b 2 *
Da vil
_ n n

lka=(a) Z{{U+1,U+2,...,U+§ —1},{U—|—§—|—1,...,U—|—n—1}},

som bestar av to ikke-sammenhengende simplekser. S& lka« (o) har kun redusert
n

homologi i grad 0, og ho(lka-(5);k) = 1. Det er 5 mulige valg for v som gir en

unik mengde {v,v + §}, sd ved Hochsters formel far vi da at $2,,2 > 5.

— Den andre muligheten er at ¢ er sammenhengende (mod n). Vi lar
g={v,v+1}

forenv € {1,...,n}. Vi kan da bruke Mayer-Vietoris sekvensen (korollar 2.2.8) til &
vise at lkax () ikke har noen redusert homologi. La oss se pé lenken og restriksjonen
av lka«(0) til {v + 5} :

Lenken lka«(o U {v + §}) har kun en fasett, nemlig

v—|—2,v+3,...,v+ﬁ—1
{ 2
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Sa den er et simpleks og har dermed ingen redusert homologi.
lka+(0)—{p+2y har fasettene

{U+%+L”wv+n—ﬁ

{v—l—g+2,...,v+n—1,’u+3}

v+n—1,v+3,...,v—|—ﬁ—1
{ 2

Vi ser at den er en kjegle ned fra punktet v +n — 1, s& den har ingen redusert
homologi. Og ved M-V sekvensen ser vi at lka« () da heller ikke har noen redusert
homologi.

— Den tredje muligheten er at ¢ er ikke sammenhengende (mod n) og ikke lik det
fgrste tilfellet. Vi ser fgrst pa tilfellet der
o={v,v+k}

forenv e {1,2,...,n} ogen k € {2,3,...,5 — 1}. Da har lka~(0) fasettene

{v+g+k+1,...,v—1,U+1,---,U+k_1}

{v+g+k+1“wv—Lv+anv+k—LU+k+H

{v+L~wv+k—Lv+k+L”wv+g_1}

Vi ser at den er en kjegle ned fra punktet v 4+ 1, og at den dermed ikke har noen
redusert homologi.
Sa ser vi pa tilfellet der

o= {v,v—k}

forenve{l,2,...,nfogen ke€{2,3,...,2 —1}. Da har lka~(7) fasettene

{U+gwum—k—Lu—k+Luwv—H
w21, o—k—lo—k+1,...,0—10+1}

2

v—k—l—l,...,v—l,v—i—l,...,v—i—ﬁ—k
2

Vi ser at den er en kjegle ned fra punktet v — 1, og den har dermed ingen redusert
homologi.

Vi har dermed vist at 52,2 = 5 og at 3,2 = 0 for alle j # 2.

e Tilfelle 6
Dersom |o| =n —1sder o] =1. Vilar 6 = {v} for en v € {1,...,n}. Da er lka+(o)
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gitt ved fasettene

{v+g,...,v—1}

{v—i—g—l—l,...,v—l,v—i—l}

{v—l,v+1,...,v+g—1

n
{U+1,...,U+§}

Vi skal vise at hy (lka-(5);k) = 1, ved & bruke Mayer-Vietoris sekvensen (korollar 2.2.8).
Vi ser pa lenken og restriksjonen av lka« (&) til {v+ 5} :
Lenken

lk‘A*(c_rU{U—l—g}):{{U—l—g—l—l,...,v—1},{1}—!—1,...,@4—%—1}}

bestar av to disjungte simplekser, sd den har kun redusert homologi i grad 0 og

ho(lka- (5 U {v + g});k) ~1.
Restriksjonen
Ueas ()| sy = {{v—i—g—1,...,2}—1,v+1},...,{v—1,v+1,...,v—|—g—1}}

er en kjegle ned fra punktet v — 1 (ogsé fra v 4+ 1), sd den har ingen redusert homologi.
Vi bruker Mayer-Vietoris sekvensen og far at siden

hi(lkas (0)] —gos2y: k) = 0 0g ho(lka+(0)|_(pr2}:k) = 0
sa er

%1(“{A*(5’);k> = Eo(lkA*(a' U {U + g}),k) =1

og lka+(d) har ingen annen redusert homologi. Det er n muligheter for = {v}, si da
far vi, ved Hochsters formel, at 33,-1 = n og at (3,1 = 0 for alle j # 3.

o Tilfelle 7
Dersom |o| = n si er |a| = 0 og lkax(7) = A*.
Vi vil vise at lka~(5) kun har redusert homologi i grad 2, og at ha(lka«(5)) = 5— 1. Vi
viser dette ved hjelp av induksjon pa m, slik at n = 2m.

1. Lam =2. Daer n =4 og i =1, ved betingelsene i teoremet, og vi far at
A" ={{2,3,4},{3,4,1},{4,1,2},{1,2,3}}
Dette er det hule tetrahederet med hjernemengde {1,2,3,4} :
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Sa vi far da at EQ(A*; k) =1, og A* har ingen annen redusert homologi.

. Anta at resultatet er OK for n = 2m og se pa nar n = 2(m + 1). Ogsé her bruker
vi Mayer-Vietoris sekvensen og vi ser forst pa lenken til 1:

lk:A*({l}):{{2,...,%—l—1},{%—|—1,...,n},...,{n,2,...,g}}

For & finne ut mer om den reduserte homologien til lka«({1}) tar vi lenken og
restriksjonen til § +1:
Lenken

11%*({1,%“}) :{{2,...,2},{2—1—2,...771}}

bestar av to disjungte simplekser, sa den har kun redusert homologi i grad 0, og

ho(lka- ({1, g +11)k) = L.

Restriksjonen

n n

()] gamy = {2 5 hA5 + 20020 {2 D

er en kjegle ned fra punktet 2, sa den har ingen redusert homologi.
Ved & bruke M-V sekvensen ser vi at siden

El(lkA*({l})’—{%—H}?k) =0og ﬁo(lkA*({l}”—{gH};k) =0

sd far vi

(e ({11)5k) = o(lka- ({1, 5 + 1})ik) = 1

Og lka=|({1}) har ingen annen redusert homologi.
S4 ser vi pa restriksjonen av A* til 1:

A*|,{1}:{{2,...,g+2},{3,...,ﬁ—i—S},...,{E,...,n},{g+2,...,n,2},...,{n,2,...,

2 2

Her mé vi ogsa bruke Mayer-Vietoris sekvensen en gang til, og vi tar lenken og
restriksjonen av A*|_gy til 5 +1:
Lenken lka+«{5 + 1}|_{1} har fasettene

2}

n
2., =
{7 727
2, 43

n
3,...,—=
{7 727

o3I 3

+
+2, -+

)

n
2

sa den er en kjegle ned fra punktet 5 og har ingen redusert homologi.
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Restriksjonen A* (,n har fasettene

2 +1}

Men A*‘f{l,%ﬂ} for n = 2(m+1) er isomorf med I'* (der I'* er definert pa samme

méte som A*, men med n = 2m og i = § — 1), ved avbildningen

{2,3,...,g,g+2,...,n}i{1,2,...,n—2}

Og vi har, ved induksjon, at I'* kun har redusert homologi i grad 2, og at

~ . n 2m
he(T );k):§—1:7— .
Dermed har vi da at A* (1,241} kun har redusert homologi i grad 2, og at
2
~ . 2m
ha(A%| 411 )ik) = —- — 1.

Ved Mayer-Vietoris sekvensen far vi at siden

hz(lkw({g +1})[-q1y:k) = 0 og E1(lkm({g +1H)pk) =0

sd er
2m

EQ(A*L{l});k) = 71/2(A>k|7{1,g+1});]1<§) =5 L.

Og A*|_1y har ingen annen redusert homologi.
Vi bruker igjen M-V sekvensen, og ser at siden

s(lla- ({13)) = 0 0g (A% 1) =0

sd er

ha(A*) = ha(A*|_g1y) + ha(lka-({1})) = (%m Sy ppo 2mt2 n

Og A* har ingen annen redusert homologi.

Og dermed har vi vist at 34, = 5 — 1, og at 3;,, = 0 for alle j # 4.
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Korollar 5.0.5. La Ia vere idealet i k[x1, xa, ..., x,] generert monomene

L1T2 " - T,y

ToXs -+ '$i+17

Indl " Ti—1,

Dersom n er et partall og i = 5 — 1 sd har den minimale resolusjonen av S/Ia lengde 4.
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Kapittel 6

Lengde 5, nedre skranke

Vi har videre forsgkt & vise formodningen i kapittel 4.1 for de idealene hvis restkropper har
minimal resolusjon av antatt lengde 5. Hypotesen er at dette er ngyaktig de idealene som er
generert av monomene

r1x2...7;

T3 - Ti+1,
Tl - Ti—1,

der 2(i+1) < n < 3(i+1). Vi begynner med & se pa den nedre skranken, tilfellet der n = 2i+3.
Dette tilfellet bevises pa lignende méate som tilfellet der den minimale resolusjonen har lengde
4 (kapittel 5), s det er ikke ngdvendig & studere begge disse bevisene inngéende. Den stgrste
forskjellen finner vi i tilfelle 7, der vi i dette beviset trenger noen flere steg for a4 komme i mal.

Teorem 6.0.6. La idealet In i S =k(x1,...,2,) vere generert av monomene

xr1x2 - Tq,

T2T3 - Ti+1,
Tpx1 - Ti-1,

der n = 2i + 3. Da har restklasseringen S/In minimal resolusjon av lengde 5.
Bewis. Vi skal bruke Hochsters formel,
Bis1,0(S/1n) = dimyHj—1(Ika-(5); k),
og vise at 35, = 1 og B3}, = 0 for alle j > 5 nér |o| < n. Beviset deles inn i 7 tilfeller:
¢ 0< o <252
n—3

o o] =152
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_ n—1
\U|—nT

el <ol <n—2

lo| =n—2
lo|=n—1
lo|=n

Dersom idealet Ia er pa formen som i teoremet over vil Alexanderdualet A* til det tilhgrende
simplisielle komplekset ha fglgende fasetter:

n+1l n+3
1,2
{77 ) 2 ) 2 }
n+3 n+d
2,3,...
{7) ) 2 ) 2 }
-1
{n2 yooo,n—1,n}
1
{n—2|— yoosn—1,n,1}
3
{”; vom,1,2)
.
(1,2,

2

Tilfelle 1

Vi ser forst pa tilfellet 0 < |o| < 252

Daer 2 < |5| < n, s4 |5] er ekte storre enn strenglengden til fasettene i A*, og dermed
er lka-(o) =0 og fBis = 0 for alle i.

Tilfelle 2
Sa ser vi pa tilfellet nar || = 253.
Da er |6| = 2 og vi deler igjen inn i to tilfeller:
1. & er sammenhengende, modulo n. Da er lka«(5) = {0}, som kun har redusert

homologi i grad -1. Vi har n ulike muligheter for &, sa vi far at 3, n-3 = n.
L)

2. ¢ er ikke sammenhengende, modulo n. Da er lka« () = (), og 3; » = 0 for alle 4.
S& 3, n-3 = n er det eneste ikke-null bettitallet i grad "Tf‘?’
)

Tilfelle 3
Dersom |o| = %51 sa er |[6| = %1, som er én mindre enn strenglengden til fasettene i
A*. Vi har da to muligheter:

1. & er ikke sammenhengende modulo n. Da er lka«(a) = 0, eller lkax(5) = {{v}} for
env € {1,...,n}. I begge tilfellene far vi ingen redusert homologi.
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2. & er sammenhengende modulo n. Da er lka-(d) = {{v},{w}}, (de to hjgrnene pa
hver side av &. I dette tilfellet far vi redusert homologi kun i grad 0, og vi far at
/82 n-1 = 7.

)

Sa B, n—1 = n er det eneste ikke-null bettitallet i grad "T_l
’ 2

e Tilfelle 4
Nar 251 < |o| <n—2 far vi at 2 < || < L. Vi deler inn i to muligheter:

1. & er sammenhengende modulo n. Da kan vi skrive ¢ pa formen

g={v,v+1,...,v+1 mod n}

forenv e {1,...,n}ogenl € {2,...,%2}, og da kan vi skrive fasettene i lka+ (o)
pa formen
3
{{v—”;r Y41, 0 1),
3
{u—”; P42, v—10+l+ 1),
n—1
{v—Lv+l+1,...,0+ 5 }
n+1

{v+14+1,...;0+ }

2

Vi har at v — ”T‘"S
formen

v+ "T_?’ modulo n, s& vi kan da skrive fasettene i lka+(d) pa

-1
{{v+n2 +1,...,v—1},

-1
{U+EE*+Z+LHWU—LU+Z+H,

-1
{U—Lv+z+L”wv+”2 1,

n+1
{v+1+1,...,0+ 5 }

Vi bruker s& Mayer-Vietoris sekvensen (korollar 2.2.8) og tar lenken og restriksjonen
til v + % :

Lenken

n+1

-1
D= {{v+i+ 10+ =}
er et simpleks, s& den har ingen redusert homologi.
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Fasettene i lkA*(O’)‘_{v+nT-H} er

{v n; ooy 0— 1},

-1
{U—I—nT—i—l—i—l,...,v—l,v—i—l—i—l},

1
{v—l,v+l+l,...,v+n2 }

Vi ser at denne er en kjegle fra v—1, s& den har heller ingen redusert homologi. Ved
Mayer-Vietoris sekvensen ser vi dermed at vi far ingen redusert homologi i dette
tilfellet.

2. ¢ er ikke sammenhengende modulo n.
Da har vi to muligheter:

(a) Den fagrste er at ¢ ikke er inneholdt i noen av fasettene til A*. Da er
Lk~ (5) =0,

og vi far ingen redusert homologi.

(b) Den andre muligheten er at & er inneholdt i minst en av fasettene til A*, si
{172,...,”7%}. Da vet vi at det finnes en v € {1,2,...,’%3} \ & slik at det
eksisterer to elementer v, v"” € g med v’ € {1,...,v—1} ogv” € {v+1,..., %"3
(siden & ikke er sammenhengende). Anta at det finnes en fasett F' med ¢ C F
ogv ¢ F. Vihar daat v/,v” € F, s vima ha {22,... ,n} C F (siden v ¢ F).
Men vi vet ogsa at o C F\{”f’, ...,n}, noe som betyr at |6| < 3. Den eneste
muligheten er da at |6| = 3, og siden F' er sammenhengende far vi kun to
muligheter for o:

1
5:{1,2,%”’} elleré:{l,n;— ,”‘53}

Og vi har at

n+1 n+5

lkax( {1,2, }) ={{3,4,..., Ao

-}

thae ({1, ”“,””’})—{{2 B )

Begge disse lenkene bestar av to disjungte simplekser, sa vi far kun homologi i
grad 0. Og dersom & ikke er en av disse to s& betyr det at v ma veere inneholdt
i alle fasettene i lka=(0), og denne blir dermed en kjegle fra v.

Dermed har vi vist at lka~(5) har homologi hgyst i grad 0 nar 251 < |o| <n — 2.

e Tilfelle 5
Dersom |o| =n — 2 far vi at |g| = 2. Vi deler inn i tre tilfeller:
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1. & er sammenhengende modulo n.
Da kan & skrives pa formen

g={v,v+1}

for en v € {1,2,...,n}. Og fasettene i lka~(7) kan skrives pa folgende vis:

—1
{v—nQ ooy — 1},
-3
{v—nz oo, — 1u+ 2}
n—1

{v—TLv+2,...,04

I3
n+1}

{v+2,...;0+

Vi har at v—251 = v—l—”T‘H (modulo n), og igjen bruker vi Mayer-Vietoris sekvensen

2
og tar lenken og restriksjonen til v 4 ”;rl :

Fascttene i restriksjonen lka«(7)|_y,,ni1y er pa formen
2

n—3

{v——5

ooy, 0 — Liv+ 2}

n—l.

{fv=1v+4+2,...,v+ 5 }

Vi ser at denne er en kjegle fra v — 1, sa den har ingen redusert homologi.
Lenken

n+1 n—3

har(o U o+ ) = (o= "2, o 1L (o2, o T

er en union av to disjungte simplekser, sa den har redusert homologi kun i grad 0.
Ved M-V sekvensen har vi da at lka«(d) ikke har noe redusert homologi i homolo-
gisk grad sterre enn 1.

2. o er ikke sammenhengende modulo n og er pa formen

Da er
n+3

5

lk:A*(a'):{{v+1,...,v+nT_1},{v+ v —1}}

som har redusert homologi kun i homologisk grad 0.

3. & er ikke sammenhengende modulo n og er ikke pa formen ¢ = {v,v + 21}
La forst

o={v,v+k}
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for en k € {2,3,..., 251 }. Da har lka- (o) fasettene (modulo n):

n+1

+k+1,...,0-—Lv+1,...,0+k—1Lv+k+1},

+k...o—1Lov+1,...,0+k—1},

n—+1

{v——,

n—l—l.

{v+1,...;,0+k—1Lv+k+1,...,0+ 5 }

Denne er en kjegle fra v + 1, sd den har ingen redusert homologi.
Vi ser pa samme mate at i tilfellet der

o={v,v—k}
foren k € {2,3,..., ”T_l} far vi heller ingen redusert homologi,
Dermed har vi sett at nar |o| = n — 2 si har lka-(d) ikke noe redusert homologi i

homologisk grad hgyere enn 1.

o Tilfelle 6
Dersom |o| =n — 1 far vi |[g| = 1. La

o= {v}

foren v € {1,...,n}. Da er fasettene i lka+ () gitt ved

n+1
{v+1,...,0+ }
-1
{v+n2 ooy v — 1}
1
{v+n—2i_ yoov—1Lv+1}
n—l.

{v—Lov+1,...,04+

—

Vi skal na bruke Mayer-Vietoris sekvensen fra teorem 2.2.4.

La 1
A:{{UH,...,H”Q 1

og la B veere gitt ved fasettene

n—1

{v+ 5 oo, v —1}

1
{v+n—2i_ oo —Liv+1}
n—1

{v—1Tv+1,...,04

s
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Da er

-1 -1 1 1
AﬂB:{{v+1,...,v+nT},{v+n nt nt

2 ’U+ 2 }7{U+ 2

?/U + 1}}7

som har redusert homologi kun i grad 1.
A er et simpleks og B er en kjegle fra v-1, sd vi far at

dimy (Hj(A) @ Hj(B)) = 0
for alle 5. Og da har vi at
ha(lkp=()) = hi(AN B) =1,
og lka+(0) har ingen annen redusert homologi.

o Tilfelle 7
Det siste tilfellet er nar |o| = n. Daer |6| =0, s& lka~(5) = A*. Ogsé her skal vi bruke
Mayer-Vietoris sekvensen, og vi starter med & ta lenken og restriksjonen til 1 av A*.
Lenken lka-({1}) er generert av fasettene

n+1 n+3

{2,...,7, 5 }
1

{n; yooyn—1,n}

3

{”; v, 2)

n—i—l‘

{n,2,..., 5 }

og restriksjonen A*[_yy er generert av fasettene

n+3 n+5

2
{)35 9 2 ) 2 }
n—+7
{3747 ) 2 }

{ 5 yooyn—1,n}
n+3

{ 5 ., n,2}

n+1.

{n,2,..., 5 }.

Vi tar forst for oss lka-({1}) og tar lenken og restriksjonen til 2.
Lenken lka-({1, 241}) er generert av fasettene

n—1 n+3
{27'-'777 9 }
3
{n;— o,n—1,n}
n—1
2,...
{nav ) 2 }7
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og restriksjonen lk:A*({l})\_{m} er generert av fasettene
2

n—1n+3
2,...
{7 ) 2 ) 2 }
n+3
{ 5 N o
-1
{n—1,n,2,...,"2 1.

Vi ser at lka=({1})[_yns1y er en kjegle fra 2, sé den har ingen redusert homologi.
2

Vi gar videre med lka« ({1, 251}) og tar lenken og restriksjonen til %+

Lenken er gitt ved

n+1 n—|—3 n—1 n+5
})_{{2 9 }7{ 9 ,...,TL}},

si ho(lka- ({1, ntl ”*3})) k) =1 og lka~({1, %5, 2E2}) har ingen annen redusert ho-
mologi.
Og restriksjonen

Tkas ({1,

n+1 n+5 n—1
})‘ {”+3} _{{ '>n}7{n727---7

er en kjegle fra n, og har dermed ingen homologi.
Ved & bruke Mayer-Vietoris sekvensen fra korollar 2.2.8 ser vi at siden

lka~({1, 3

~ n+1 ~ n+1
ha(lka- ({1, 5 DI_gntsy) = 0 0g ho(lka- ({1, 5 Dl_ngsy) =0
v et ~ n+1 n—|—1 n+3
I(tka (11,5 ) = T (1. 2 23y <y

og lka=({1,21}) har ingen annen redusert homologl.
Og ved a bruke M-V sekvensen enda en gang ser vi at siden

EQ(lkA*({l})’_{%rl}) =0og El(lkA*({l})L{nTﬂ}) =0
s& er
n+1
2

ha(lka-({1})) = ha (lka- ({1,

og lka=({1}) har ingen annen redusert homologi.
Videre ma vi undersgke om A*\_{l} har noen redusert homologi. Vi starter med & ta

D) =1,

lenken og restriksjonen til ”T‘H:
Lenken lkA*|_{l}({”TH}) er generert av fasettene

n—1n+3 n+5

2.3,...
{77 9 2 ) 2 ) 2 }
n—1 n+3
{ 5 3 n—1,n}
n—1
2,...
{TL,, ) 2 }7
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s& lk‘A*L{l}({"T“}) er en kjegle fra 251,

Restriksjonen A*|_ (1,n41y er generert av fasettene
)

n—1n+3 n+5

{2,3,..., }

2 7 2 7 2
—1 3
{n2 ,n;— yoooyn—1,n}
n+3

2
{ 9 9 ana}

-1
{n—l,n,2,...,n }.

2

Dersom vi greier & vise at A*|_ (1,241 ikke har noen redusert homologi kan vi bruke
’ 2

den Mayer-Vietoris sekvensen pd samme méte som tidligere, og konkludere med at
hs(A*; k) = 1.

Ved avbildningen

n—1n+3
2 7 2

{2,3,..., +2,...n) = {1,2,...,m},

der m = n—2, ser viat A*|_ {1,241y €r isomorf med det simplisielle komplekset I" generert
T2
av fasettene

m+1 m—+3
1,2,..., —, ——
{77 ) 2 ) 2 }
{m—l m—+1
2 7 2 7
m+1 m+3

—_— ... 1
{ 2 9 2 I 7m7}

.,m—1,m}

{m—-1,m,1,...,——}.
Vi skal vise ved induksjon pa m at I ikke har noen redusert homologi.
1. Lam=05.Daer
r'=1{{1,2,3,4},{2,3,4,5},{3,4,5,1},{4,5,1,2} },

som er en kjegle fra 4 og den har dermed ingen homologi.

2. Anta OK for m — 2 variable. Vi begynner med & ta lenken og restriksjonen til m
av I':
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Lenken lkp(m) er generert av fasettene

m—1 m+1
_ ... -1
{ 2 b 2 ) ’m }
1 3
{ﬂ,ﬂ,...,m—l,l}
2 2
-1
{m_LL~wT§*}

Vi ser at dette blir en kjegle fra m-1, sa lkp(m) har ingen redusert homologi.
Restriksjonen F|_{m} er generert av fasettene

m+1 m+3

1,2
{’7 ) 2 b 2 }
m—-—-3 m—1 m+1
1
{ 2 ) 2 ) 2 b ’m }
m+1 m+3
_ . —1.1
{ 2 ) 2 bl 7m 7}
-1
{m—LLuwmjf}

Vi tar sa lenken og restriksjonen til mTH av Ll

m+1

5 ) er generert av fasettene

Lenken lk:p‘i{m}(

m—1 m+3

1,2,...
{77 ) 2 ) 2}

m—-—3 m—1 m+3
{ 5 g g yeroym—1}

{Tgé,uﬂn—Lu.

Vi ser at dette blir en kjegle fra mT*'?’, s& vi far ingen redusert homologi her.

Restriksjonen I'| _ {m,mt1) €F generert av fasettene
72

m—1 m+3
1,2,..., ——, ——
{77 ) 2 9 2 }
m—1 m+3 m+5

2.3,...
{737 9 2 ) 2 9 2 }

m—-—3 m—1 m+3

{ 5 Ty yoooym—1}
3

= 1,1,2)

1

{m—LLHWTEf}



Ved avbildningen

_]- 3 ]
{1,2,...,%,%+2,...,m—1};{1,2,...,m—2},

ser vi at I'|_ {m,mi1y €T isomorf med I' for 2 feerre variabler. Og ved induksjon
’ 2
har vi da at T'|_ {m,mt1y har ingen redusert homologi. Ved & bruke Mayer-Vietoris
T2

sekvensen et par ganger (pa samme méate som tidligere), ser vi at T" ikke har noen

redusert homologi. Og dermed har heller ikke A*|_ {1,m+1) noen redusert homologi,
’ 2

og det var det vi ville vise.

Vi har dermed vist at 85, = 1 og at 3;, = 0 for alle j # 5.

43



44



Kapittel 7

Lengde 5, gvre skranke

Etter & ha vist formodningen om lengden til den minimale resolusjonen av S/Ia i kapittel 4.1
nar n = 2i+ 3, fortsetter vi med & se pa den gvre skranken for minimale resolusjoner av antatt
lengde 5, nemlig nér n = 3¢ + 2. Ogsa her ser vi pa Bettitallene til den minimale resolusjonen.
Beviset i dette kapittelet har samme form som bevisene i kapittel 5 og 6, men er lengre og
mer komplisert. Spesielt tilfellene 5-7 kan det veere greit & studere mer inngaende.

Teorem 7.0.7. La idealet In i S =k(x1,...,xy,) vere generert av monomene
T1T2 -+ Ty,
L2XL3 " L1,

Tndl - Ti—1,

der n = 3i + 2. Da har den minimale resolusjonen av restklasseringen S/Ia lengde 5.
Bevis. Vi deler opp beviset i 9 tilfeller, og bruker Hochsters formel til & vise at:

* Bj5(S/Ia) = 0mnar 0 < |o| < 252.

[\

b ﬂl,o(S/IA> ="nog ﬁj,U(S/IA) =0 for j 7& L, nar |U| = %
o (2,(S/In) =n og Bj+(S/Ia) =0 for j # 2, nar |o| = ”TH

o Bjo(S/Ia) =0 nar " < |o| < 24,

o Boo(S/In) = " og 5 ,(S/In) = 0 for j # 2, nér |of = 2224,

o B3,(S/In) =n(i+ 1) og B (S/Ia) = 0 for j # 3, nar |o| = 2n371‘

o B1o(S/1a) = "5 og 8; ,(S/In) = 0 for j # 4, nér |o| = 22,
* B3jo(S/1a) = 0 nar 222 < || < n.
e (5,(S/In) =1 0g B+(S/Ia) =0 for j # 5, nar |o| = n.
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Nar idealet Ia er gitt pa formen som i teoremet over si far vi at A* er gitt ved fasettene

2n+ 2
1,...
1., 75
n-+1
{ IR ,n}
n+4
=
m—1.
{n7]‘?' ) 3 }

Vi tar for oss de forskjellige tilfellene for |o|, og ser pa lka«(7).

e Tilfelle 1
Vi ser forst pa tilfellene der 0 < |o| < 232, Da far vi at 242 < |5 < n. Men da er
kardinaliteten til & sterre enn lengden pa fasettene i A*, sd lka«(5) = 0) og vi far ingen

redusert homologi her.

o Tilfelle 2
La na |o| = 252, Da er |5| = 242, sa |5| har samme storrelse som fasettene i A*.
Dersom & ikke er sammehengende (mod n) s& er & ikke inneholdt i noen av fasettene
til A*, og dermed blir lka-(6) = () og vi far ingen redusert homologi. Dersom & er
sammehengende (mod n), si er den inneholdt i ngyaktig en fasett i A*, og lka« () = {0}.
Og {0} har kun redusert homologi i grad -1. Siden det er n mulige & p& denne formen

({1,2,..., 2”;2}, {2,3,..., %}, osv.), s& far vi ved Hochsters formel at (5, = n.

e Tilfelle 3

Vi ser sa pa tilfellet |o| = . Da er || = 2% som er 1 mindre enn lengden
pa fasettene i A*. Dersom & ikke er sammenhengende (mod n) sa far vi kun to mu-
ligheter: lka=(G) = () eller lka«(5) = {{v}} for en v € {1,2,...,n}. Og ingen av disse
har noen redusert homologi. Dersom & er sammenhengende (mod n) s& er lka«(G) =
{{v},{w}} (de to hjornene pa hver side av 7). Da bestar lka+(0) altsd av to disjunk-
te hjorner, s vi far at ho(lka-(d)) = 1. Og siden vi har n muligheter for en slik &
({1,2,..., 2”:,:1}, {2,3,..., 2";2}, osv.), far vi ved Hochsters formel at (5 , = n.

n+1
3

o Tilfelle 4
La sd 2 < |o| < 2. Da far vi at % < [5| < 221 Vi deler inn i to muligheter:

1. Det forste er nar ¢ er sammenhengende (mod n). Da kan vi skrive ¢ pa formen
{v,o+1,...;0+1},
for en v € {1,2,...,n} ogen | € {4 . 20T} Fasettene i lka+(5) kan da
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skrives pa formen

2n —1

v — n +1,...,v—1

{

2n—4
{v— n3 +1...,v—Lov+1+1}
oM —4.
{v—Lov+l+1,...,0+ n3 }
2n—1
{v+1+1,..., n }

3
Siden [ € ”TH,...,%;?}sévetviatqu%gv—%;l+l§ v — 2. For & finne

homologien til lka«(d) mé& vi bruke Mayer-Vietoris sekvensen (korollar 2.2.8). Vi
ser pa lenken og restriksjonen av lka~(a) til punktet v + % :
Lenken 5 ] 5 4

n— n —
H={{v+1+1,...,0+ 3 I

Lk A~ (5’ U {U +

er et simpleks, s& den har ingen redusert homologi.
Restriksjonen lka+(5)|_y,; 20-1, er gitt ved fasettene

3

2n—1
fv— ="

2n —4
3

+1,...,0—1}

{v—

+l...,v—Lv+1+1}

o — 4
3 }
og den er en kjegle fra punktet v — 1, s den er kontraktibel og har dermed heller

ingen redusert homologi.
Og ved M-V sekvensen ser vi da at heller ikke lka« () har noen redusert homologi.

{v—=1Lv+Il+1,...,0+

. Den andre muligheten er at o ikke er sammenhengende (mod n). Vi antar at & er
inneholdt i minst en av fasettene til A* (hvis ikke far vi at lkax(5) = 0, og vi far
ingen redusert homologi), si

2 2
FC{l2,..., 5
3
Siden & ikke er sammenhengende finnes det daen v € {1,2,..., 2%2}\ 5 slik at det

finnes to hjgrner pa hver side av v (v/ € {1,2,...,v—1} ogv” € {v+1,..., 22}
med v',v” € 7. Videre antar vi at det eksisterer en fasett F' € A* slik at & er
inneholdt i F, men v ¢ F (ellers blir lka+ () en kjegle fra v og vi far ingen redusert

homologi). Siden F' er sammenhengende mé vi da ha at {2"; 5 ...,n} er inneholdt
i F. Vi har at o4 5 ta
n n
F e = ,
AT =
men |G| er ekte stgrre enn ”TH sd 0 kan ikke vaere inneholdt i F' og vi far en

selvmotsigelse.
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Dermed har vi vist at lka«(5) ikke har noen redusert homologi nar % < |o| < 224,

o Tilfelle 5
Lana |o| = 224, Da er |6 = ™. Vi deler inn i to muligheter:

1. Det forste er nar ¢ er sammenhengende (mod n). Da kan vi skrive ¢ pa formen

n—+1
3

{v,o+1,...;v+ 1,

foren v € {1,2,...,n}. Fasettene i lka-(d) kan da skrives p& formen

w-""2 1

-5 4
,...,U—l,v—i—n;_ }

n+4 2n—4‘
{v—1v+ 3 N 3 }

n+4 2n—1}
3 T 3

{v+

For & finne homologien til lka«(d) mé vi bruke Mayer-Vietoris sekvensen (korollar
2.2.8). Vi ser pa lenken og restriksjonen av lka« () til punktet v + 2”3 L.
Lenken 5 + 1 5 A
n— n n—
=t E e
er et simpleks, s& den har ingen redusert homologl
Restriksjonen lka-(7)

lkA* (5’ U {U +

‘{Jr

2n-1y €r gitt ved fasettene
-2
{ r Lu—1}
-5 4
n , ..,U—l,v—i—n;_ }

n+4 2n—4‘
oo, U 3 }

{v—1v+

og den er en kjegle fra punktet v — 1, sa den er kontraktibel og har dermed heller
ingen redusert homologi.
Og ved M-V sekvensen ser vi da at heller ikke lka+(5) har noen redusert homologi.

2. Den andre muligheten er at ¢ ikke er sammenhengende (mod n). Vi antar at & er
inneholdt i minst en av fasettene til A* (hvis ikke far vi at lka«(3) = 0, og vi far
ingen redusert homologi), si

2 2
sC{2..., "5
3
Siden & ikke er sammenhengende finnes det daen v € {1,2,..., 2”5“ 21\ & slik at det

finnes to hjgrner pa hver side av v (v/ € {1,2,...,v—1} ogv” € {v+1,..., 22}
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med v',v” € &. Videre antar vi at det eksisterer en fasett F' € A* slik at & er
inneholdt i F, men v ¢ F (ellers blir lka« () en kjegle fra v og vi far ingen redusert
homologi). Siden F er sammenhengende ma vi da ha at {242 ... n} er inneholdt

1 F. Vi har at

2n+5 n—|—4
Ln} =

= |o]

[F\ A

Da er ¢ pa formen

n+1 2n + 2

c=A{1,...,a,a+ 33

|2

si de eneste fasettene i A* som inneholder g er {1,..., 252} og {a+2+L, ... n,1,...,a}.
Vi far da at lka-(¢) blir en union av to disjungte simplekser, si v1 far kun re-
dusert homologi i grad 0, og ho(lka+(5);k) = 1. Vi har 24l = i+ 1 valg for a
(a€{l,...,2}), og etter at vi har valgt a har vi % valg for "17, det forste hjornet

i o (¢ kan ogsa veere {2,...,a+1,a+"TH+1,...,2";'5} 0sV.).

Vi har dermed vist at 32, = M og Bjo =0 for j # 2 nar |o| = 4.

o Tilfelle 6

Vi ser sa pa tilfellet der |o| = 221 ”T‘H

lo| = Vi deler inn i to muligheter:

1. Det forste er nar ¢ er sammenhengende (mod n). Da kan vi skrive ¢ pa formen

n—2
{v,v—l—l,...,v—i—i?) I3

foren v € {1,2,...,n}. Fasettene i lka-(¢) kan da skrives pa formen
1

{v—n+ Lu—1}

—2 1

{v—n U—l,v—l—n+ }
3

n+1 2 — 4,

N }
3

n+1 2n—1

{v+ 3 g }

For & finne homologien til [ka«(G) bruker vi Mayer-Vietoris sekvensen (teorem
2.24). La A= {{v—2,...,v—1}} og la B veere gitt ved fasettene

—2 1
{v—n v—l,v—FThL }
3
n+1 2n—4.

-1
{v , U+ 7 , U+ 3 }
n—+1 2n —1
{'U"_ 3 ’ Y 3 }



Da er lka+(d) = AU B, A er et simpleks, B er en kjegle fra v + %rl og ANB =
{{fv—"32,...,v—1},{v+ Z&1}} er en union av to disjungte simplekser. Dermed
far vi fra M-V sekvensen at

hi(lka+(5):k) = h1 (AU B;k) = ho(AN B;k) = 1.

Og vi har n muligheter for valg av hjornet v.

2. Den andre muligheten er at & ikke er sammenhengende (mod n). Vi antar at & er
inneholdt i minst en av fasettene til A* (hvis ikke far vi at lka«(3) = 0, og vi far
ingen redusert homologi), si

2 2
5C{1,2,. .., 2%
3
Siden & ikke er sammenhengende finnes det daen v € {1,2,..., 2%2}\ 5 slik at det
finnes to hjgrner pa hver side av v (v € {1,2,...,v—1} ogv” € {v+1,..., %})

med v',v” € &. Videre antar vi at det eksisterer en fasett F' € A* slik at & er
inneholdt i F, men v ¢ F (ellers blir lka« () en kjegle fra v og vi far ingen redusert

homologi). Siden F er sammenhengende ma vi da ha at {242, ... n} er inneholdt
i F. Vi har at
2n +5 n+4 B
Sy =

Vi deler inn i to tilfeller her:
(a) 62{1,...@,@—!—’%‘1,...,%}
(b) 5:{2,...,a,a+%ﬂ,...,%}

Men disse to tilfellene er like, s& vi ser kun pa det forste tilfellet. Da er

n+1, 2n+5 n+1 2n+5
lkax(0) = {{a+1,...,a+ 3 o 3 yoeynyatl}, {at+ T 3 N

og vi bruker Mayer-Vietoris sekvensen:
La A= {{a+1,... ,a+"T+1}} og B = {{%, cooymya+1}, {a+"T+1, %, coo,nl}
Da er lka«(6) = AU B, A er et simpleks, B er en kjegle fra n og

n+1

1

ANB={{a+1},{a+
Og fra M-V sekvensen far vi at

hi(lka+(5); k) = hi (AU B;k) = ho(AN B;k) = 1

og lka+() har ingen annen redusert homologi. Og vi har ”T72 = ¢ valg for a og n

valg for 71”7, det forste hjgrnet i &.

Dermed har vi vist at 33, =n+ ni = n(i + 1) og Bj, = 0 for j # 3 nar |o| = 2%,

e Tilfelle 7
Sa har vi tilfellet |o| = 222, Da er |6| = 252 og vi deler inn i to muligheter:
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1. Det forste er nar ¢ er sammenhengende (mod n). Da kan vi skrive ¢ pa formen
)
{v,v—i—l,...,v—i—nT},

foren v € {1,2,...,n}. Fasettene i lka-(¢) kan da skrives pa formen

4
{v—n;_ oo, v— 1}

n+1 n—2
— ov—1
{/U 3 b ’U 7U+ 3 }

n—2 M — 4.
{v—1v+ 3 ey Ut 3 }

n—2 2n—1}
3 T g

For & finne homologien til lka« () bruker vi igjen Mayer-Vietoris sekvensen (teorem
224). La A= {{v— "TH, ...,v—1}} og la B veere gitt ved fasettene

fo+

1 -2
{v—n;)F ,...,v—l,v+n3 }
n—2 2 — 4,
-1
{v—1v+ 5 , U+ 3 }
n—2 2n—1
{v+ 33 }
(Viser at v4+2%2 = v—24) Daer lka-(5) = AUB, A er et simpleks, B er en kjegle

frav+ 2 og ANB = {{v—"¢, ... ,o—1} {o+1,v— 24} {v— 2y -2y
har ett hull av dimensjon 2. Dermed far vi fra M-V sekvensen at

ho(lkpa«(5);K) = ha(AU B;k) = hi(AN B;k) = 1
og lka~(7) har ingen annen redusert homologi. Og vi har n muligheter for valg av

hjernet v.

2. Den andre muligheten er at ¢ ikke er sammenhengende (mod n). Vi antar at & er
inneholdt i minst en av fasettene til A* (hvis ikke far vi at lka«(3) = 0, og vi far
ingen redusert homologi), si

2 2
5C{1,2,. .., 2" %
3
Siden ¢ ikke er sammenhengende finnes det daenv € {1,2,..., 2”;‘ 21\ & slik at det

finnes to hjgrner pa hver side av v (v/ € {1,2,...,v—1} ogv” € {v+1,..., 22}
med v',v” € . Videre antar vi at det eksisterer en fasett F' € A* slik at ¢ er
inneholdt i F, men v ¢ F (ellers blir lka+(5) en kjegle fra v og vi far ingen redusert
homologi). Siden F er sammenhengende ma vi da ha at {252 ... n} er inneholdt

1 F. Vi har at

2n + 5 n-+4

’F\{ 3 )"'7n}’: 3

Vi deler inn i 4 tilfeller:

= 5] +2
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(0) 5= (L. aat 27, 22
0) 5= {1 aate  w
(¢) 6={2,...,a+1,a+ 24, .. 22}
(d)5:{27---7a+1aa+nTH7"~a2n3_1
I det forste tilfellet far vi at lka~(7) er gitt ved fasettene
4
{a%—l,...,a—kn+ }
4 2 5
{a n;_ | n; yeeymya+ 1}
2 5
{n;,“wma+La+%
{+n+1 +n+4 2n +5 |
a a RN 0
3 3 ' 3
For & finne homologien til lka« (&) bruker vi da Mayer-Vietoris sekvensen og lar

+4
A={{a+1a+ ")),

og B vare gitt ved fasettene

4 2 )
{a—I—n;_ , n;— yeoymya+ 1}

2 )
{ n;— yoosnya+1,a+ 2}

n+1 +71—1—4 2n+5 )
a con
3 b} 3 b 3 ) )
Daer AU B = lka+(7), A er et simpleks, B er en kjegle fra n og

n+4 n-+4 n+1
AnB={{a+lLa+2}{a+lat ——}{o+t—F—a+—}}

fa+

er kontraktibel. S& vi far ingen redusert homologi i dette tilfellet.

I det andre tilfellet (6 = {1,...,a,a+ "%, ..., 2L}) far vi at lka+(5) er gitt ved
fasettene
n+4 2n+2
1,... —_—
{a+ ) ,G/+ 3 ) 3 }
( +n+4 2n+2 }
a )
3 ) 3 ) 9
2 2
{ n3—i— yeoyn,a+ 1}
n+4

{n,a+1,...;a+

5}

Igjen bruker vi M-V sekvensen for & finne redusert homologi for lka«():
La A={{a+1,...,a+ 4*, 2%2}} og la B veare gitt ved fasettene

n+4 2n+2

{a T3 yeeo,n}
2 2
{n;— yooynya+ 1}

+4
{n,a—i—l,...,a—i—n3 }
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Daer AU B = lka+(7), A er et simpleks, B er en kjegle fra n og

4 4 2 2 2 2
ANB={{a+1,. o+ ) fo TS T (R a1,

Vi ser at AN B kun har homologi i grad 1, og 711(A N B;k) = 1. Og ved M-V
sekvensen far vi da at

ho(lka~(5);k) = ho(AU B;k) = hi (AN B;k) = 1.

Og vi har ”7_5 =i — 1 valg for a, og § valg for "17, det forste hjgrnet i &, sa det er
n(i—1) . —

—5— mulige ¢ av denne typen.

Det tredje tilfellet (6 = {2,...,a+1,a+ %"4, e %}) er bare en annen versjon

av det andre tilfellet.
I det fjerde tilfellet (6 = {2,...,a+1,a+ 2F*, ..., 22=1}) far vi at lka-(5) er gitt
ved fasettene

n+1 2n+2

{l,a+2,...,a+ T3 }
n+1 2n+2 2n+45
2,...
{CL+ ) ,CL+ 3 ) 3 ) 3 }
2 2
{”; 1)

+2

Vi ser at lka« () er en kjegle fra 222 54 den er en kjegle og vi far ingen redusert

homologi i dette tilfellet.

n(z 1) n(1+1 2n+2

Dermed far vi at B4, = n + 0g B =0 for j # 4 nar |o| =

e Tilfelle 8
Sa ser vi pa tilfellet 22 < || < n. Daer 0 < |7] < 252
Ogsa her deler vi inn i to tilfeller:

1. Det forste tilfellet er nar ¢ er sammenhengende (mod n). Da kan vi skrive & pa
formen
og={v,o+1,...,0+1}

forenv e {1,2,...,n}ogenl € {0,1,..., %_8} Og daer lkax (o) gitt ved fasettene

2n—1
{v— n +1,...,0—1}
2n —4
{v— n3 +l...,v—Lv+1+1}
M — 4.
{v—=1Lv+Il+1,...,0+ n3 }
2n —1
Wi+l 0+ n3 }
Vi observerer at

2n — 4 n-+4

—~ +l=v+ +1,
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og B e {2} Tand A={{v— 222 +1,...,0—1}} og la B veere
gitt ved fasettene

M — 4
w2 Lo+t 1)
M — 4.
{v—1Lv+l+1,....,0+ n3 }
m — 1
i+l v+ n3 }

Da er AU B = lka«(d), A er et simpleks, B er en kjegle frav+1+1 0g AN B er
gitt ved fasettene

2n —4

{v— n3 +1,...,u—1}

-5 4
{vfng +l,...,vfl,v+n+ +1}
4 om — 4,
{v—l,v—k%—kl,...,v—i— N
4 2n —1
w2 e

s& AN B er en kjegle fra v — % +l=v+ nTH, og er dermed kontraktibel og har
ingen redusert homologi. Og vi ser da (ved & bruke Mayer-Vietoris sekvensen) at
lkax (o) ikke har noen redusert homologi i dette tilfellet.

. S& ser vi pa de tilfellene der & ikke er sammenhengende (mod n). Da er heller ikke
{1,...,n}\ & sammhenhengende (mod n), og vi ma ha 2 < |5| < 232, La 7 vere
en maksimal sammenhengskomponent i o, vi kan anta at 7 = {1,...,v} for en
ve{l,..., 252} Viser pa lka+(5) og lar

A = {fasettene F' C lka+ (o) slik at n € F'}

08
B = {fasettene F' C lka«(0) slik at v+ 1 € F}

Da er lka«(6) = AU B, A er en kjegle fra n (eller A = 0)) og B er en kjegle fra
v+ 1 (eller B =0). Og fasettene i AN B er

2n+2} ( Jrn—|—1
v
3 ’ 3

(eller AN B = (). Dersom AN B # () s& lar vi

{v+1,...,

,...,n} og alle fasettene F' C lka«(0) slik at n,v+1 € F

A" = {alle fasettene F' C lka+(5) slik at n,v+ 1 € F}

0g
2 2 1
B = {{v+1,.... ”3* },{v—f—n; o
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Daer ANB=A"UB’, A er en kjegle fra n og v + 1, B’ er en kjegle fra

n+1 2n + 2
v+ 3 T3

0og
n-+1 2n —1 n+4 2n + 2

/ /
ANB = o+ T e B

er en kjegle fra

+n—|—4 2n —1
v )
3 777773

N& kan vi bruke Mayer-Vietoris sekvensen to ganger og se at lka« () ikke far noen

redusert homologi nar 242 < || < n.

Det eneste tilfellet der dette argumentet ikke gjelder er dersom v + %"4, ceey 2”3_ 1
alle er inneholdt i 5. Men |[{v+ 2 .. 221} = 222y og da blir
‘_‘ n—2 n n—2
ol = —v4v=
3 3

og vi far en selvmotsigelse.

Dermed har vi vist at 3, = 0 nar 22 < |o| < n.

e Tilfelle 9
Det siste tilfellet er nar |o| = n. Daer |o| = 0.
Vi ma vise at hg(lka-(0),k) = hg(A*, k) = 1. og vi gjor dette ved hjelp av induksjon pa
1.

1. Vi ser forst pa tilfellet der i = 1. Da er n = 5, og A* er gitt ved fasettene

{1,2,3,4}
{2,3,4,5}
{3,4,5,1}
{4,5,1,2}
{5,1,2,3}

La A={1,2,3,4} og B = {{2,3,4,5},{3,4,5,1},{4,5,1,2},{5,1,2,3}}. Daer A
et simpleks og B er en kjegle fra 5. AU B = A* og

ANB=1{{2,3,4},{3,4,1},{4,1,2},{1,2,3}}
er det hule tetraederet med hjgrnemengde {1,2,3,4}. Vi ser derfor at A N B har
homologi kun i grad 2, og ha(A N B) = 1. Og ved Mayer-Vietoris sekvensen far vi

da at hg(A*) =1, og A* har ingen annen redusert homologi.
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2. Anta OK for n — 3 variable (strenglengde i — 1). Dersom n = 3i + 2 s er det
Alexanderduale simplisielle komplekset A* gitt ved folgende fasetter:

2n + 2

{1,..., 3 }
n+1

{ 3 Y 7n}
n+4

=)

m—1.

{n717 9 3 }

Vi bruker Mayer-Vietoris sekvensen og tar lenken og restriksjonen til 1.
Vi ser forst pa lka«({1}). Den er gitt ved fasettene

2n + 2
3 }
5

L, n}
{n;—7,...,n,2}

{2,...,
n+4
{

om—1.
2.
{na ) ) 3 }

Lad={{2,..., 22 og B={{™, ... ,n}, (%7, ....n,2},.... {n,2,..., 251}}

Da er lka-({1}) = AU B, A er et simpleks og B er en kjegle fra n. Og AN B er
gitt ved fasettene

{ 3 P 3 }
n—+7 2n + 2
2
{ 3 9 9 3 9 }
n + 10 2n + 2
) ) 7273
M + 2 n+1.
2,..
{ 3 9 “y 9 3 }
2n —1
2,...
{7 Y 3 }



Land A’ = {22 2 . 23 og la B’ veere gitt ved fasettene

n+4 2n + 2

{ }

3 777773
n+7 2n + 2
2
{ 3 9 9 3 ) }
n+ 10 2n+ 2
2,3
{ 3 9 9 3 9 4y }

om—1.

{2, 7)

Daer ANB = A"UB’, A er et simpleks og B’ er en kjegle fra 2"3_1. Og

n-+1 2n + 2 n—2

AnB ={{2,3,... 2,3,...
{{’7 Y 3 }’{ 3 » =y = I 3

}}’

som er en kjegle fra 2.
Ved Mayer-Vietoris sekvensen

o= Hy(ANB) & Hy(A)®H,(B) L Hy(X) S Hy 1 (ANB) — -+ — Hy(X) — 0

far vi da at, siden A’, B’ og A’ N B’ ikke har noen homologi, s& har heller ikke
AN B = A"U B’ noen homologi. Og siden A, B og AN B ikke har noen homologi,
s& har heller ikke lka-({1}) = AU B noen homologi.

Vi ser s& pa restriksjonen A*|_;y. Denne er gitt ved fasettene

2n+5
{2,..., 3 }

n+1
{ 5 ,n}
n+7
{ 3 ) '7n72}
m—1.
{n727 ) 3 }

For & komme videre med denne tar vi lenken og restriksjonen til "TH.

o7



lkA*Hl}({%H}) er gitt ved fasettene

n+1 n+7 2n+5

2,...
{7 ) 3 ) 3 ) b 3 }
n+1l n+7 2n+8
3,...
{) 9 3 9 3 ) ) 3 }
n+1 n+7
{ 3 3 N 13
2n+5 n+1
yee,M, 2,3, .0,
(T -
2n + 8 n+1l n+7
2,3,...
{ 3 9 s My 24y 0, ) 3 9 3 }
2n—1'
72737“'7 ’
n =}
Den er en kjegle fra ”TH, s& den har ingen homologi.
Restriksjonen A*\_{l nidy €r gitt ved fasettene
73
n+1 n+7 2n+5
{2,..., , e }
3 3 3
n+1 n+7 2n + 8
3,...
{7 ) 3 ) 3 9 bl 3 }
n+1l n+7
{ 3 ) 3 ) 7”}
n+7
2
{ 3 ) 7n7 }
M + 2 ntl.
2,3
{ 3 ) 7n7 bl bl ) 3 }
2n+8 n+1 n+7
2,3
{ 3 b 7n7 ) 9 b 3 ) 3 }
Mm—1.
{mz3,”,”3 }

Vi fortsetter med a ta lenken og restriksjonen til % av A*]_{l ntdy.
73

Lenken lkax| }({Z"TJFS}) er gitt ved fasettene

-t

n+1 n+7 2n + 2

2,...
{7 9 3 ) 3 ) ) 3 }
(3 n+1 n+7 2n+ 2 2n+8}

AR | 3 M 3 PR ] 3 M 3

M +2 2n+8 n+1.

2,3,...
{ 3 ) 3 9 y 1, 737 9 3 }
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Sa den er en kjegle fra 2”;2, og har dermed ingen homologi.

Restriksjonen A*|_ (1,254 2nt5y €T gitt ved fasettene
b 3 9 3

{27“.’n+1 n+7 2n + 2

}

3 T3 3
(3 n+1 n+7 2n + 2 2n+8}
PR ] 3 ) 3 PR 3 ) 3

n+1 n+7 2n+2 2n+8

{

3 g g g e
n+7 2n+2 2n+8
2
{ 3 9 9 3 9 3 9 7n7}
2n + 2 n+1.
2,3
{ 3 b M ) ) ) M 3 }
2n+8 n+1 n+7
2,3, ..
{ 3 9 g 1y &y Iy 9 3 9 3 }
Mm—1.
(n,2,3,..., ”3 }

Det som né gjenstar & vise er at dette simplisielle komplekset har homologi i grad
3, og at

hs(A |_{1,nT+4,2@%}7k) = 1.
(Da kan vi bruke Mayer-Vietoris sekvensen og konkludere med at ogsa ﬁg(A*, k) =

1.) Men vi ser at ved avbildningen

n+1 n+7 2n+2 2n+8
5 T3 T g g e

|

{2,3,...,

,n} {1,2,...,m},

der m =n — 3, sa er A¥|_ (1,44 2ni5y €T isomorf med det simplisielle komplekset
3 7 3

I'*, som er definert p4 samme méte som A*, men med m = n — 3 variable og

strenglengde m — j, der j =4 — 1. Sa

m=n—3=(3i+2)—3=3G+1)—1=3j+2,
og vi har ved induksjon at da er hg(I'*) = 1.

O

Vi har dermed bevist at formodningen pa side 20 gjelder nar n = 3¢ + 2. Desverre har
vi ikke greid & komme lenger enn dette i arbeidet med & bevise at formodningen gjelder for
alle n > 3. Det er naturlig & tenke seg at vi kan vise at lengden er 6 nar n = 3(i + 1), med
lignende fremgangsméte som i beviset over. Men nar n > 3(i + 1) ser det ut til at denne
argumentasjonsmetoden blir mer og mer avansert (at vi mé sjekke flere og flere Bettitall pa
ulike mater). Vi har heller ikke fatt til & lage et argument for at lengden p& den minimale
resolusjonen er 5 nar 2i + 3 <n < 37 + 2.

29
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Kapittel 8

Cohen-Macaulay ringer

Cohen-Macaulay-egenskapen for ringer er et viktig begrep innen moderne kommutativ algebra
fordi den er generell nok til & gi mange eksempler, men samtidig sa smal at den gir en mengde
struktur og teori for disse ringene. Vi skal i dette kapittelet se pa restkroppene S/Ia til de
spesielle Stanley-Reisner idealene vi definerte i kapittel 4.1, og prgve & finne ut om disse er
Cohen-Macaulay. Vi vil se at dette er tilfellet dersom lengden pa den minimale resolusjonen
av S/Ia er lik kodimensjonen til idealet Ia, s vi er avhengige av de resultatene vi fant om
lengden p& minimale resolusjoner i kapittel 4-7.

8.1 Dimensjon, dybde og Cohen-Macaulay ringer

For vi kan snakke om Cohen-Macaulay ringer ma vi definere begreper som dimensjon og dybde.
Denne teorien er hentet fra [2].

Definisjon 8.1.1 (Krull-dimensjon og kodimensjon). La R veere en ring. Krull-dimesjonen,
dim(R), til R er supremum av lengder av kjeder av primidealer i R. Dersom I er et propert
ideal i R s definerer vi dimensjonen til I til  veere dim(R/I). Dersom I G R er et primideal
sd definerer vi kodimensjonen, codim(I), til 1 til ¢ vere Krull-dimensjonen til den lokale
ringen Ry. Og dersom I ikke ngdvendiguvis er et primideal, sd definerer vi kodimensjonen til
I til 6 veere minimum av codimensjonene til primidealene som inneholder 1. Dersom M er
en R-modul (men ikke et ideal) sd definerer vi dimensjonen/kodimensjonen til M til & vere
dimensjonen/kodimensjonen til annihilatoren til M.

Kodimensjonen til et primideal I er altsd supremum av lengder av kjeder av primidealer
ned fra I i R. Vi fant fglgende resultat om kodimensjonen til de spesielle Stanley-Reisner
idealene fra kapittel 4.1:

Teorem 8.1.2 (Kodimensjon for Ipn). Lan >3 og 1 < i < n—1, og la In vere idealet i
k[zy1,zo,..., x,] generert av monomene

L1T2 " - T,y

T2X3 -+ Tt 1,

Tndy - Li—1,

Da er codim(In) = [%].
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Bewvis. Kodimensjonen
codim(In) = min{codim(P)|P primideal med In C P},

og alle primidealer i k[z1, z9, ..., z,] er pa formen P = (zj,, xj,, ..., 2 ). S& vi ma finne minste
k med In C (xj,,%j,,...,Tj,). La

alle"'xi

az = T2 Ti+l

Ap—i+1 = Tn—i+1 """ Tn,

Up—i+2 = Tp—i+2*** Tnpll,

Gp = Tpdl - Ti-1

Daer In = (ay,as9,...,ay). For alle r € {1,...,n} s& har vi at
c p—jgly---,0p hvisrT—142>0
Ty i .
Gpgr—itly--yQn,Gl,...,0yr hvisr—1 <0

Sa hver variabel er inneholdt i ngyaktig ¢ av generatorene til Ia : x; ligger i de forste ¢ genera-
torene, xo; ligger de ¢ neste, osv. Generelt har vi at x,; ligger i {a(r_l)z-ﬂ (mod n)s - - s @i (mod n)} .
Vi konstruerer et primideal P pa fglgende méate: La P = (x;, x9;, z3i,...,Tk), der k er det
minste multippel av i slik at Ix € P. Daer k = [%].

Bevis for at et primideal med feerre elementer ikke inneholder Ia :
La P = (zj,,...,x;,) der k < [%]. Hver x;, er inneholdt i ngyaktig i generatorer for Ia, sa
det er maksimalt ki generatorer i In som er et multippel av en av generatorene for P. La

n=mi+s, foren m >0ogensc{l,...,i}. Daer [7] =m+ 1, s& vi far at k£ < m. Men
da er ki < mi, som er ekte mindre enn n (antall generatorer i Ia). S& minst én generator for
Ia vil ikke veere inneholdt i P. O

Definisjon 8.1.3 (Reguleer sekvens). La R veere en ring og la M vere en R-modul. En sekvens
av elementer x1,...,x, € R kalles en requler sekvens pa M (ogsd kalt M-sekvens), dersom:

1. (r1y...,mn)M # M, og
2. r; er en ikke-nulldivisor i M/(r1,...,ri—1)M fori=1,...,n.

En reguleer M-sekvens (71,79, ...,7rq) som er inneholdt i et ideal I er en maksimal reguaer
M-sekvens i I dersom (r1,...,74,74+1) ikke er en reguaer M-sekvens for noen ry11 € R.

Definisjon 8.1.4 (Dybde). La R vere en ring, I C R et ideal, og M en endelig generert R-
modul slik at IM # M. Dybden til I pa M, dybde(I, M), er lengden til de maksimale regulere
sekvensene pa M i I.

Dersom M = R, ringen selv, skriver vi dybde(I, M) som dybde(I).
La (R, P) veere en lokal ring med dimensjon d. Vi sier at R er reguleer dersom P kan
genereres av ngyaktig d elementer.
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Definisjon 8.1.5 (Cohen-Macaulay ringer). Dersom en ring R er slik at dybde(P) = codim(P)
for ethvert maksimalt ideal P i R, sa sier vi at R er Cohen-Macaulay.

Definisjon 8.1.6 (Projektive moduler). En modul P er projektiv dersom det for enhver epi-
morfi av moduler o : M — N og enhver avbildning 8 : P — N eksisterer en avbildning
v: P — M, slik at B = ay. Altsé at folgende diagram kommuterer:

P

K
v

;
M—2>N

Frie moduler er projektive, siden en fri modul P er fri pa et sett av generatorer p;. Vi kan
da velge elementer ¢; i M som avbilder til elementene (3(p;) € N, og la v veere avbildningen
som sender p; til g;.

I det graderte tilfellet er fri og projektiv ekvivalente egenskaper for en modul.

Definisjon 8.1.7 (Projektiv dimensjon). La R vere en Noethersk ring og M en R-modul. En
projektiv resolusjon av M er et kompleks

f:FoﬁFlﬁ--w— n—1<ﬁFn<—"'

av projektive R-moduler slik at coker(¢p1) = M og F ikke har noen homologi. Den projektive
dimensjonen til M, pd(M) er minimum av lengdene til de projektive resolusjonene av M. Den
er oo derom M ikke har noen endelig projektiv resolusjon.

Teorem 8.1.8 (Auslander-Buchsbaum formelen). La (R, P) veere en lokal ring. Dersom M
er en endelig generert R-modul med endelig projektiv dimensjon, sa er

pd(M) = dybde(P, R) — dybde(P, M).

Bewvis. For bevis, se [2]. O

8.2 Cohen-Macaulay Stanley-Reisner ringer

Vi skal na tilbake til de spesielle Stanley-Reisner idealene vi definerte i kapittel 4.1, og se pa
nar restklasseringene til disse er Cohen-Macaulay. Men fogrst trenger vi fglgende resultat:

Korollar 8.2.1 (Cohen-Macaulay ringer S/I). La S =k|[z1,x2,..., 2], 09 I C S et propert
tdeal. Da har vi at

S/I er en Cohen-Macaulay ring <= pd(S/I) = codim(I).

Bevis. S er en regulaer lokal ring, med det unike maksimale idealet P = (z1,...,2,). Reg-
uleere lokale ringer er alltid Cohen-Macaulay, sad ved definisjonen av C-M ringer har vi at
dybde(P, S) = codim(P), og siden P er maksimalt s& far vi at dybde(P,S) = dim/(S).

(S, P) er en lokal ring og S/I er en endelig generert S-modul av endelig projektiv dimensjon,
s& ved Auslander-Buchsbaum formelen har vi da at

pd(S/I) = dybde(P, S) — dybde(P, S/I)

63



Sa vi far at dybde(P, S/I) = dim(S) — pd(S/I).
Siden P/I er det eneste maksimale idealet i S/I far vi fra definisjonen av C-M ringer at

S/1 er Cohen-Macaulay <= dybde(P/1,S/1) = codim(P/I).

Men vi vet at
dybde(P/1,S/1) = dybde(P, S/I) = dim(S) — pd(S/I),

0g
codim(P/I) = dim(S) — codim(I),

s& vi far at
S/I er Cohen-Macaulay <= pd(S/I) = codim(I).
O

Teorem 8.2.2 (Cohen-Macaulay ringer S/Ia). La Ia veere idealet i kK[z1, x2, ..., xy,] generert

av 27, der o er definert slik: La n > 3 og la G vere gruppen generert av den sykliske permu-

tasjonen (1,2,...,n) pd {1,2,...,n}, og la o gjennomlope elementene i orbiten til {1,2,... 1}

under virkningen fra G, for en v der 1 < i <n. Dersomt=1,1=n—1, eller n er odde og
n—1

i = "5~ sd er S/In er Cohen-Macaulay.

Bevis. Vi bruker her resultatene for lengde pa minimale frie resolusjoner av S/Ia som vi fant
i kapittel 4, i tillegg til teorem 8.1.2.

e Hvisi=1sder In = (x1,22,...,%,). Og da er codim(Ia) = pd(S/Ia) = n.

e Hvis i = n—1sd er In = (z122...Tp_1,T2%3...Tp,...,Tpx1...Tp_2). Og da er

codim(In) = pd(S/Ia) = 2.

o Vi ser pa tilfellet der n er odde og ¢ = %‘1 S/I er Cohen-Macaulay nér lengden til
den minimale resolusjonen til S/Ia er lik codim(Ia). Hvis i = 5! og n er odde sa er
i = |5, og fra korollar 4.2.3 har vi da at pd(S/Ia) = 3.

Vi har vist at codim(Ia) = [%] (teorem 8.1.2), sa

n 2n

codim(Ia) = [@1 = (n_ 11,
og dersom n > 3 far vi at
3> L2y
n—1 n

og dermed har vi codim(Ia) = 3.
Sa codim(Ia) = pd(S/Ia) = 3, og S/Ia er dermed Cohen-Macaulay.

O

Dette er mest sannsynlig ogsa de eneste Stanley-Reisner ringene av denne spesielle typen
som er Cohen-Macaulay, og vi har laget et argument for dette, som gjelder dersom formod-
ningen for lengden pa den minimale resolusjonen til S/Ia fra kapittel 4.1 gjelder.
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Formodning 8.2.3. La Ia vere idealet i k[x1,x9,...,2,] generert av a7, der o er definert
slik: La n > 3 og la G veere gruppen generert av den sykliske permutasjonen (1,2,...,n) pd
{1,2,...,n}, og la o gjennomlope elementene i orbiten til {1,2,...,i} under virkningen fra
G, for eni der 1 <i <n. Dersom S/Ia er Cohen-Macaulay sd er i =1,i=mn—1, ellern er
odde og 1 = ”Tfl

Bevis. (Gjelder dersom vi antar at formodningen pa side 20 er sann). Anta at S/Ia er Cohen-
Macaulay. Vi kan ikke ha codim(Ip) =1, siden n >3 og i <n — 1.

e Anta at codim(Ian) = pd(S/Ia) = 2. Fra formodningen for lengden pa den minimale
resolusjonen til S/Ia fra kapittel 4.1 far vi at da ma i =n — 1.

e Anta at codim(Ian) = pd(S/Ia) = 3. Vi har at codim(In) = [%] = 3, og det gir at
2i < n < 3i. Og siden lengden pa den minimale resolusjonen er 3 sa ma |5 | <i<n—2.
Vi har altsd at 2i <n, sd i< §.Sai<[5] <4, som gir at

hvis n er partall
hvis n er oddetall

Men n kan ikke veere partall, for da vil i = § og codim(Ia) = [%] = [#] =2 # 3. Sa
2

[
n—1

vi ma ha at i = "5=.
e Anta at codim(Ia) = pd(S/Ia) = 4. Vi har at codim(Ia) = [%], s 3i <n < 4i. Det at
lengden pa resolusjonen er 4 impliserer at 124% = 4, siden 4 er et partall, og vi far dermed

at ¢ = "2, Fra formelen for kodimensjon far vi da at 3"7_2 <n< 4”T_2, s 4<n<6,

2
sanerdeller 5. n=4girati=1, somer OK. n =5 gir at i = %, som er umulig.
e Anta at codim(In) = pd(S/Ian) = a, for en a > 4. Vi antar forst at a er odde. La
n=s(i+1)+tforentmed 0 <t<i+1. Daerlengden pad den minimale resolusjonen
2(n—t)

T+ 1. Og codim(Ip) = [%] =a, s& (a —1)i < n < ai. Dette gir at

. 2(n—t),
)= AT
(a )i T 1< n,

slik at 2(n —t)i < n(i +1). Vi har dermed at 2ni — 2ti < ni + n, si

ni — 2t < n.
Fra dette far vi at n(i — 1) < 2ti og dermed at n < 2%. Dersom vi antar at i # 1,2 s&
far vi at n < 3t og da er s(i+ 1) +t < 3t, slik at

s(i+1) <2t < 23 + 1).

Sa s = 0 eller s = 1. Vi sjekker disse tilfellene hver for seg:

2(n—t)

1. s=0.Daern=t,s4 a= =77 +1=1, noe som gir en selvmotsigelse.
2.s=1Daern=(i+1)+t sdha= 2(1.1_;) +1= 2(2.6'5) + 1 = 3, som ogsi gir en
selvmotsigelse.
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2(n—t) -
0 41—

% +1 =5. 84 vi far at codim(Ia) = [5] = 5, og dermed at n = 10. Men lengden pa
den minimale resolusjonen til S/Ia, ndr n =10 og i = 2, er 7.
2n

Sé ser vi pa tilfellet nar a er jamn. Da er lengden p& den minimale resolusjonen a = 2%,

san = w Vi setter dette inn i formelen for kodimensjonen og far at codim(Ia) =
n

[2] = [a(l;gl)]. Men vi skal ha at codim(IA) = a, s& da far vi at

Dersom ¢ = 2 s& kan vi ogsa fa tilfellet s = 2. Daern=2(i+1)+1¢, 88 a =

a(zﬁ‘—l) <

—-1< .
a 5 <a

a(i+1)
29

Vi skal studere ulikheten til venstre; a — 1 < . Dersom dette gjelder si er
(a—1)2i <a(i+1),

som medforer at

at —a < 2,
og dermed at
< 2
a )
i—1
som er mindre eller lik 4 nar ¢ > 1. Dermed far vi en selvmotsigelse, siden vi antok at

a > 5.
O

S& dersom formodningen pa side 20 om lengen pa minimale resolusjoner av S/Ia er sann,
s& har vi bestemt ngyaktig hvilke av disse spesielle Stanley-Reisner ringene som er Cohen-
Macaulay.
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Kapittel 9

Linesere cellulaere resolusjoner

9.1 Litt om linezere resolusjoner

En annen metode man kan bruke for & finne Stanley-Reisner ringer som er Cohen-Macaulay
er & se pa linesere minimale frie resolusjoner. Samtlige resultater i kapittel 9.2 og 9.3, bortsett
fra Proposisjon 9.3.4, er egne resultater. Fglgende er hentet fra [4].

Definisjon 9.1.1 (Linezer resolusjon). En N"-gradert fri resolusjon Fy er lineer dersom ma-
trisene for avbildningene i resolusjonen kan skrives pd en slik mdte at alle ikke-null posisjoner
1 matrisene er cx; for en skalar ¢ og en variabel ;.

Eksempel 9.1.2. Se pa de spesielle Stanley-Reisner idealene vi definerte i kapittel 4.1. Nar
i =mn — 2 har S/Ix en minimal linegr fri resolusjon

04— S/In — S(—n+2)""" — S(—n+1)" — S(—n).

La M veere en N"-gradert modul. Regulariteten til M er
reg(M) = maz{|b| —i| B;p(M) # 0}, der [b] =) "b;.
j=1

Lemma 9.1.3. La M wvere en N"-gradert modul. Regulariteten til M er storre eller lik den
minste totale graden til en generator « M. Dersom M er et monomielideal og alle de minimale
generatorene til M har samme grad sd har M en lineer fri resolusjon hvis og bare hvis graden
til de minimale generatorene er lik reg(M).

Vi vil gjerne finne eksempler pé slike monomialidealer. Da kan vi ogsa (ved hjelp av det
neste teoremet) finne flere eksempler pa Stanley-Reisner ringer som er Cohen-Macaulay.

Teorem 9.1.4 (Eagon-Reiner teoremet). S/Ia er Cohen-Macaulay hvis og bare hvis In+ har
en linecer fri resolusjon.

9.2 Noen spesielle minimale linezere resolusjoner

Vi skal her se pa celluleere resolusjoner som er linezere. Malet er & finne idealer I med kodimen-
sjon stgrre eller lik 2, slik at S/I har en celluleer lineser minimal resolusjon av lengde mindre
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eller lik 3. Og vi fant noen fine slike med kodimensjon 2 der S/I har projektiv dimensjon 3:

Se pa cellekomplekset X som er bygd opp av 2-dimensjonale firkantige ruter, et u x v-rutenett.
Hjgrnene merkes med monomer av grad u + v ved & ta

xf e X xhe oxy lay oxy 2y o exzay ! L 251
Il_ll‘g °
V%02
x%l‘g*l °
zh e
Eksempel 9.2.1. For eksempel, la oss se pAnaru=2ogv=1:
JL‘% ° X xr3e o, = x%x3 o —M—— ox%:m
1T @ T1T2L3® ————— OT1 T4
73 e r3r3e ——— exdmy

Da far hjernene merkinger x®, der
ac{(a,b,c,d)Ja+b=u,c+d=wv,a,b,c,d>0}.

Kantene far merking lem (minste felles multiplum) av de tilhgrende hjgrnene, sa de far da
merkinger x¥, der

ke{(a,be,d)lu<a+b<u+lv<c+d<v+la+b+c+d=u+v+1a,bcd>0}.

P& samme méate far flatene merkinger x¥, der

F e{(a,b,c,d)ja+b=u+1,c+d=v+1,a,bc,d>0}.
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Eksempel 9.2.2. Nar v = 2 og v = 1 far vi da dette merkede cellekomplekset:

2
T1T3T4

irg e ey
x%xgxg m%m2x3x4 m%x2x4
T1ToT3 @ 2T 0L 22Ty
xlx%xg xlxgz3x4 x1x%x4
l‘%l’g ° 3 'IL‘%M
TZT3T4

Vi finner at antall hjgrner i dette cellekomplekset er uv + u + v — 1, antall kanter er
2uv + v + v og antall ruter er uv, og vi ser sa pa det tilhgrende celluleere komplekset

Fx 10888 — S(—u — o)ttt . §(—y — v — 1) Gy —p — 2)W — ).

Vi vil vise at dette er en resolusjon, og til & gjore det bruker vi proposisjon 2.3.5 og viser
at X<y, er asyklisk for alle b € N%. X er 2-dimensjonal, si vi trenger bare & sjekke at X<b
er sammenhengende og ikke har noen 2-dimensjonale hull, eller at det er tomt. La X veere
cellekomplekset
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1’1=T§ i .$7f$v_1x4 @ S .mi‘xz
x;‘_lﬂﬁzl‘é’ L4 .Zﬁqf_1$2$§—ll‘4 T @ — ._rqf_lxzqu
i d ° 0 ———————————————————————— . °
961273_196}3’ —_— 0:3713615_133?1954 T - 0;”619675_1362
ﬂfgxg ¢ ——————— Oxé‘xg’_lu @ Y OLL‘%:EZ

der hjgrnene er merket med monomer x?, der a = (a, b, ¢,d). La oss se pa en vilkérlig vektor
b = (o, 3,7,6) € N*. Dersom vi skal se pa underkomplekset X<y, sa skjer folgende endringer
fra X til X<p:

e Dersom o < u sa fjernes de kolonnene der a > a.
e Dersom [ < u sa fjernes de kolonnene der b > (.
e Dersom v < v sa fjernes de radene der ¢ > 7.
e Dersom § < v sa fjernes de radene der d > 4.

Vi dele inn i to tilfeller:

1. Det forste tilfellet er nar a + 5 < w eller v+ 0 < v. Da er X<, = (), det tomme
cellekomplekset, siden vi da fjerner hhv. alle kolonnene eller alle radene.

2. Det andbre tilfellet er nar a+ 3 > w og v+ 0 > v. La
a’ = min{a,u}
b = min{f,u}

d = min{vy,v}
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d' = min{d,v}
Da er X<p, gitt ved dette cellekomplekset (vi har bare merket hjgrnene her, men kantene
og rutene skal ogsd veere merket, med lem av de tilhgrende hhv. hjornene og kantene):

a u—a . v—c a u—a' /-1 gu—c+1’ . a u—a'  v—d  d
xf xy Ca§xy e ol xy “as T M o oz xy “ ws " af

a’'—1,_u—a'+1, ¢ a'—1, u—a'+1_v—d _.d

x] T ay x4 xz_cl « — ox‘f/_13772‘_“/“1@,'_'1582'_5“{' e ————— oz T al xy ©xf
[ ) [ ] . [ ) [ ]
° ° « e .;LﬂlL—b’—ng’—lmg—d’le’
xqf_b/xglmglxz_cl *« —— om?_b/a:g/xg_ll‘fdﬂ” e @ O:L'Qf_b/mg/xg_d,xff/

Og vi ser at dette cellekomplekset er asyklisk (det har ingen hull, eller det er tomt).

Teorem 9.2.3. Ethvert ideal I = (x1,22)" (x3,24)" der u,v > 0 har en lineer minimal
resolusjon

Fx 1088 8 — §(—u —v)vrotue=l  §(—y — v — 1) Gy —p — 2)W — 0.

Bevis. Vi ser at im(p1) = I, og vi viste over at dette komplekset er en resolusjon. Og den
er minimal fordi alle avbildningene i det tensoriserte komplekset Fx ® S/m er 0 (der m =
(x1,x9,...,2,) er det maksimale idealet i S). Dette ser vi pga. at tvistingen til F; er ngyaktig
én mindre enn tvistingen til F;_; for ¢ > 2. O

Disse idealene desverre ikke kvadratfrie, bortsett fra i tilfellet u = 1,v = 1, s for & kunne
benytte oss av teorem 9.1.4 og finne Cohen-Macaulay Stanley-Reisner ringer mé vi innfgre

konseptet polarisering av monomialidealer. Se pa et monomialideal J = (x®1,x22, ... x").
Prossessen med polarisering foregar pa den maten at hver potens av en variabel, si potensen
z% av variabel z, byttes ut med et produkt av d nye variable, si z1, o, . .., 4.

Eksempel 9.2.4. La J = <x3,$2y4, zgaj,y222> Da er polariseringen av J gitt ved
In = (217223, T1T2Y1Y2Y3Y4, 21222371, Y1Y22122) -
Dette er né et ideal i polynomringen med 10 variable, S = k[z1, 2, 3, Y1, Y2, Y3, Y4, 21, 22, 23]
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Idealet In har samme kodimensjon som .J og en minimal linezr resolusjon av S/J gir
en minimal linger resolusjon av S/Ia. Grunnen til det siste er at dersom F er en minimal
resolusjon av S/Ix over S, si er F ®z S/O en minimal resolusjon av S/J over S, der © =

(01,09, ...) er idealet generert av en reguleer sekvens 01,60s, ... i S slik at hver 6 er en differanse
mellom to variable. Siden denne relasjonen bevarer tvistinger og minimale frie resolusjoner er
unike, opptil isomorfi, far vi at dersom F ®z S/O linzer sa er F ogsa det.

Dermed far vi at dersom idealet In i S = k[zy,...,z,] er polariseringen av idealet
(1, 22)" (23, 24)" der u,v > 0, si vil Stanley-Reisner ringen til det Alexanderduale idealet,
S/Ia~, vere Cohen-Macaulay.

9.3 To n-kanter

Vi skal ogsé se p4 en annen gruppe av cellekomplekser som gir linaeare cellulzere minimale
resolusjoner. La n > 4 og la X besta av to n-kanter som er limt sammen. Vi merker hjgrnene
pa den ene n-kanten med monomene

12" Tp—2

T2X3 - Tp—1
Lpdl - Tnp-3
Og hjornene pé& den andre n-kanten far monom-merkingene

L1Tn41 """ T2n—-3
Ln+1Ln+2 " L2n—3T3
Tn42 - T22n-3L3T2n—2

Tn43 " T3T2n—2T1
To2n—2L1Tn41 - T2n—4

Sa multipliserer vi alle hjgrnemonomene pa den fgrste n-kanten med z,4+12Zp42 - - - Ton—3, 0g vi
multipliserer alle hjgrnemonomene p& den andre n-kanten med x4x5---x,. Da kan vi lime
sammen de to n-kantene langs den kanten som gar mellom hjgrnene som har merkinger
TAT5 - - - Top—3%1 OF T3Ty4 - - - Ton—3. lotalt antall variable blir N = 2n — 2.

Eksempel 9.3.1. La n = 6. Vi tar fgrst to sekskanter som vi merker med monomer som
beskrevet over:
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T5Xal1To @

1‘51761:1@/ Xmﬁxlag

Tel1X2T3 @ OLAXET 6]
TEL1T2T3T4 T1X2T3T4T5T6 T3T4T5LET1
L1XoX3T4 @ OL3X4T5T6

1‘11}2&3% %"41’5336

To3LATs ®

0L 10X1T7T8
1‘10$1CE'V \1}10$1I7$8
T1X7LILY @ eL3X10X1T7
T1T7TTYL T1T7TTTYLIT10 TYTIT10T1LT
T7L]ILYL3 ® O L9T3X10L1

x7zsx93& Agaﬁmxl

TT9r3Tr10 ®

Sa multipliserer vi hjgrnemerkingene pa sekskanten til venstre med x7xgrg og hjgrnemerkin-
gene pa sekskanten til hgyre med z4x5x6, og limer dem sammen til ett celluleert kompleks (her
skal ogsé kantene og flatene vaere merket, med lem av de tilhgrende hjgrnene/kantene):

T5XLL1X2L7LILY ®

OL4T5TeL10L1L7LY

NN

LL1LQXITL7LILY ®

T1XQXILXALTLILY ®

OLAXLELEL1T7ILILY

OL3XAL5LEL7ILILY

OL4T5TELIL10L1LT

OLAT5LELILIL10LL

NSNS

Xo2XZLAXEL7TLILY ®

Generelt far vi da det celluleere komplekset

T4T5LETITYLITI0 ®

0— St —8S(—2n+5)2"2— S(—2n+4)>""1 — S(—2n+3)* <0,

eller

0 St S(=N+3)N — S(=N +2)N*!  §(—N +1)? — 0.

73



Og dette cellulaere komplekset er en resolusjon for S/I, der idealet I er generert av monomene
som hjgrnene i X er merket med.
For & vise dette bruker vi proposisjon 2.3.5 og ser pa underkompleksene X<y, der

b = (b1, bo,...,by) € NV
og deler opp i 2 tilfeller:
1. Dersom b > (1,1,...,1) far vi at X<p = X, som er asyklisk.
2. Anta ni at minst en av koordinatene i b er 0, si b, = 0.

(a) Dersom r € {4,5,...,2n — 3} s& blir hele den ene n-kanten og nesten hele den
andre fjernet, og vi star igjen med en kant. Og et slikt cellekompleks er asyklisk.
Og ethvert underkompleks av dette er tomt.

(b) Dersom r = 1 eller r = 3 si vil kanten i midten (den kanten som gir mel-
lom hjgrnene som har merkinger x4os5---X2,_371 0g 3Ty - Ton—3) bli fjernet,
og alle hjgrnene utenom et av hjgrnene som har merkinger z4zs-- - x9,—_3%1 0g
T3T4 - - Ton—3 0g de to nabohjgrnenen til dette blir ogsa fjernet. Sa da sitter vi ig-
jen med to sammenhengende kanter, som gir et asyklisk cellekompleks. Og ethvert
underkompleks av dette er enten tomt eller asyklisk.

(c) Dersom r = 2 eller 7 = 2n — 2 sa vil vi sitte igjen med kun den ene n-kanten, og
denne er asyklisk. Og ethvert underkompleks av dette cellekomplekset er asyklisk
(dette ser vi i beviset for teorem 4.2.2).

Vi ser at denne resolusjonen er minimal, siden alle avbildningene i det tensoriserte kom-
plekset Fx ® S/m er 0. Vi ser ogsa klart at dette er en lineser resolusjon (pga. tvistingene i
de frie modulene).

Teorem 9.3.2. Gitt n, la X vere cellekomplekset som bestar av to sammenlimte n-kanter,
med merking som beskrevet over. La I veere idealet generert av hjgrnemonomene ¢ denne
merkingen. For den cellulere resolusjonen

08t S(—2n+ 522 §(—2m+ 41 L §(—2m+3)2—0
far vi da at codim(coker(B8Y)) =n, der 8V er dualavbildningen til 3.

For vi beviser dette trenger vi litt mer teori fra [2].

Definisjon 9.3.3 (Fittingidealet). La M wvere en endelig generert modul over en ring R, og
la
p:F-G—-M-—-0

veere en presentasjon av M der G er en endelig generert fri modul med rang r. Da definerer
vi det i te Fittingidealet til M il G veere

Fitt;(M) =1I,_;¢ C R,
der I,_;p er determinantidealet til o, altsa idealet generert av (r — 1) X (r — i)-minorene i @.

Proposisjon 9.3.4. For enhver R-modul M har vi at:
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1. Fitty(M) C ann(M).

2. For enhver j > 0 har vi at (ann(M))Fitt;(M) C Fitt;_1(M). Dersom M kan genereres
av n elementer sd er (ann(M))™ C Fitto(M).

Bewvis. Beviset for denne proposisjonen finner man i kapittel 20.2 1 [2]. O

Bewis for teorem 9.3.2. La M = coker(3Y). M er en R-modul, si kodimensjonen til M er
definert som codim(ann(M)). La

BY 9N+t 62 M0

veere presentasjonen av M. Vi har at M er endelig generert, s& vi far fra proposisjon 9.3.4 at
radikalet r(ann(M)) = r(Fitto(M)). Og dermed far vi at

codim(ann(M)) = codim(F'itto(M)).

Rangen til S? er 2, sa Fittg(M) = Ir_o3Y = I,3". Sa vi ma vise at kodimensjonen til I3Y
er n. Avbildningen 3" er gitt ved matrisen

Tp Tp—1 ... —T3 —T2 I 0 0 0 . 0 0 0
0 0 e 0 N 0 IN—-1 —XIN—2 —ITN-3 ... —Tp4+1 —x3 1
Vi ser at LBV C (x1,72,...,7,), og Y C (r1,3,Tpi1...,2N) som har kodimensjon

N —n+2=(2n—2) —n+2 = n, men finnes det et primideal P med mindre enn n elementer
slik at I,3Y C P?

Anta at I,3Y C P = (21,,%,,...,21,_,) . Da finnes det minst en z; i {z1,22,...,2,} som
ikke er inneholdt i P, og en minst xx i {1, %3, Zp+1 ..., 2N} som ikke er inneholdt i P. Men
z;x), er inneholdt i I,3Y, og vi far dermed en selvmotsigelse.

Det eneste unntaket far vi nar x; = x2 og o, = xy, siden zoxy ikke er inneholdt i I3V, Sa
anta at P = (x1,x3,24,...,%,). Da vil zoxny_1 ¢ P dersom N > 5. Og vi har at n > 4, s&
N =2n—2>6. Anta si at P = (x1,23, Tn+1,...,ZN—1). Daer zpzy ¢ P (siden n > 4), og
vi far en selvmotsigelse.

Vi har dermed vist at kokjernen til 8 har kodimensjon n. O

75



76



Bibliografi

[1] Winfried Bruns and Jiirgen Herzog. Cohen-Macaulay rings. Cambridge University Press,
1993.

[2] David Eisenbud. Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry. Springer,
2004.

[3] Allen Hatcher. Algebraic topology. Cambridge University Press, 2002.

[4] Ezra Miller and Bernd Sturmfells. Combinatorial Commutative Algebra. Springer, 2005.

77



