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F0REORD

Denne hovudfagsoppgava er ein del av eit hovudfagsstudium i matematikkdidaktikk ved
Matematisk Institutt. Det matematisk-naturvitskaplege fakultet, ViR Dette er eit tilbod som
etter levalitetsrefonna vart erstatta av ei integrert la=rarutdanning, $Om mellom anna tilhyr cit
femang masterprogram.

Etter fullfurt 4-Arig allmennlrerarutdanning, starta eg hausten 2000 p~ det som seinare vart mi
emnegruppe i matematikk ved UiB. Motivasjonen var auka kompetanse som skulle kema meg
og mine framtidige elevar til gOOe. Matematikk var cit fag eg alltid hadde lib og cit fag der eg
med litt innsats fekk bra resultat. Eg van difor overraska del eg starta pa MlOO, grunnkurs i
matematikk, og for fyrste gong opplevde at matematikk var vanskeleg. Oppgaver som kunne
I.oysast ved hjelp av ein algoritme gjekk bra, menforsttiinga var det verre moo, sjelv om eg la
ned rnykje arbcid.

I staden for Ata motet frA meg vart denne oppdaginga ein inspirasjon, og eg sette meg mal om
!\ fa ei betre forstAing av dei matematiske begrepa. Prosessen eg dA gjekk gjennom er mykje
av grunnen til at eg hausten 2002 valde Astarta pA cit hovudfagsarbcid i rnatematildcdidaktikk.
Kunnskap om ulike malar a forsta matematiske begrep er vesentleg for Aleggja til rette for
undervisning i matematikk. Det ville eg arbeida vidare moo!

I arbeidet moo denne oppgava viJ eg fyrst og fremst takka rettleiarane mine. Hovudrettleiar
Ole Einar Torbldsen, fyrsleamanuensis ved Hegslrulen i Volda har gjeve gode bidrag i all frA
problemfonnulering til dr0fting av resuItat. Birettleiar Cristoph Kirfel, fyrsteamanuensis ved
Universitetet i Bergen, kom inn pa eit seinare tidspunkt og har kome med gede innspel i
dreftinga av oppgava og i den avsluttande skrivefasen.

Samtidig rnA det nemnast at denne oppgAva ikkje hadde blitt til ulan velvillige l",rarar og
elevar pA utvalde slrular. Ein stor takk til dykk!

Eit hovudfagsarbeid er til tider eit egoistisk furetak. Eg vii takka kona mi. Linda. som har
vore positiv heile vegen.

Molde 21. Mai 2006

Jon Arild J0Tgensen



SAMANDRAG

Denne oppgava handlar om elevar si grafiske forstAing av derivasjon. Mc\1et moo oppgava har
vore A. fa ei oversiIct over elevar sirt begrepsbilete i samband moo ei grafisk framstilling av
den deriverte, samt sja pA. samanhengen mellom begrepsbilete og hrysingsstrategiar i
derivasjonsoppgaver der dei skal tolka den deriverte grafisk.

Derivasjon er eit stort emne for elevar som vel Afordjupa seg i matematikk pA vidaregAande
skuJe. For a forst! den deriverte til fulle er elevane avhengig av mellom anna begrep som
funksjonar, grenseverdi, kontinuitet og stigningstal. Det er ikkje muleg AgA inn pA alle delar
av elevar si forstAing av derivasjon innafor ramma av eit hovudfagsarbeid. Eg har difar vald A
gA merare inn i elevar si grafiske forstAing av den deriverte.

Motivasjonen for Avelja ei grafisk vink.ling er at den deriverte kan tilmermast pA ein meir
intuitiv mate enn den tradisjoneUe grenseverditilmenninga, sam er vald i la:replan og mange
la:reb"ker. David Tall har forska mykje pa delle omnldet. Bakgrunnen for arbeidet hans er
Piaget og konstruktivismen. Det er ogs! teorigrunnJaget i denne oppgAva.

Vidare er den kvalitative metode nytta sam arbeidsreiskap i denne oppgAva. Bakgnmnen for
det er at dei store lcvantitative undersekingane (til dmnes TIMSS) seier meg lite am levi/or
elevar svarer scm dei gjer nAr dei leyser oppgAver. Eg har difor vald Aintervjua seks elevar
sam arbeider moo derivasjonsoppgaver og analysera desse intervjua grundig.

Resultata tyder pA at elevane bar god oversikt over den fyrstederiverte til ein funksjon. Dei
har eit tilfrOOsstillande bilete av stigninga til grafen i eit punkt, og nyttar ofte tangentar for A
visualisera dette. Dei har likevel nolere kognitive konfliktar sam gjer det vanskeleg atolka den
fyrstederiverte grafisk. Dei har ogsa problem med a visualisera den andrOOeriverte. Vidare ser
ein at elevar scm bar cit rikt begrepsbilete og mange kognitive einingar er meir fleksible nAr
dei skalleysa oppgaver.

PA bakgrunn av desse resultata kan det difor argumenterast for at det ber arbeidast roeir moo
den grafiske tolkinga av den deriverte i klasserammet. Dei grafiske framstillingane og dei
kagnitive kanfliktane eIevane IIlHter ber nyttast sam springbrett mot ei h.egare forstAing av
derivasjonsbegrepet. Det finst mange gratis, lett tilgjengelege digitale verktey sam moo fordel
kan nyttast i undervisninga. Dette kan gjerast pA ein mate sam er lite arbeidskrevjande for
la::raren, men likevel er med pA a gje elevane eit rikare begrepsbilete.
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Innleiing og problemstilling

1 INNLEIING OG PROBLEMSTILLING

1.1 Innleiing

Matematikk har i mer sagt uminnelige tider vore forska pA, bAde i teoretiske og anvendte
samanhengar. Den vitskaplege disiplinen knytt til forsking pA korleis ein underviser og lrerer
matematikk er derimot ein langt yngre disiplin. The International Commission for
Mathematics Instruction (ICMl) vart stifta pA ein internasjonal matematikkonferanse i Roma i
1908, og etter kvart har globaJe konferansar som International Congress on Mathematics
Education (lCME), medverka til at ein har fArt eit intemasjonalt fellesskap av forskarar pa
omrAdet matematikkdidaktikk. Biehler et al. (1994) definerer matematikkdidaktikk som den
vitskaplege disiplinen som er relatert til forsking og forskingsbasert utviklingsarbeid pa
korleis ein underviser og lrerer matematikk.

Dene er ein ganske vid definisjon, og eit studie i matematikkdidaktikk kan sAleis ba mange
ulike fokus. Motivasjonen bak dette studiet er A sjA nrerare pa leva forstAing elevar bar av
matematiske begrep, og korleis dette paverkar deira l.eysingsstrategiar i arbeid moo oppgAver.
Dersom ein skal seie noko om dette innafor ramma av eit hovudfagsarbeid, rna ei avgrensing
til. I denne oppgava har eg vald asjA nrerare pA elevar si forstaing av derivasjonsbegrepet.

Som mange andre matematiske begrep nyttar me derivasjonsbegrepet i kvardagen, ofte utan A
reflektera over det. Til d.0IIles kan ein medpassasjer pA biltur kommentera at Uakkurat i det me
passerte fotoOOksen keyrde me beldigvis i 50 km/t." Fart og akselerasjon er kvardagsbegrep,
men er samstundes den fyrste- og andrederiverte nAr me ser pa avstand som ein funksjon av
tid. Ogsa politikarar andrederiverar: "Det gAr nedover, men det gar ikkje sA mykje nedover
som det gjorde furre mAnad!"

Elevar vert introdusert for derivasjonsbegrepet pa grunnkurset i matematikk. i vidaregAande
skule, men derivasjon er hovudsakleg ein del av matematikkurset i VKI og VK2. Vidare
l1l0ter ein begrepet i mange samanhengar i h.0gare utdanning. Fn\ dei reine matematikkfaga pa
universitet SOlD gar n<erare inn i definisjonar, teorem og prov, til anvendte fag sam nyttar
derivasjon i ulike modelleringar. Derivasjon finn ein og i andre rea1fag som fysikk. kjemi og
biologi. Ogs! dei ekonomiske faga nyttar derivasjon i ulike samanhengar.

For Aforst! derivasjon rna ein mellom anna ba eit godt utvikla funksjonsbegrep, ein rna forst!
gjennomsnittleg og momentan vekstfart og ha god kontroll pa grenseverdiar. Det er ikkje
rnuleg Aundersekja aile delane av derivasjonsbegrepet innafor tidsramma eit hovudfagsarbeid
gjev. Eg har difor vald a fokusera pA grafisk forstAing av derivasjon. Motivasjonen bale valet
er at derivasjonsbegrepet kan tilnrennast pA ein meir intuitiv mAte enn ved den tradisjonelle
grenseverditilmenninga (Tall 1985a), og det kan auka forstamga for begrep som er viktige
grunnlag for derivasjon, men scm er opphav til kognitive vanskar hjA e1evane (til d0mes
tangent, grenseverdi og vekstfart).

Derivasjon er vidare eit drone pa eit matematisk begrep som lett kan nyttast utan at ein bar ei
djup forstAing av det. Derivasjonsreglane kan puggast og nyttast i algoritmar og ein kan
mellom anna finna botnpunkt, toppunkt og vendepunkt for ein graf berre ved hjelp av
derivasjonsreglane, utan at ein nedvendigvis forstAr kva ein har gjort. Den djupare forstAinga
har ein derimot oar ein oppfattar derivasjon som eit objekt i seg sjelv, ikkje som ein prosess.



Elevar si grafiske forsl~Jng av derivasjon - ei kvalitati" liln~nning

Ei viktig kjelde til elevar sine kunnskapar i matematikk er dei store intemasjonale
undersekingane Progranune for International Student Assassement, PISA og Third
International Mathematics and Science Study, TIMSS I. PISA-undersekinga ynskjer mellom
anna a mala skuleelevar sine kunnskapar i matematikk ved avslutta obligatorisk skulegang. I
Noreg vi] det vera elevar fra 10. klasse. Desse elevane har enno ikkje rrurtt begrepet
derivasjon. TIMBS er ei intemasjonal underseking om matematikk og naturfag i skulen, og
vert gjennomfert pA. ulike alderstrinn. I den cine gruppa er det elevar frA. siste aret pA
vidaregaande skule. Nokre av oppgavene omhandlar derivasjon, og undersekinga kao difor
seia noko om e1evar si forstAing av derivasjonsbegrepet.

Mellem anna viser det seg at 46,5 % av dei norske TI:rvlSS-deltakarane svarer feil pa oppgAva
i figur I - ei av oppgavene som omhandlar grafisk forstAing av derivasjon (Vikse, 1999).
Problemet er at kvantitative undersekingar som TIMSS ikkje seier noko om kvifor deltakarane
svarer som dei gjer. Kva framgangsmatar ligg bak oar ein deltakar til demes mei.ner at
altemativ B er det rette svaret?

Hvilken a\' pUene DedmCor bar fM&e- L •

/,(0» o. f'(I)( 0 08 f"lx) ... "'Ph. fo< .U. x1

A. 1 B. 1 c. y

D. 1

---+=-~-x

Figur 1: Oppg~ve KOS fu\ TIMMS tilleggsunders0king 1998.

Det vert difor tilnrenna umogleg a finna ut leva den enkelte de1takar tenkjer i slike store
undersekingar. Ei altemativ framgangsmAte er ein kvalitativ forskingsmetode, som er mykje
nytta i matematikkdidaktisk forsking. DA rar ein ikkje resultat som automatisk kao
generaliserast til ei stor gruppe, men ein kan ga nrerare inn i korleis eit individ ten.kjer i 11ll'1t:e
med til dmnes oppgava over. Den kvalitative metoden er vald for A gje svar pa mine
probJemstillingar.

I Den siste undersekinga vert no kalla "Trends in Inlernational Mathematics and Science Study".
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Innleiing og problemstilJing

1.2 ProblemomrAde og problemstillingar

1.2.1 ProblemomrAde

Som nemnt i innleiinga var motivasjonen bak dette studiet A sjd ruerare pa leva forstaing
elevar har av matematiske begrep og finna ut meir om korleis dette paverkor deira
leysingsstrategiar i arbeid med oppgaver.

For Aavgrensa oppgAva har eg vald a sjA merare pa begrepet derivasjon og eg har vald ei
kvalitativ tilnamning. I oppgAva har eg difor eit utva! av elevar som har fordjuping i
matematikk og sileis har gjennomgatt emnet derivasjon slik lrereplanen legg opp tiL Utvalet
bestar difor av elevar som har fullfurt 2MX.

1.2.2 Problemstillingar

Moo bakgrunn i problemomradet vert difor problernstillinga for denne hovudfagsoppgava
todelt. Eg ynskjer fyrst Asja na=re pA:

Begrepsbiletet hja eit utval elevar vidareg:1ande skule samband med ei grafisk
framstilling av den deriverte.

Tall og Vinner, 1981 definerer begrepsbiletet slik:

We shall use the term concept image to describe the total cognitive structure that is
associated with the concept. which includes all the mental pictures and associated properties
and processes.

(Tall og Vinner. 1981, s. 2)

Moo utgangspunkt i intervju og observasjon av elevar som leyser derivasjonsoppgaver i ein
grafisk kontekst. ynskjer eg Afa ei oversikt over (delar av) deira kognitive struIctur knytt til
begrepet derivasjon. Mellom anna vii eg prova asvara pA desse forskingsspmsmaIa:

Har elevane eit "funksjonelt" begrepsbilete av den deriverte i heve til den formelle
begrepsdefinisjonen. Nyttar dei eventuelt den fonnelle definisjonen?
Har elevane mange bilete i samband moo den deriverte. Har dei "rike" eller "fattige"
begrepsbi1ete?
Kan ein identifisera kognitive konfliktar i begrepsbiletet?

3



Elevar si grafiske forsu\ing av deriv3sjon - ei kvaliI8Ii\"tilmenning

Vidare ynskjer eg A:

Sji pi samanhengeo mellom begrepsbUete og loysingsstrategiar i derivasjoDsoppgAver
der ei grafisk tolking av den deriverte er fsremAlstenleg.

Med bakgrunn i resultata fnI den fyrste delen av problemstillinga vii eg sjA narrare pA om
elevane sine ulike begrepsbilete har noko A seia for korleis dei leyser eit utval grafiske
derivasjonsoppgAver. Falgjande forskingsspersmal er eit utgangspun\ct for arbeidet:

KJarer elevane atolka den deriverte grafisk, eUer vel dei andre laysingsmetodar?
Er -aet slik at eit "rilet" begrepsbilete gjer det lettare A leysa grafiske
derivasjonsoppgaver?
Kva har kognitive konfliktar Aseia for e1evane nar dei arbeider moo oppgAvene?

1.3 Oppgllva sin struktur

Eg vii no kort skildra den vidare oppbygginga av oppgAva.

I kapittel 2 vert det teoretiske grunnlaget for oppgAva presentert. Teorikapitlet gAr nrerare inn i
kva aktuell forsking seier om korleis ein tileigner seg matematiske begrep. Utgangspunktet er
kognitiv psykologi og konstruktivismen. David Tall er sentral i dette kapitlet. Han ser mellom
anna nrerare pA eit individ sin kognitive struktur knytt til eit begrep. Han innfRrrer uttryklca
begrepsbilete, begrepsdefinisjon (fall og Vinner, 1981), og kognirive eining (Barnard og Tall,
1997), 80m hjelpemiddel for A drlrlla kognitive strulcturar knytt til begrep'. Det vert ogsA
dr0fta korleis cit individ kan ha ulike forstAingar av eit begrep. I tillegg vert teori som ligg
mert Tall sine teoriar presentert.

Dei vurderingar som ligg til grunn for val av metode og dei avgrensingane som er gjort gjer
eg greie for i kapittel 3. Det vert argumentert for eit kvalitativt forskingsdesign. Sjelve
gjennomferinga av datainnsamlinga, moo skrifUeg test, observasjon og intervju vert presentert
og det vert gjeve ein gjennomgang av korleis det innsamla materialet er handsama. Til slutt
vert begrepa reliabilitet og validitet dr0fta.

Det innsamla materialet moo skriftleg test og transkripsjon av intenrju vert analysert i kapitte1
4. Utgangspunktet er dei to problemstillingane, og kapitlet er difor todelt, slik at desse vert
analysert og dr0fta kvar for seg. Det vert gjeve ei oppsununering av elevane sitt begrepsbilete,
kvar for seg og samla, f"r samanhengen mellom begrepsbilete og l0ysingsstrategiar vert
presentert som ei grafisk framstilling av tre elevar sine leysingsstrategiar.

I kapittel 5 dreftar eg resultata samla og preYer atrekkja nokre konklusjonar, samt gje nokre
mulege konsekvensar for undervisning. Til slutt kjem ei kort oppsummering av
hovudfagsarbeidet, og nokre idear Ii arbeida vidare moo vert nemnt.

2 Tall har samarbeida med andre oAr han bar utvikla desse unrykka. Til dames er begrepsbilele og
begrepsdefinisjon like knytt til Shlomo Vinner.
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Teori

2 TEORI

Det teoretiske grunnlaget for denne oppgava er basert pa konstruktivistiske heringsteoriar. Det
har samanheng moo forfattaren sitt syn pa lrering, samt at dette synet er r!dande i den
litteraturen som vert nytta i oppgava og hereplanen. Det konstruktivistiske synet har paverka
ein monaleg del av forskinga innan hering og lcerevanskar. Dette kapitlet viI ta for seg teori
som er relevant i Iwve til dette hovudfagsarbeidet.

2.1 Piaget og konstruktivismen

Kognitiv psykologi er, i motsetnad til behaviorismen, oppteken av at det ikkje berre er ytre
stimuli og responsar som er viktig i studiet av hering. Mennesket er eit aktivt og handlande
veseo. Dei ytre stimuli vert tolka pA eit sjelvstendig grunnlag gjennom iodre. oogare mentale
prosessar fer ei handling (Imsen 2001). Eit prinsipp for individet. i f",lgje kognitivistar. vert A
firma rneining og samanheng i tilvreret.

Det konstruktivistiske lreringssynet er nrert knytt til kognitiv psykologi. Utgangspunktet er at
mennesket konstruerer eigen kunnskap. Individet er med andre ord aktivt og konstruerande.
Det er ein vekselverknad rnellom paverknaden og det ein sjelv gjer med pAverknaden - ogs!
kalla interaksjonisme.

Jean Piaget (1896 - 1980) var utviklingspsykolog og konstruktivist. Arbeidet hans har halt
stor innverknad pa matematikkundervisninga i fleire land. Han har og p!verka og inspirert
andre som har lansert alternative teoriar kring kognitiv utvikling, til dmnes Ausubel. Piaget
laga ein teori for intellektueU utvikling basert pA intervju moo barn. PA bakgrunn av forskinga
si sat han opp stadium for intellektuell utvikling knytt til alder.

2.1.1 Begrep knytt tillreringsprosessen

Piaget hadde ei relativt snever tolking av begrepet lrering. Han s!g pA det som A. lagra
kunnskap W ytre paverknad. Lrering som krev forsiling kalla han utvilding (lmsen, 2001).
Det viktige var A. finna strulctur i kunnskap - korleis vert lrunnskap konstruert? Han kom til at
me tolkar den infonnasjon me tar W omverda. og dersom gamIe syn pA verda ikkje held
lenger, revurderer moo desse. Fire viktige begrep knytt til lreringsprosessen skildrar
bovudtrekka i teorien; Begrepet for indTe representasjon, skjema. Begrepa i sjelve
lreringsprosessen. assimilasjon og akkomodasjon. og motivasjon bak lreringa, ekvi/ibrium
(piaget, 1970).

Individet lagrar kunnskap i skjema. Skjerna er indre representasjonar av ytre fenomen. Skjema
vert mellom anna nytta for Ii sjA samanhenger, forsta og organisera situasjonar. Det er den
kunnskap me har om eit begrep. Av den grunn bar me mange skjema. I matematikk er det
skjema for prosessar og objekt, grafar, grenseverdiar, forhold. derivasjon osv.

I felgje Piaget har individet behov for a vera i likevelct (ekvilibrium) mod milj""t. NOr ny
kunnskap kjern i konflikt moo eksisterande, vert denne likevekta forstyrra. I ein
overgangsperiode viI individet preva Atilpassa den eksisterande kunnskapen til den nye slik at
det igjen er likevekt, men no pA eit hegare niva. Piaget skildra den intelIektuelle utviklinga i
fire stadium; del sensori-motoriske, del pre-operasjonelle, del konkrel operasjonelle. og del
jormal-operasjonelle. Fyrst pA det fonnal-operasjonelle stadiet er vitskapeleg tenking muleg
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Elevar si graflSke forsdiing av deriv3SJOn - ei kvalilati\·liln~rming

da ein ikkje lenger er avhengig av konkrete d.0Jlle, men kan gjera abstraksjonar som er
nOOvendig i store delar av matematikken.

Piaget sin teon om overgang frA eit mentalt steg til eit anna er og viktig. Her nytter ban to
begrep, assimilasjon og akkomodasjon. Assimilasjon er knytt til det a akseptera ny
informasjon. Dersom me meter eit problem, og ved bjelp av dei skjem.a ein bar tilgjengeleg
klarer a leysa probJemet, vert problemet assimilert av skjemaet. Dersom me ikkje klarer dene,
mlskjer me at skjema verta endra, akkommodert, slik at problemet kan l.0ysast.
Akkommodasjon er prosessen der individet sin kognitive struktur vert endraltilpassa og
assimilasjon utan akk.omodasjon er difor ikkje muleg. Desse overgangane gar ikkje alltid
smertefritt. Dei finer ofte til kognitive vanskar.

Piaget sin teon er omdiskutert og delar av teorien, mellom anna stadia er kritisert. Det som
likevel er grunnleggjande og som mykje anna fOISking byggjer pA er at barnet (eleven)
konstruerer sin eigen kunnskap. Ein kan ikkje, i mlgje Piaget, overf0ra kunnskap direkte fni
voksen til bam (eller lrerar til eIev).

2.1.2 Konstruksjon av matematiske strukturar - abstraksjon og begrepsmessige
heilskapar

Piaget skil mellom to typar kunnskap. Figurativ kunnskap er kurmskap som vert lagra i
minnet ulan at den (oodvendigvis) er knytt til kognitiv struktur. Pugg og fYsisk kjennskap til
objelet er d0me pA figurativ kunnskap. Operativ kunnskap er varig kunnskap som er konstrueTt
av individet sjelv. Det er kunnskap 80m er knytt til skjema basert pa korleis ein bebandlar
objekta og ikkje berre dei eigenskapane objekta sj0lv bar. Piaget kalla slik kunnskap for
tog;sk-matematisk taring (Dubinsky, 1991).

Reflekterande abslraksjon er eit begrep introdusert av Piaget for a skildra eit individ sin
konstruksjon av logisk-matematiske strukturar gjennom kognitiv utvikling. I fulgje Piaget har
reflekterande abstraksjon inga absolutt byrjing, men er tilstades allereie i det sensori­
motoriske stadiet. Det er ogsA til stades i aile andre stadium (piaget 1970).

Piaget skilde mellom Ire typar abstraksjon:

Empin'sk abstraksjon. Ein rar kwmskap direkte fra eigenskapane til eit objekt.
Pseudo-empirisk abslraksjon. Ein fir kunnskap om ein situasjon pa bakgrunn av
bandlingane ein sj.0lv utfmer pA. eit objekt.
Reflekterande abstraksjon. Subjektet er kjelda til kunnskap ved at ein dreg generelle
koordineringar av bandJingar.

Dei ulike typane abstraksjon er ikkje beilt uavbengige av kvarandre. Ein fh kunnskap direkte
frA objeleta, eller ved Autfura handlingar pA dei (ernpirisk og pseudo-ernpirisk abstraksjon).
Handlingane vert sa koordinert og det vert konstruert (nye) indre prosessar og (matematiske)
objelet (relleleterande abstraksjon). Empirisk abstraksjon kan vidare dra knnnskap direlete frA
dei nye objekta.

Reflekterande abstraksjon star for sj"lve konstruksjonen av matematiske strukturar. Piaget
rneinte at det var reflekterande abstraksjon som furte til matematisk tenking der fonnlprosess
vert separert iii innhald og prosessane sj"lv vert konverterte til objekt (hja matem.atikaren)
(Dubinsky, 1991). Reflekterande abstraksjon startar ved at ein trekkjer ut eigenskapar frl
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handlingar (mentale eHer fysiske). Deretter konstruerer ein nye kombinasjonar. Denne
konstruksjonen er svrert viktig. Det er den som furer til matematisk utvikling.

Piaget finn fire typar reflekterande abstraksjon i matematisk tenking i fulgje Dubinsky (1991):

Konstruksjon av iodre prosessar. Ein overset mange synlege handlingar til eit system
av indre operasjonar. Piaget kaIla dette jortetting!fortruleggjering (interiorization).
Akoordinera to eller fleire prosessar til ein prosess.
Generalisering. Autvida eit skjema slik at det passar fleire fenomen.
Encapsulation, eller c\ gjera ein prosess om til eit objekt. Dette er kanskje den
viktigaste og vanskelegaste konstruksjonen.
Dubinsky ser i tillegg reversering, asja pa ein prosess baklengs, som ein konstruksjon.

Den matematiske strukturen vert i fulgje Piaget lagra i skjema. Det at me konstruerer denne
strukturen, samt at konstruksjonane kan tilpassast og endrast (assimilerast og akkommoderast)
tyder pa at ein ilckje skal oppfatta skjema som noko statisk.

Dreyfus (1991) ser ogsa pa abstraksjonsprosessen og meiner at eit av dei viktigaste mala i
hegare matematisk utdanning er a tileigna seg evna til a abstrahera. NAr ein student bevisst
kan abstrahera W matematiske situasjonar er hanlho pa eit hegt niva i matematisk tenking.

Dreyfus nemner tre prosessar som viktige grunnlag for abstrahering. (Mental) representasjon,
som er dei skjema eit individ nyttar i J1li1Jte moo ulike situasjonar, matematiske eller
daglegdagse. Desse kan vera ulike frA individ til individ. T.d. kan ein person si mentale

representasjon i nwte moo derivasjonssymbolet ..!!.....- innehalda ingenting anna enn symbolet i
dx

seg sj0lv. Ein annan person kan tenkja stigningstalet til ein graf. Mentale representasjonar er
skapt pa bakgrunn av konkrete representasjonssystem. A kunna ga fra det spesielle til det
generelle, generalisera, er viktig for a seinare kunna abstrahera. Nokre generaliseringar
inkluderer eit behov for A laga nye begrep. Den trOOje prosessen Dreyfus neIJUler er
syntesebygging (synthesizing) der ein kombinererlset saman delar til eitt heile.

Abstraksjonsprosessen er nrert knytt til generalisering og syntesebygging. men A abstrahera
stiller mykje st£JITC kognitive mv. Ein kan ikkje lenger stmta seg til konk'rete situasjonar.
Dette er ein konstruktiv prosess der ein endrar fokus fui objekta til strukturen og relasjonane
mellom objekta. NAr ein student til demes skal forsta det algebraiske begrepet kropp, kan
hanlbo ikkje lenger folmsera pa tala sjelv, men rna sja pa forholdet mellom tala (Dreyfus,
1991).

Representasjon og abstrahering er i felgje Dreyfus komplementrere prosessar i motsette
retningar. Eit begrep er ofte abstrahert frA mange ulike representasjonar. men representasjonar
er alltid representasjonar av abstrakte begrep. Ein treng ofte ein konlcret representasjon for A
utfura matematiske oppgaver. Det gjev eit kognitivt hav i tillegg til det matematiske; det kan
vera lettare a tenkja matematisk dersom ein klarer c\ nytta til dmnes ein visuell representasjon.
Med andre ord er det ein komplementaritet ogsa mellom det kognitive og det matematiske
aspektet i representasjon av matematiske strukturar. Dreyfus finn moo dette fire steg i
lreringsprosessen; nytta ein enkelt representasjon (I), nytta meir eoo ein representasjon
parallelt (2), laga samanhengar mellom parallelle representasjonar (3) og integrera
representasjonar og skifta til den som til ei levar tid er mest passande (4). Dreyfus seier vidare

7



Ele\'3.r si grafiske fOTSI;\ing av derivasjon - ei kvalil31iv tilmerming

at ..... nar ein har abstrahert begrepet har ein kontrol/ over eigne represencasjonar. ein eig
begrepet..... (Dreyfus, 1991, s. 39).

Piaget si furestilling om danninga ay begrepsmessige heilskiJpar (Haeel og Kaput, 1991) er
vidare viktig for a skilja mellom form og innhald og hae yore til hjelp for andre i forsking pa
undervisning i matematikk. Liknande definisjonar er nytta, som encapsulation (Ayers, Davis,
Cobb, 1988). Greeno (1983) definerer ein begrepsmessig heilskap som eit kognitivt objekt der
det mentale systemet kan ta objektet som eit argument.

Harel og Kaput, (1991) ser pa konstruksjon av slike begrepsmessige heil'kapar ,om ein
yertikaJ yekst i kunnskap. Konstruksjon ay slike heilskapar gjey fleire forde1ar. Haeel og
Kaput (1991) nemner tre; Dei leltar arbeidsminne ved at ein ser pa heile prosessen som eit
objekt. Dei &iev betre forstaing av komplekse begrep. Til demes er ein ved derivasjon
avhengig av a sja pa delar av funksjonen (regelen, detinisjonsmengd, verdimengd) som eit
heile og nytta ein derivasjonsoperator pa funksjonen. Vidare hjelper dei til ahalda rett fokus
nAr ein skaJ l/1JYsa oppgaver. NAr ein skal 1.eysa ei oppgave er det viktig at ein kJarer a leggja
vekt pa dei delane av problemet scm er relevant for AWysa problemet. Figuren under viser eit
dIDlle pa ei enkel oppgave, men der ein rna sja den overliggande strukturen for a tiona den
enkIe leysinga:

A OUARTER-CIRCLE PROBLEM

B

A

Given a quarteraeircle OAB of radlu8 10cm. where 0 is the
centre of the circle. Find the length of XY, where OXPY

is a rectang~.

Figur 2: Finn Jengda XY (Orton 2004, s. 89).

2.2 SCard sin teori om utvikling av matematiske begrep

Anna Sfard (1991) presenterer ein teori for korleis begrepsmessige heilskapar vert konstruert.
Tennen legg vekt pa at begrep kan oppfattast pa to matar og al del er ein kvalilaliv 'kilnad i
desse begrepsfmestillingane.

Det matematiske universet bestAr av matematiske objekt. Desse objekta har visse eigenskapae
og me kan utfura prosessar pa dei ved hjelp av gjevne lovar og reglar (Sfard, 1991). Dei
matematiske objekta er derimot abstrakte og me treng ulike representasjonar for dei. Ein
funksjan kan til dmnes representerast algebraisk eller ved hjelp av ein graf. Den deriverte av
ein funksjon i eit punkt er ein grenseverdi, men kan ogsa ilIustrerast moo ein tangent.
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Sfard hevdar vidare at matematiske begrep kan oppfattast strokturelt og operasjonelI. 1 ei
operasjonell furestilling vert matematiske begrep behandla som prosessar, handlingar og
algoritmar, medan ein i ei strukturell fflrestilling behandlar det matematiske begrepet scm eit

objekt. Ei strukturell fmestilling av breken (objektet) ~ kan ein ogsa sja pa cperasjonelt scm
8

prosessen 5: 8 . Liknande begrepspar finn me i litteraturen $Om figurativ/operativ,
instrumentelllrelasjonell, prosesslprodukt, men Sfard hevdar at hennar skildring skil seg fra
dei andre ved at ho legg vekt pa at oppfattingane er komplementlEre. Det er ikkje slik at ein
nOOvendigvis oppfattar breken ovafor enten operasjonelt eller strukturelt (pA same mAte $Om
at dei matematiske objekta ofte er prosessar og objekt sarnstundes).

Generelt kjem dei operasjonelle ferestillingane fer dei strukturelle i begrepsdanninga. Til
d0ffies rna barn telja mange gonger til fem med uJike konkret fer dei kan nytta talet 5

strukturelt. PA same mate tek det tid fm derivasjonsregelen (x r )' = r.x(r-I) vert oppfatta
strukture1t. Vegen til ei strukturell forstAing er i mange samanhengar lang og for fiohe elevar
ikkje oppnae1eg (slik Piaget hevda at fiohe bam aldri korn pA eit fonnal-operasjone1t nivA i
nokre samanhengar).

Eit anna viktig poeng for Sfard er at dei matematiske begrepa historisk har yore oppfatta
operasjonelt i lange tider fer dei har tatl ein strukturell definisjon og dette har noko c\ seia for
korleis ein herer matematiske begrep. Sfard viser til den historiske utviklinga bade av
talbegrepet og funksjonsbegrepet (Sfard 1991). Figuren under viser korleis talbegrepet i fulgje
Sfard vert konstruert:

Figur 3: Konstruksjon av lalbegrepet (Sfard. 1991, s. 13).
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Danninga av begrep skildrar Sfard i tre fasar, kjeder av overgangar frA operasjonelle til
strukturelle furestillingar. Dei tre fasane vert kalla interiorization (fortettinglfortruleggjering),
condensation (sjelvstendiggjering) og reification (ringleggjering, reijikasjon). Figuren under
viser ein genereU Modell for danning av begrep:

Object C

Object C

reifi ticn

conde saUon
Object B

interio 'zation

I ObjectB I .I Processes

I I onB

rei,,,,,,,, F'
conden faoon

Object A
interiori alian

Object A 1 .1 Processes

I I onA

rome tion

conde ...tion

interio ~tion

Concrete Processes
objects on concrete objects

Figur 4: Em genereUe modell for danning av begrep (Sfard, 1991 s.22).

lnrerioriza/ion viser til rasen der ein utfurer operasjonar pi kjende begrep. Til domes arbeider
ein moo gjennomsnittleg og momentan vekstfart for ein del grafar. Grafane er kjende objekt
og ein ser nrerare pA kor fort grafen veks for eit gitt intervall og etter hart for cit gitt punkt.
Elevane vert pi denne mAteo kjend moo prosessar som leiar mot grenseverdi og
derivasjonsbegrepet. Etter kvart er ein ikkje lenger avhengig av konkrete objekt, men ein
utferer prosessen ved hjelp av mentale representasjonar.

I den neste fasen. condensation. gjer ein lengre sekvensar av operasjonar am til einingar som
er lettare A behandla. Sjelv om begrepet framleis er prosess-relatert, er det muleg A utfura
vanskelegare operasjonar pA ein tilfredsstillande mate. Det vert danna nye begrep i denne
fasen og ein er ikkje n.0dvendigvis lenger avhengig av ein besternt representasjon. Ein treng
kanskje ikkje a teikna opp tangenten med tillwyrande hjelpeliner for A. finne momentan
vekstfart. Likevel er begrepet framleis oppfatta som ein prosess.

I den siste fasen, reification. er ein ikkje lenger avhengig av em bestemt prosess. No er
begrepet fu11t utvikla. Ein ser no heile prosessen som eit objekt, ein statisk struktur. Dette er
ein enorm og plutseleg overgang, i motsetnad til interiorization og condensation~ som er
gradvise overgangar. Overgangen til reification medferer nye muligheiter til matematisk
behandling av objekta, mellom anna generelle eigenskapar, relasjonar mellom representantar
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og problemleysing. Reification er og starten pa ei ny interiorization; av begrep pA rn,gare niv!
(figur 4). Det rna og nemnast at rcification, som er eit stort sprang i forstiing, cit ontologisk
skifte (Sfard 1991), ikkje er ein lett overgang. Mange elever Idarer aIdri Afullt utvikle somme
begrep, for andre tek det svrert Ian\! tid. Hahnos (1985) fortel at han brukte 4-5 AT p~ ~

verkeleg forstA begrepet A-matriser . PA same mate kan det ta langt tid for elevar fur
derivasjonsbegrepet er tingleggjort. Ein rnA mellom anna oppfatta den deriverte sorn ein
funksjon av x, som ein lean utfura nye operasjonar pA.

2.3 Prosess og begrep samstundes - proceptual thinking

Dubinsky (1991) forrnulerer ein teon, der dei finn tre steg i innkapslinga av ein prosess til eit
objekt (Sfards tingleggjering). Ein dannar seg etter kvart furestillingar av konkrete handlingar
(action) slik at dei vert prosessar. Desse vert innkapsla som mentale objekt som seinare vert
ein del av mentaIe skjema, APOS. Dei finn difor at det er fleire mAtar Akonstruera objekt pa:

... an individual can reflect on a schema and act upon it. This results in the schema becoming
a new object. Thus we now see that there are at least two ways ofconstructing objects -from
processes andfrom schemas.

(TaU etal. 1997, s. 2)

Gray og Tall (1994), Gray et oJ (1999, 2001), Tall et oJ (1997, 200h) utvikla denne tearien
vidare og sag pA symbola si rolle i skilnaden mellom det dei kalla procedural and proceptual
thinking (Gray og Tall, 1994). Procedural thinking er karakterisert ved at ein fokuserer p~

relativt enkle manipuleringar av (matematiske) objekt representert pA ulike mAtar (symbol,
biJete, ord). Ein kan til dmnes derivera uttrykket 2x2 + 40g fa 4x ved hjelp av ein
derivasjonsalgoritme. Men den deriverte kan ogsA oppfattast som eit begrep. Her er dei pa line
med Sfard. Gray og Tail ser merare pA symbola si rolle i denne samanhengen. Til d0mes er

symbolet ~ eit uttrykk for bAde divisjonsprosessen og begrepet. PA same mAte er .!!...... eit
4 ~

uttrykk: for derivasjonsprossen og begrepet den deriverte. For aunngA AsjA pA denn.e todelinga
meUorn prosess og begrep innfurte Tall og Gray ordet procept sam ei samansmelting av dei to
furre orda. Dette kan direkte oversetjast moo ordet progrep, men i det vidare vert likevel
procept nyrta. Ogsa her er dei pA line med Sfard som legg vekt pA at begrep vert oppfatta
strukturelt og operasjonelt samstundes. Dei definerer procept slik:

An elementary procept is the amalgam of three components: a process which produces a
mathematical object, and a symbol which is used to represent either process or object.

A procept consists ofa collection ofelementary procepts which have the same object.
(Gray og Tall, 1994, s. 6)

) ).·matriser er eil begrep i hegare matematikk innan emnet kombinatorikk.
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S)11lbolet uttrykkjer saleis bAde prosessen og begrepet og kan pa den maten vera el
emdreiingsakse mellom desse:

----* process}
symbol____ . procept

--.. concept

Figur 5: Symbolet sam ei omdreiingsakse mellom prosess og begrep (Tall et ai, 200la, s. 5).

Det er difer ein fordel a sja pa eit symbol bade som prosess og begrep og a fleksibelt vera i
stand til a endra fokus frA. autfera ei algoritme til a tenkja pa eit begrep. Det er dette Tall og
Gray kallar proceptual thinking (Gray og TaU, 1994).

...It is proceptual thinking that gives great power trough the flexible, ambiguous use of
symbolism that represents the duality ofprocess and concept using the same notation.

(Gray et aI, 1994, s. 7)

Figuren viser korIeis Gray et al. ser for seg at em Ieyser problem etter utviklingsniva

Spectru m of outcomes

~-------------------»
No_hMon

«,..Iol...-
Progress

...

Figur 6: Ulike utfall i arOOd med mat.ematiske prosessar (Gray og Tall, 2001, s. 69).

Dersom em nurter eit problem som berre krey ein rutinemessig framgangsmate (procedural) er
det a leysa oppgava eUer ikkje berre skilnaden meUom dei to fyrste stega i figuren. pa
prosessniyaet kjenner ein fleire malar a komma fram til svaret. Ein vert meir fleksibeI og vel
ofte den mest effektive 10ysinga. Det mest effektiye er likeveI nAr symbola fungerer bade som
prosess og begrep.
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2.4 Begrepsbilete og begrepsdefinisjon

Tall og Vinner (I 981) nyttar nemningane begrepsbilete (concept image) og begrepsdefinisjon
(concept definition) for a synleggjera leva mile individet sin begrepsmessige struktur speIer.

Begrepsbiletet er den totale kognitive struktur som er assosiert med eit begrep. Det inkluderer
alle mentale bilete og dei eigenskapane og prosessane som er knytt til desse. Det mentale
biletet ein har i samband med eit begrep har ein bygd opp over tid, gjennom maring, og det er
cit bilete som har endra seg i mete med nye situasjonar.

Begrepet funksjon er eit dame. Det vert nytta i ulike situasjonar. mellom anna som eit
geometrisk bilete av ein graf. ein algebraisk formel eller som eit forhold mellom ein avhengig
og ein uavhengig variabel. Ofte vert det knytt symbol som j(x) til funksjonen. Ein elev
11l0ter desse ulike representasjonane i undervisninga og dei viI paverka og endra eleven sirt
begrepsbilete av begrepet funksjon. Begrepsbiletet utviklar seg og er ikkje det same heile tida.

... u/ike stimuli aktiverer uUke de/or av begrepsbi/etet, og utvik/ar det pd ein mate som ikkje
nedvendigvis er eit koherent hei/e ...

(Tall og Vinner, 1981,s. 152)

Den delen av begrepsbiletet som vert aktivert i ein girt situasjon vert kalla det
framlwlla/vekkalaktiverte begrepsbiletet (evoked concept image) (Tall og Vinner, 1981). NAr
eleven meter funksjonen f(x) = Xl + 2. og far i oppgave Afinne eventuelle nullpunkt, kan det
framkalla begrepsbiletet fera til at han/ho vel ein algebraisk framgangsmate. Eit anna
framkalla begrepsbilete kan gje ein grafisk framgangsmAte. Sjelv om Tall og Vinner nyttar
ordet framkalla begrepsbi/ete er det viktig a presisera at det ogsA kan vera framkalla
prosessar.

Begrepsdefinisjonen har ei anna rolle. Det er " ... ord som er nytta for a spesifisera eit
begrep ..... (Tall og Vinner, 1981, s. 152). Det er allsa dei orda ein person nyttar for a forklara
sitt begrepsbilete. Dersom det er ein definisjon som er aliment (matematisk) godkjend, seier
me at det er ein formell begrepsdefinisjon, i motsetnad til ein personleg. Definisjonar vert ofte
lrert gjennom pugg, andre gonger klarer ein a knytta definisjonar til det begrepsbiletet ein har.
Ein definisjon viI uansett framkalla eit begrepsbilete. Det vert kalla begrepsdefinisjonsbilete
(concept definition image) (Tall og Vinner. 1981). Det er ikkje alltid dette er riktig relatert til
andre delar av begrepsbiletet.

Begrepsbilete som tilsynelatande er i konflikt kan aktiverast i ulike situasjonar. Likevel treng
det ikkje fura til kognitiv konflikt. Berre nar ulike bilete vert aktivert samstundes er det ein
muleg konflikt eller forvirring. Difor kan ein ha syn som er i konflikt me kvarandre, men
ikkje vere klar over det fur dei vert aktiverte samstundes. I mekanikk lrerer me at krafta er
proporsjonal moo akselerasjonen. Likevel er det svrert mange elevar som trur at hafta er
proporsjonal moo fart. Eit syn som er svreTt resistent mot undervisning. Likeins finn Roper at
mange elevar trur at kraft verkar i retninga av rersla i vertikal sirkulrer rersle (Orton, 2004).
Tall og Vinner (1981) kallar delar av begrepsbiletet eller -definisjonen som kan vera i konflikt
med andre delar av begrepsbiletet eller -definisjonen for potensie//e konfliktfaktorar. Dersom
de:i vert vekka samstundes vert dei kalla kognitive konfliktfaktorar.
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Vinner rneiner at ein rna ha eit begrepsbilete for aforstA eit begrep til fulle.

... we assume that to acquire a concept means to form a concept image for it. To know by
heart a concept defenition does not guarantee understanding a/the concept ...

(Vinner, 1991, s. 69)

Difor er det ilckje nok a vita at /'(x) er grenseverdien for

forstA den deriverte til ein funksjon i eit punlet.

l1y
- nar fix gar mol null for A
tu

For A tileigna seg eit begrep er det difor ei samhandling mellom begrepsdefinisjon og
begrepsbilete over lengre tid. Definisjonen er saleis til hjelp nAr begrepsbiletet vert "forma".
Eit dame er at ein har nolere idear om korleis ein graf endrar seg nAr det er stor og hten vekst.
Seinare ser ein n~rare pa korleis stigninga er i eit punkt pa grafen og dette vert kalla

stigningslalel til langenlen og definert som j'(x}= lim J(x+tu}- J(x}. Figuren under
..... tu

viser korleis denne interaksjonen gar fere seg over tid:

I Begrepsdefinisjon 1·'--'"I Begrepsbilete

Figur 7: InteraksjOD mellom begrepsdefinisjon og begrepsbilete (Yinner-, 1991,5.70).

] undervisninga meiner Vinner derimot at lrerarar (og lrerebokforfattarar) har eit bilete av at
begrepsdanninga er "einvegskeyrd" - begrepsdefinisjonen styrer danninga av begrep. Vinner
er her pA line med fleire andre, mellom anna Tall (I 985a), Cornu (1991), og 0slerlie (2005):

II Begrepsdefinisjon 1-'I
Figur 8: Begrepsdanninga (Vi.nner, 1991, 5.71).

Begrepsbilete II
Ein framgangsmA.te for Atileigna seg cit begrep vert difor Aintrodusera begrepet voo hjelp av
definisjonen samt utfylIande dmne. Begrepsbiletet viI gradvis verta rikare.

] ffi0te moo (matematiske) problem og oppgaver viI det vera naturleg at bAde
begrepsdefinisjonen og begrepsbiletet vert "aktivert,r4. ViIUler merner at herarar har ei
oppfatting av at elevane alltid nyttar begrepsdefinisjonen fer den endelege Ieysinga vert
presentert. Ei av felgjande tre oppsett viI difor skjematisk uttrykkja leva som skjer:

.. Boksane med begrepsdefinisjon og begrepsbilele skal ikkje Oppfanasl som biologiske/fysiske delar av hjernen.

...In order to present our ideas by means ofdiagrams, assume the existence oftwo different "celis" in our
cognitive structure ... (Vinner, 1991, s. 69).
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Svar pi oppgba

Begrepsdefinisjon Begrepsbilete
1. lnteraksjon mellom

begrepsdefinisjon og
begrepsbilete

ProblemstillingfOppgive

Svar pi oppgAva

Begrepsdefinisjon Begrepsbilele 2. Fonnell deduksjon..

ProblemstillinglOppgave

3. Intuitiv ide far deduksjon..

glOppg

AAs.t varp oppg va

Begrepsdefinisjon I Begrepsbilete

------TProblemstillin Ave

Figur 9: 3 modellar for J0ysing av eit (kognitivt) problem. (Vinner. 1991, s. 70 - 72).

Me ser at her vii eleven gc\. via definisjonen fur ei l0ysing vert presentert. Dette er ikkje alltid
tilfelle. BAde Davis og Vinner (1986), Tall og Vinner (1981), Vinner (1983), Orton (2004) og
Nygaard et al. (1999) gjev deme pc\. at elevar ikkje nyttar definisjonen i mete moo cit problem.
Ei betre skjematisk framstilling er:

t Svar pi oppglva

Begrepsdefinisjon -----Begrepsbilete I

------
InfUitiv ide far deduksjon.

TProblemstillingfOppglve

Figur 10: Ein alternativ modell for Ioysing BV eit (kognitivt) problem (Vinner, 1991, s. 73).
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2.5 Kognitive einingar, kognitive reter

Eit begrep som er nrert knytt til det vekka begrepsbiletet er kognitive einingar (cognitive
units) (Barnard og Tall, 1997,2001).

A piece ofcognitive structure that can be held in the focus ofattention all at one time will be
called a cognitive unit.

(Barnard og Tall 1997, s. 1)

Kognitive einingar og (vekka) begrepsbilete er difor mykje to sider av same sak AlJe bilete
som er vekkalframkalla er n.0dvendigvis kognitive einingar sidan dei er noko som ein
fokuserer pa i eit gjeve tidspunkt. Delar av var kognitive struktur som refererer til eit bestemt
begrep er knytt til det vekka biletet. Motsett er det muleg for ulike begrep a vera reJatert til
same kognitive eiDing.

Det som er ei kognitiv eining for nokon er ikkje n.edvendigvis det for andre. Evna til a tenkja
seg og marupulera kognitive einingar er heilt n.0dvendig for matematisk tenking. Barnard og
Tall tenkjer seg to komplementrere falctorar 80m er vilctige for ein fyldig kognitiv struktur:

l) the ability to compress information to fit into cognitive units.
2) the ability to make connections between cognitive units so that relevant information

can be pulled in and out of the focus of attention at will.
(Barnard og Tall 1997, s. 1)

Ein mAte a pressa saman informasjon slik at dei passar i ei kognitiv eining er a sja pa til
dmnes eit symbol som ein prosess og objekt samstundes, det Tall kallar procept. Dersom ein
ogsa evnar a setta fleire kognitive einingar saman vert det ein rik kognitiv struktur til god
hjelp i arbeid med matematiske oppgaver. Konstruksjon av kognitive einingar er sAleis relatert
til det Harel og Kaput kalla begrepsmessige beilskapar. Mellom anna lettar kognitive einingar
arbeidsminne ved at dei "pressar samanO> informasjon. Dei gjev ogsa betre forstAing ved at
den kognitive strukturen vert styrka

Ei spesiell gruppe kognitive einingar er kognitive reter (Tall, 1989). Dei vart fyrst sett i
direkte samanheng med korleis ein legg 0PP undervisning. Tall nytta grenseverdibegrepet som
dmne. Grenseverdibegrepet er eit matematisk grunnlaglfundament (Tall 1992) som er godt
definert, men det viser seg at den formelle definisjonen av ein grenseverdi er vanskeleg a
forstA og nytta for studentar. I staden for ajobba med dei formeUe definisjonane i oppstarten
av eit tema er del i mlgje Tall (1992) betre Afinna ei tilnrenning .orn byggjer pA begrep som
bAde er kjende for studenten og kan vere grunnlag for seinare matematisk utvikling. Slike
tilnre:rrningar kallar han kognitive r01er.

... ei kognitiv rot er ulikjrd eit matematiskfundament; der det matematiskefimdamentet er eit
passande startpunkt for ei logisk utvikling hja subjektet. er ei kognitiv rot meir passande for
utviklinga av pensum ...

0'.111992, s. 497)
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Seinare gay Tall et al. (2000b) felgjande definisjon p<\ ei kognitiv rot der samanhengen moo
kognitive einingar vert tydelegare:

Ei kognitiv rot er eit begrep 80m:

(i) Er ei meiningsfull kognitiv eining av kjernekunnskap for studenten i starten av
lreringssekvensen.

(ii) Tillet b}'Ijande utvikling gjennom ein strategi der kognitiv utvikling er meir
framtredande enn kognitiv rekonstruksjon.

(iii) Inneheld muleg langvarig meining i seinare steg i utviklinga.
(iv) Er sa robust at den er nyttig sjelv nar meir sofistikert forstAing utviklar seg.

(fall et ai, 2000b)

TaU (1989) nytta lokal linearisasjon som eit deme pa ei kognitiv rot i tilnrenninga til den
deriverte. Seinare er funksjonsmaskina nytla som kognitiv rot for eit rikt begrepsbilete i
samband moo funksjonsbegrepet (Tall et al2000b, 2000c) og datamaskina sam ei stette for
maternatisk tenking og h"ring (Ta!12000a).

2.6 Vygotsky og sprak av 1. og 2. orden

Piaget la lite vekt pc\ spniket i sine teoriar. Her skil han seg frc\ den russiske
utviklingspsykologen Lev Vygotsky, som i swrre grad la vekt plt korleis individet nyttar
spriket sam ein reiskap for tanken. SprAket er salcis ein del av kunnskapsbegrepet. For
Vygotsky er cit begrep sett saman av sprAk og tanke. AUe tankar, erfaringar, haodlingar som
er knytt til begrepet vert ka!la begrepsinnhald. AIle spnlkuttrykk som, munnleg spraJc,
symbol, skrift, teikningar, kroppssprAk vert kalla begrepsuttrykk (Heines, 1998).

Vidare ski! Vygotsky mellom spr8kuttrykk som er i direlcte kontakt moo begrepsinnhaldet,
sprak av 1. orden, og sprc\kuttrykk sam ikkje er knytt til begrepsinnhaldet og difor treng
oversetjing, sprdk av 2.orden. Denne oversetjinga krev sprAk av I.orden sam
oversetjjngsledd.

I denne samanhengen er det naturleg c\ sjc\ pc\ likskapane mellom Vygotsky og TalVVinner.
Ein kan seie at alle tankar, erfaringar og handlingar sam er knytt til cit begrep
(begrepsinnhaldet) berre er ei anna formulering for ein kognitiv st:ruktur som er assasiert moo
cit begrep (begrepsbiletet). Vidare ser ein at Tall og Vinner definerer begrepsdefinisjonen som
ord ein nyttar for It spesifisera eit begrep. Desse orda kao ein sjc\ pA som cit spraJ.cuttrykk:
(begrepsuttrykk) hjA Vygotsky.

Tall er ogsc\ oppteken av c\ finna tilnrermingar til ny matematikk sam byggjer pA kjende
begrep. Desse tilnrermingane kalla han kognitive reter. Vygotsky var og oppteken av dei same
prinsippa og meinte at eleven fyrst skulle fa arbeida med sin uformelle matematikk og vinna
ny knnnskap i kjende spraJcstrnIcturar (l.ordens spraJc). NAT ein sA ska! tilfera den oye
matematikken er oversetjingsleddet viktig for It gjera 2.ordens sprc\k om til spn\k av 1. orden.
Ein ser at ei kognitiv rot pa denne maten kan vera eit oversetjingsledd.

Likevel er det viktig a skilja mellom desse framstillingane. Vygotsky fonna ein teoti for
korieis kunnskapsbegrepet utviklar seg. Tall og Vinner preyer derimot berre a synJeggjera ein
begrepsmessig stlllktur. Det er ikkje ein teori om utvikling, slik mellom anna Piaget og
Vygotsky formulerer. Men det er interessant at mange av begrepa til Vygotsky kan nyttast i
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samband moo framstillingane til Tall og Vinner. Utgangspunktet deira var Piaget sine teoriar,
som skil seg frA Vygotsky pA sentrale punkt.

2.7 Tidlegare publiserte forskingsresuItat om derivasjon

Dette avsnittet viI kort ta f.ere seg noko av forskinga som er gjort pa elevar si forstaing av
derivasjon. Det er forska mykje pa dette omradet og ein grundig gjennomgang avaIl
tilgjengeleg forsking er eit studie i seg sjelv. Dette vert difor berre ei kort gjennomgang av
hovudtrekka i noko av litteraturen pa oIllf3det, moo bovudvekt pa den grafiske forstAinga av
derivasjon.

Orton (1983) undersekte I IO studentar si forstaing av elementrer kalkulus voo hjelp av
kliniske intervju. Han nytta ein skala fri 0 - 4 i vurderingane ay svara, og gruppcrte dei etter
om e1evane hadde gjort strukturelle, vilkArlege elJer ut.evande feiL Gjennomsnittsresultata var
av svrert varierande grad alt etter oppgaye. Ein av konklusjonane pa arbeidet var at ein mate a
bctra forstAinga pa viI vera anytta grafiske hjelpemiddel i innlreringa. Han seier mellom anna
at arbeid moo grafar er av stor nytte for A. utvikla begrepet veksthastighet, og han neroner at
den grafiske kalkulatoren er eit nyttig bjelpemiddel i skulen

Tanken om at grafiske hjelpemiddel kan hjelpa elevar i innlreringa av matematiske begrep er
mykje for.;ka pA dei siste tim.. Tall og Sheath (1983) sAg at elevar hadde problem moo
grunnleggjande idear som krey relasjonell forstAing av matematiske begrep. Dei nytta rnellom
anna programma Gradient og Blancmange i undervisninga av ei gruppe b0gskulestudentar.
(Gradient teiknar stigninga til grafar, Blancmange kan teikna kontinuerlege funksjonar som
aldri er deriverbare). MAlet var Afinna ut kva pAverknad programma kunne ha pA inn1reringa
av matematiske begrep. Resultata pa grafiske oppgAver var tilfrOOsstillande og reaksjonane frA
studentane var positive.

Undersekinga er difor eit tidleg d0me pA at rett bruk av grafiske hjelpemiddel i undervisninga
kan vere positivt. Ein kan og leggja rnerke til at hjelpemidla ikkje nOOvendigvis rna vera
avanserte. SA tidJeg som i )983 var datamaskin og programvare lite utvilda, likevel feU
elevane god hjelp i den kognitive prosessen.

Fordelen med datamaskina er at elevane kan sja leva som skjer og dermed f1 ei intuitiv kjensle
av leva begrep 80m stigninga til ein graf og derivert cr, utan at ein laev forkwmskapar om
grenseverdi og tangent. Tall (1985b) nyttar datamaskina til A introdusera det han kallar ein
lokal rettlina graf som ei kognitiv rot i innlreringa (lokal linearisasjon). MAJet er at elevane
etter levart utviklar sa god forstAing at overgangen til formelle bevis gAr lettare. DA har i
tilfelle datarnaskina yore ein god "advanced organizer" (Ausubel, 2000), og ein betre
innfallsvinkel til kalkulus enn meir tradisjonell undervisning. I Tall og Blackett (1986) og Tall
(1987) vert denne undervisningsfonna pnwd ut, moo gode resultat og i England er delUle
framgangsmAten no moo i Ia:replanen (Artigue 1991).

Moo hakgrwm i svake resultat pA pmver (Mundy og Graham 1991) og mange studentar som
ikkje fullfurer kurs i grunnJeggjande matematikk, har universitet og hegskular i USA gjort
fOfSek moo grafiske hjelpemiddel i undervisninga. Dette mOOferer ei utradisjonell
matematikkundervisning og ofte total omJegging av kursa. Bruk av PC og grafiske
kalkulatorar gjennomsyrer undervisninga. Studentane rnA. sjelve skaffa seg ein grafisk
kalkulator. Datarnaskiner er lett tilgjengelege og dei nytter programvare som True Basic,
Matematica, Derive og Maple.
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Undersekingar av studenthaldningar tyder pa at dei generelt er positive til den nye
undervisninga. Etter eigne utsegn jobbar dei hardare og tar meir utbytte i form av betre
forstAing av dei matemariske begrepa. Slrulane har derimot ikkje kvantitative resultat som
viser at denne type undervisning gjev betre resultat pA prever. H0gskulen i Darthmouth gay
e1evane som hadde gjennomfert den nye modellen neyaktig den same eksamen som dei hadde
hatt tidlegare (Tucker, ]990). Dei fann ingen signifikant forskjel1, noko som viser at
undervisninga i alle h0ve ikkje har yore eydeleggjande.

Tall og Watson (2001b) unders0kte om ei undervisning som legg veld pA ei visuell/konkret
tilnrenning i arbeid med grafar, medf0rer at elevane i st0rre grad ogsA nyttar visuelle
prosessar i oppgAvel.0ysing. 1 testutvalet nytta ein lrerar ei visuell tilnrerming der ho felgde
kurva til grafen med handa, fra venstre mot begre, for a knyta visuelle og symbolske idear
samail. Dei andre lrerarane nytta ei meir tradisjonell undervisning, i stor grad basen pa ei
algebraisk tilnrenning. Det var 40 elevar i heile utvalet, 13 av desse vart undervist visuelt.

Elevane fra klassen til "den visuelle lreraren" viste st0rre fleksibilitet i maten A leysa
oppgAvene pa. Dei hadde fleire tilnrenningar til oppgAvene i og moo dei ikkje var sa avhengig
av ein fonnel for A sja korleis stigninga endra seg. Ein sterre del av dei andre elevane var
avhengig av A kunna l.3)'sa oppgavene algebraisk. Dei hadde ikkje intuitiv kunnskap om
stigninga, noko som er eit nyttig hjelpemiddel i slike oppgaver.

Denne undersekinga viser ogsA at det ikkje er nOOvendig med mykje avansert utstyr for a
endra undervisninga noko. Samstundes er eit vanleg hjeJpemiddel som lommereknaren etter
kvart blitt sa avansert at den gjev mange mulegheiter i undervisninga. 0sterlie (2005) gjorde
eit forsak moo Anytta ein symbolregnande kalkulator (kalkulator moo sAkalla CAS-teknoJogi)
i undervisninga. Han Meiner at eit godt argument for a nytte CAS i undervisninga er at dci
multiple representasjonane (grafisklalgebraisklnumerisk) kan gje fordelar i lreringsprosessen.

Kalve (2002) viser korleis dataloggar kan vera eit godt, praktisk hjelpemiddeJ til
begrepsforstAing av den deriverte. Ho nytta mellom anna ein rerslesensor og eit dataprogram
for grafiske framstillingar av ei posisjon.tid kurve og ei fart-tid kurve. Ho fann at mange av
eJevane etter dette arbeidet klarte Agje uttrykk: for den deriverte moo eigne oni, noko som kan
!yde pa ei god begrepsforstaing

Mange forskarar legg altsa veld pa at visualisering er viktig for forstAinga av matematikk., og
at pensum er for sterkt prega av ei algebraisk ti1nrenning til matemariske tema. (Tall og
Vinner 1981, Tall, 1991b; Tucker, 1990; Vinner 1989, referert i Aspinwall et al. 1997,
Eisenberg 1991). Eit argument er ofte at studentar presterer dArleg pA oppgaver som krev
grafisk/visuell forstaing.

Aspinwall et al. (1997) argumenterer derimot for at del visuelle kan eydeleggja for forstainga
i nohe tilfelle. Dei nytter begrepet ukontrollerbart bilete, som er cit hinder for ein meir
fruktbar tankegang og finn d0me pa dette i eit case-studie av ein kalkulus student.

Tim, ein kalkulus III student (bar fullfurl eit ars studium i kalkulus), fek!< ulike oppgaver som
omhandlar den deriverte. Fyrst feIck han tre oppgAver som gjekk ut p~ a finna den deriverte av
funksjonar. Desse, samt andre liknande oppgaver viste at han meistra (dei algebraiske)
reglane for derivasjon. Det vart og gjeve ei oppgave for a undersekja forstAinga av
sarnanhengen mellom den deriverte og den grafiske framstillinga til ein funksjon. Figuren
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under viser grafen som vart gjeven og Tims respons dA han fekk i oppgAve A skissera grafen
til den deriverte:

Figur II: Grafen til Xl og Tints respons (Aspinwall, 1997, s. 309).

Det viste seg i lapet av intervjua (som gjekk rere seg over fleire dagar) at Tim hadde eit
ukontrollerbart bilete av at parabelen vart brattare. Grafen til den deriverte ville difor til slutt
verta tilnrerma loddrett. Dene synet var problematisk. Intervjuaren minna han om leva grafen
til den deriverte av y = x 2 var. DA klarte han A finna ei 10}'Sing. sjalv om denne ikkje vart

heilt godteke.

Aspinwall meiner at dette er eit dmne pa eit levande bilete 80m ikkje lenger er kontrollerbart.
og det resulterer i eit mentalt bilete som gjer ting uklart i staden for A forklara. Dei
konkluderer moo at ein rnA moderera argumentet om at all forstAing vii auka moo grafiske
hje1pemiddel. Studiet deira viser korleis ukontrollerbare bilete kan vera barrierar i forstAinga
av grunnleggjande matematikk.

Idette tilfellet er det likevel ikkje I1.0dvendigvis Tim som tek feU. Dersom ein samanliknar
grafen til Xl og grafen til x·, viI ein sjA at dei er svrert like. Dersom Tim i dette tilfelle

tenk:jer seg at grafen er x·, viI svaret hans vera rimeleg. dA den deriverte av ein
fjordegradsfunksjon or ein tredjegradsfunksjon.

I samband moo dette kan ein ogsA minna om at det ikkje er sikkert at ei grafisk tilnrenning er
lettast for alle elevar. Meltom anna har Krutetskii (i Orton, 2004) gjennomfmt ein stor studie
av matematisk evne hja elevar. Studia er basert pA observasjon og samtale med e1evar.
Krutetskii sitt syn var at ..... matematiske evner er ikkje medfedd, men er eigenskapar, ti/eigna
i lepet av livet, som er basert pd preferansar. Nokre har medfedde karakteristikkar som er
ekstremt gunstige i utvikJinga av matematiske evner..... (Orton, 2004, s.114).

Krutetskii fann tre typar matematiske evner, analytisk, geometrisk og harmonisk (Aspinwall
ef al. 1997), der den analytiske ikkje nyttar visuelle liln.enningar i problernleysing.

Det er forska mykje pA korJeis kvart enkelt individ lrerer best. Mange meiner at det er gunstig
a jobba scikalla la:ringsstilbasert. Det finst mange lreringsstilmodellar. Modellen til Dunn og
Dunn tek utgangspunkt i 5 stimuli:
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Figur 12: Dunn og Dunn sin la:ringsstilsmodcll (Sverigcs Larsrilcenter).

Me ser ber at dei fysiologiske elementa tilseier at nokre elevar er visuelle av natur, mOOan
andre elevar bar andre preferansar. Eg bar vaJd a ikkje ga merare inn i denoe teorien sj"lv om
det er ein interessant innfaJlsvinkel.

2.8 Oppsummering

Dette teorikapitlet bar teke for seg noko av den forskinga som er gjort pi begrepsdanning i
matematikk.. frA eit konstruktivistisk synspunlct. Slik eg ser det gar det ei line frA Piaget sine
begrep om l~ringsprosessen(akkomodasjon og assimiJasjon) og konstruksjon av matematiske
strukturar (refIekterande abstraksjon og begrepsmessige bei1skapar) via Sfards reification til
Tall (og andre) sine idear om procedural og proceptual thinking og procepts.

Vidare er det gjeve ei innfuring i korleis ein kan skildra individet sin begrepsmessige struktur
ved hjelp av begrepsbilete og begrepsdefinisjon, begrepsinnhald og begrepsuttrykk. Nrert
knytt til begrepsbiletet er kognitive einingarlkognitive reter - fokus pi ein del av den
kognitive strukturen til bjelp i leysing av matematiske oppgaver.

Til slutt er det kort vist til noko av forskinga pi elevar si forstAing av derivasjon. Elevar slit
moo grenseverdibegrepet og det er mykje som tyder pi at den mest vanlege mAten Ii starta 0PP
undervisninga i derivasjon, med utgangspunkt i grenseverdiar, ikkje er den mest gunstige for
elevane. Ulike grafiske hjelpemiddel kan derimot vera swttande i innlceringa av
derivasjonsbegrepet.
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3METODE

Idette kapitlet ynskjer eg a gjera greie for metodiske problemstillingar og utfordringar knytt
til hovudfagsarbeidet. UJike forskingsdesign vert dmfta og det vert argumentert for ei
levalitativ tilnamning til problemstillinga. Vidare vert det gjort greie for utval, innsamling og
handsaming av data, validitet og reliabilitet.

3.1 Ulike tilnrermingar til forsking

3.1.1 Kvalitativ og kvantitativ metode

Ulike forskingsarbeid har ulike metodiske innfallsvinkJar og stiller difor ulike krav. Dei store
intemasjonale undersekingane TIMSS og PISA har eit kJart mal om a vera metOOisk gOOe. "II

is nol enough 10 be good, you musl prove that you're good!" (Kjremsli og Lie, 2003) er eit
motto for TIMSS. Difor er dei heile tida i utvikJing for a gjera resultata mest muleg palitelege.
Sjelve mottoet kan oyttast ogsa i andre forskingsarbeid, bade sma og store.

TIMSS og PISA er dmne pa forskingsarbeid som nyttar kvantitativ metOOe. Dei inneheld store
mengder data som kan teljast og ml1last. Ved hjelp av statistiske testapparat kan ein
samanlikna dei ulike landa som er med i undersekinga. Kvantitativ metode vert ogsa nytta i
mindre skala. Ein kan mellom anna tenkja seg eit levantitativt forskingsdesign for mitt
hovudfagsarbeid; Ein skriftleg test til eit stort tal (> I00) elevar. Svara kan teljast opp og
samanliknast. SaJeis finn ein leva oppgaver som er vanskelege og lette. Ein kan og fastslA moo
ein gjeven sannsynsgrad leva typar feil elevar gjer oar dei leyser oppgAver knytt til grafisk
forstiiing av derivasjon. TIMSS gjer ogs' delte (Johansen et al., 1998).

Slike deskriptive og eksperimenteUe design gjev viktige bidrag til forskinga og har
tradisjonelt sett yore dominerande. Dei seinaste tiara har derimot den halitative metoden
vunne hevd i det matematikkdidaktiske fagmiljeet. I derme oppgava har eg vald eit levalitativt
forskingsdesign. Bakgrunnen for det er at det ut frA mine problemstillingar ikkje er sjelve
svaret som er av interesse. Eg ynskjer AsjA nrecare pa tenkinga som ligg bak svaret. Da er det
lite nyttig moo cit stort tal svar pa skriftlege oppgAver.

3.2 Eit konstruktivistisk kunnskaps- og lreringssyn som grunnJag for ei
kvalitativ tilnrerming

Carr og Kemmis-typologien viser til ulike innfallsvinkJar til forsking (Merriam 1998).
Dersom ein ser pa det saksomr3.det ein studerer som noko ein kan fa objektiv kunnskap om
(r.eynda er stabil, observerbar og rnlllbar), vel ein kvantitative metodar. Dette er ein
positivistisk innfallsvinkel til forskinga. Med ein fortolkande innfallsvinkel vert saksomrAdet
oppfatta som komplekst med ei mengd ikkje-malbare prosessar (levar einskild konstruerer sin
eigen kunnskap). For a ra ny kunnskap vel ein kvalitative metodar som intervju, observasjon
og analyse av dokument.

Kvale nyttar to rnetaforar for korleis forskaren jobbar. forskaren som gruvearbcidar eller
reisande reporter (Kvale 2002). Gruvearbeidaren oppfattar verda 30m objektiv gjeven.
OppgAva er a avdekkja den eigentlege meininga. Grev ein djupt nok, finn ein gull. Ein
reisande reporter jobbar derimot ut frA at meininga ligg i ein interaksjon mellom til dmnes
intervjuaren og intervjuobjektet.
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Dette hovudfagsarbeidet er basert pA eit konstruktivistisk lrerings- og kunnskapssyn. Den som
lrerer er aktiv. Kunnskap vert konstruert, ikkje (passivt) motteke. Det er stor interesse for det
konstruktivistiske synet pa undervisning og hl:ring, og forsking framhevar kvalitative
forskingsmetodar (Lythcott og Dusch!, 1990). Likeve! kan det diskuterast kva forskarsyn eg
jobbar ut frA. Forskingsarbeidet er designa for a avdekkja delar av elevar si forstAing av
derivasjon. Eg leitar etter gull. Men eg nyttar det kvalitative forskingsintervjuet som
hovudreiskaps. Pa den maten vert eg ein slags "reisande gruvearbeidar", men det som for meg
veg tyngst er kva kunnskap eg er ute etter. Eg er ikkje ute etter kva svar e1evane gjev pa ei
oppgave, men korleis dei tenkjer nar dei layser oppgava.

Eit kvalitativt forskingsdesign er kjenneteikna av at det er forskaren sj01v som er instrumentet
for dataiIUlsamlinga og analysen. Observasjon og intervju er vanlege framgangsmatar og
forskaren er ofte ein aktiv deltakar. Ein naturleg konsekvens er at ein utferer ein eller annan
fonn for feltarbeid. Ein opPs0kjer situasjonar og sk.ildrar og tolkar det ein opplever. I analysen
prlJVer ein ofte afinna eit l1l0oster i det innsamla materialet.

Ein ser moo andre ord at den kvalitative tilnrenninga har noko a seia for alle delar av
forskingsprosessen, val av infonnantar, instrument for datainnsamling og analyse.

3.3 Etiske problemstillingar og krav til forskaren

Det finst mange etiske "kodar" og retningsliner for korleis ein skal gjennomfura eit studie.
Desse er ulike for ulike disiplinar. Ein har ogsa nasjonalelintemasjonale retningsliner og lovar
(Kvale, 2002)

I kvalitativ forsking er det viktig avurdera forskar-deltakar-relasjonen, scm ski1 seg mykje fr.\
ein eksperimentell situasjon. Der forskaren har kontroll er det fare for overgrep. I kvalitativ
forsking er det etiske dilemma knytt til bade innsamling av data, analyse og formidling av
funn.

Det er mange etiske dilemma knyn til observasjon og intervju. Ikkje minst kan det kvalitative
forskingsintervjuet by pa utfordringar. ] ein intervjusituasjon kan ein mellom anna oppleva at
infonnanten kjem med sensitiv informasjon, eller at sj0lve intervjusituasjonen vert sA
ubehageleg at infonnanten ikkje takJar han. I denne oppgava vert intervjuet nytta for a l0)'sa
matematikkoppgaver. Det er ein ganske "ufarleg" situasjon for elevane. Det kan sjelvsagt
vera ubehageleg a ikkje fa til ei oppgave mOOan intervjuaren ser pa, men elevane vert trass alt
ikkje konfrontert moo personJege meiningar, problem 0.1. Eg pr~de likevel under heile
intervjuet a leggja til rette for ei roleg atmosfrere og pressa ikkje elevane unedig nar dei var
usikre pa oppgAvene.

Det viktigaste for meg i datainnsamlinga var a sikra at infonnantane var anonyme. EJevane
noterte namna sine pA den skriftlege testen slik at eg lertare kunne ta kontakt med eventueUe
intervjuobjekt. Anonymiteten er difor silcra ved at skulen ikkje er nemnd i oppgava og namna
pa e1evane er fiktive. Dette vart elevane gjon merksam pa fer dei godtok a vera med pa
unders0kinga. Intervjua var ogsa friviljuge. Elevane hadde h0ve til a "reservera" seg mot
intervju. Det gjorde dei vOO askriva ein merknad pa den skriftlege testen.

5Kvale ser pa forskingsinlervjuet som "Inter views" - kunnskap konstruelt gjennom utveksling av synspunkt
(Kvale, 2002).
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Ogsa analysen av data kan gje etiske dilemma. I kvalitativ forsking er det forskaren sjelv som
er bovudinstrument i dataionsamlinga, og det er forskaren $Om vel korleis dei innsamla data
skal nyttast. Det er fullt muleg a (meir eller mindre rnedviten) ta med i studiet det som passar,
og utelata det som motseier forskaren. Det eksisterer ingen metode som tek vekk aBe
forskarbiasar. Sjelv om eg ikkje har noko personleg ynskje om at elevane skal ba god eHer
dArJeg grafisk forstaing av derivasjon er det ikkje tvil om at eg har pa meg briller som er farga
av den tearien eg har lest om emnet. Kanskje dette ferer til at eg tolkar data slik at det passar
med tidlegare teori?

Eit botemiddel er A skildra analysen sa godt scm rad er. Dersom cin bar data som ikkje til
fulle stetter forskaren sirt syn, ber ein inkJudera sa mykje data at lesaren kan gjera opp si eiga
meining (Merriam, 1998). Av den grunn har eg vald a ta moo delar av den transkriberte
teksten i analysen av datamaterialet. DA vert det lettare for lesaren A. vurdera om mine
slutningar er rime1ege.

3.4 Utval og innsamling av data

NAr problem og val av forskingsdesign er identifisert er det tid for avelja cit utval som gjer
ein i stand til a kasta Iys over problemsti11inga. Merriam opererer moo to typar utval,
probability sampling (sannsynsutval) og nonprobabi/ity sampling (ikkje-sannsynsutval)
(Merriam, 1998). Det siste er mest vanleg i kvalitativ forsking sidan ein ikkje rwdvendigvis
skal generalisera resultata til ein stor populasjon. Vidare treng ein eit utval som gjev den
informasjonen ein treng, eit ferema/slen/eg utval. For A. velja ut dei tilfella treng ein
utvalskriterium.

Mitt furemAIstenlege ikkje-sannsynsutvaJ vert elevar i den vidaregaande skulen. Eit
utvalskriteriwn som viI gje meg infonnasjonsrike tilfelle er at elevane har Ill0tt

derivasjonsbegrepet i Wldervisninga. Elevane rna ha kunnskapar som tilsvarer 2MX!2MY. Eit
anna kriterium var at elevane, sj01v om dei fonnelt hadde 2MXJ3MX, skulle ha eit minimum
av kunnskapar om derivasjonsbegrepet. Difar er dei svakaste elevane utelukka frA dette
forskingsarbeidet. Det er ingen tviJ om at elevar moo store vanskar i matematikk er
interessante "forskingsobjekt", men desse infonnantane er ikkje feremAlstenlege for A finna
svar pa mine problemstillingar. Dersom elevar ikkje har kunnskapar om den deriverte i det
heile, vert det meiningslaust a diskutere kvifor dei ikkje klarar a tolka den andrOOeriverte
grafisk.

3.5 Pilotundersokinga - deItakarar, skriftleg test og intervjn

Hovudfagsarbeidet er for mange studentar det fyrste mmet moo forsking. Difor er det svrert
viktig a forebu seg godt slik at ein eliminerer feil og kompenserer for manglande rutine.
Pilotunders0kinga vart gjennomf0rt for Abetra kvaliteten pa hovudfagsarbeidet ved at eg fekk
testa utval av elevar, oppgaver og intervjuform.

Den skriftlege testen vart gjennomfurt i ein 2MX-klasse pa ein vidaregaande skule,
allmermfagleg line. Det var 18 elevar moo i unders0kinga. Elevane vart delt vilkArleg i to
grupper og begge grupper hadde ein skriftleg test med 7 oppgaver. Veda dela gruppa i to fekk
eg pr0Vd ut fleire oppgaver enn om eg hadde gjeve same test til aile elevane. Oppgavene
omhandla ulike delar av derivasjonsbegrepet. Grenseverdiar, definisjonen pa den deriverte.
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tolking av grafae Oppgavene var henta W utike lrerebeker i matematikk (Erstad e/ al. 2004.
Oldervoll et 0/2001, Adams, 1999), samt TIMSS-undersekinga (Johansen et 0/., 1998).

Med bakgrunn i denn.e testen valde eg ut to intervjuobjekt. Intervjua gjekk: fere seg eit par
veker etter den skriftlege testen. Intervjuet var friviljug og hegge elevane samtykka i a vera
med. Under intervjuet fekk dei oppgaver dei ikkje hadde i testen. For a strukturera intervjuet
og f0l'ebu meg best mogleg nytta eg ein intervjuguide6

. Erfaringane frA denne
pilotundersekinga tok eg moo meg i den vidare datainnsamlinga (Derme hovudundersek.inga
vert fu\ no av kalla "datainnsamlinga").

3.6 Innsamling av data

3.6.1 DeItakarar

I pilotunder3ekinga nytla eg elevar fnl ei 2MX-klasse. Undersek.inga vart teken i
varsemesteret slik at dei kapitia som omhandla derivasjon var unnagjort. Eg kunne ikkje nylta
den same klassen i datainnsamlinga. Det tok litt tid fer eg hadde fatt kontalet moo em ny skule
som stilte klassar disponible. Datainnsamlmga vart difor gjennomfurt tidleg i haustsemesteret...
Derivasjonsbegrepet er relativt ukjend for elevar i 2. klasse tidleg i haustsemesteret. Difor
valde eg Anyrta elevar W IMX-kIassar. Da var eg sikra at elevane (fonnelt) hadde nedvendig
bakgrunnskunnskap. X-retninga vart vald av di dei har swrre vekt pa derivasjon enn Y_
retninga. Datainnsamlinga er gjort i to 3t-AX klassar pA ein vidaregAande skule. allmennfagleg
line. Det var 15 elevar i kvar klasse. Begge Idassane hadde nytta hereverket Matematikk 1M)(,
2MXog 3MX(Erstad et 0/., 2001, 2004, 2002). .

3.6.2 Skriftleg test

Ei av erfaringane frA pilotundersek.inga var at oppgAvene i den skriftlege testen ikkje var
einsretta nok for Aundersekja elevar si grafiske forstAing av derivasjon. Nokre av oppgavene
frA pilotundersekinga vart nytta vidare. men for afa eit betre utval av oppgaver tok eg ein ny
gjennomgang av larreverk. I tillegg fekk eg oppgaver fuI Cyril Martin Julie, professor ved
University of the Western Cape (UWC) og professor II ved ViE. Den nye skriftlege testen
bestod no av sju oppgAver der alle omhandla grafisk tolking av den deriverte' .

Det same oppgavesettet vart nytta i begge klassane. Elevane hadde ein dobbeltime til
disposisjon. Elevane fekk sAleis god nok tid til Apr~a pa aIle oppgAvene. Det var cit poeng at
tid ikkje skulle vera ein stressfaktor.

Det er cit poeng at mAiet moo denne skriftlege testen ikkje rwdvendigvis var a ta svar pa
forskingssp0fSIIlAla og probJemstillmgane mine. Den skriftlege testen var cit middel til Afinna
gode (furemaIsteolege) inforroantar som seinare skulle intervjuast. Testen fungerte godt til det
formA.let. Det varelevar som av ulike grunnar ikkje var gode informantar. Mellom anna var
nokre elevar sA svake at det virka vanskeleg.a seia noko om deira forstAing av ulike sider av
derivasjonsbegrepet Andre elevar derimot peika seg ut som gode intervjuobjekt. Til dmnes
var det nokre elevar scm svarte rett pA oppgAver der funksjonsuttrykket til grafen var gjeven,
medan dci fekk problem nAr berre grafen var gjeven. Det var observasjonar som var
interessante asja merare pA.

'Vedlegg7.log7.2.
7 Vedlegg 7.3.

25



Metode

3.6.3 Intervjn

Som nemnt tidlegare valde eg eit kvalitativt forskingsdesign. Merriam (1998) meiner at
kvantitativ forsking, der ein generaliserer frA mange individ ofte er lite nyttig. Mason og
Davis (1991) &iev uttrykk for at ein ikkje skal fokusera pA svara, men levifoT elevane gjer som
dei gjer Dar dei !Hyser oppgaver, medan Grouws (1992) og Kvale (2002) papeiker at intervju
er svam vilctig i forskinga.

Det ldiniske forskingsintervjuet er difor hovudmetode i datainnsamlinga sidan det for meg var
den beste mAteo a undersekja korieis elevar tenkjer nar dei arbeider moo oppgAver knytt til
grafisk forstAing av derivasjon. Val av innsamlingsmetode er ogs! knytt til
problemstillingane. Dersoro ein ynskjer Afinna ut rneir om levifor elever svarer som dei gjer
oW- dei leyser oppgAver, rnA ein vera til stades under oppgAveleysinga. Men observasjon vert
for passivt. Intervju er ein god metode sidan det medfurer ein dialog som kan kasta Iys over
problemstillingane. Vidare kan ein analysera notat og transkripsjonar grundig i etterkant av
intervjuet.

Det er vilctig A furebu seg godt for Asilaa seg at intervjua vert sA bra som muleg. Dette gjeld
kanskje i srerleg grad nw- ein er uerfaren. Eg viI no gjera greie for korleis intervjua vart
planlagt og gjennomfurt.

Graden av struktur pA intervjuet er avgjerande for leva type informasjon ein far ut av
informanten. Merriam nemner tre typar intervju. gradert etter struktur. veldig strukturerre
(standardiserte), semistnikturerre og ustrokturerre (ufonnelle), (Merriam 1998).

I dei standardiserte intervjua er spcrsm:Ua og rekkjefelgja av dei bestemt pa furehand.
Spmjeundersekingar, gallupar og marknadsundersekingar er dame pa standardiserte intervju.
Problemet roed desse intervjua er at det vert vanskeleg a ra tilgang til informanten si
verdsoppfatning. I staden tar ein reaksjonar pA forskaren si oppfatting av den same verda. I
motsett ende av skalaen har ein dei ustrukturerte intervjua. Dei er meir som ein samtaIe ,
rekoa. Intervjuaren stiller opne spersmci1 og intervjuet kan ta mange vendingar. Dersom
intervjuaren sjelv ikkje veit nok om fenomenet til a stilla gode spmsmM er dette ei god
intervjuform. Dei sem.istrukturerte intervjua er ein kombinasjon av dei to fime og vanleg i
kvalitativ forsking. Her er det ofte ei blanding av meir eUer mindre strukturerte spersmc\l. PA
den maten kan ein sikra seg at ein kjem inn pA tema som er bestemt pA furehand, samstundes
som at ein har heve til a f.elgja opp interessante utsegn frA informanten.

Intervjua i datainnsamlinga var relativt strukturerte. Elevane hryste eit sett med gjevne
derivasjonsoppgaver. Nokre oppgaver var felles for aile intervjuobjekta. I tillegg gjekk eg
merare inn pA nokre oppgaver frA den skriftlege testen. Desse oppgavene varierte moo
intervjuobjektet. Likeve1 vii eg ikkje kalla intervjua mine standardiserte. Eg var open for!
endra rekkjewlgja av oppgAver. og dersom eg gjorde interessante observasjonar i l.epet av
intervjuet vart dei felgd opp umiddelbart.. Eg vi] difor seia at intervjua i stor grad var
semistrulcturerte.

For a beta for manglande erfaring laga eg meg som nemnt ein intervjuguide for pilotintervjua
Erfaringane frA piJotintervjuet var sa positive at eg nytta omtrent same intervjuguide ogsa j

datainnsamlinga. Utvalet av oppgaver varierte Iikeve1 noke med informant. Intervjuguiden
hadde to fmernaL I tillegg til at den var ei hjelp i lwve til det a strukturera intervjuet, var den
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eit nyttig reiskap til a fuma gode intervjuspmsmc\l. Eg nytta intervjuguiden som ein mental
gjennomgang av intervjuetfer intervjuet fann stOO.

Fer kvart intervju valde eg ut kva oppgc\ver scm skulle vera moo. Eg sag for meg mulege
l.eysingar av oppgc\vene og problem som kunne dukka opp. Eg laga meg nokre hjelpespersmaJ.
80m kunne nyttast dersom eleven sat fast og eg ikkje ville gje l.eysinga direkte, eUer dersom
eleven svarte korrekt, men lite utfyllande. Eg hadde heile tida i baktankane at intervjua skulle
gje meg ook infonnasjon til c\ kasta lys over problemstillingane. Kvale nemner at spmsmAla
ein stiller i intervjuet kan evaluerast etter em tematisk og ein dynamisk dimensjon (Kvale,
2002). Den tematiske dimensjon er kanskje viktigast. Spersmc\la ein stiller skal gje meir
kunnskap om problemstillingane. Men spersmcila skal samtidig vera dynamiske ved at dei
skaper ein god samtale under intervjuet.

Difor var det viktig at eg stilte dei "gode" sporsmc\la under intervjuet. Ein skil mellom
forskingsspmsmAl og intervjuspmsmc\l og eit godt forskingssporsmM er ikkje alltid luweleg i
ein intervjusituasjon. Derimot er forskingsspersmala opphav til gode intervju5pmsmM8

. Eit
forskingsspersmAl kan i denne oppgAva vera "Er begrepsbiletet til elevane i samsvar med
begrepsdefinisjonen? ". Dette kan overferast til intervjuspersmAlet "Kan du forklara leva den
deriverte til einfUnksjon er?"

Det er ogsA viktig at 5p0rsmAla vert utforma slik at det er informanten scm introduserer nye
begrep. Det er betre A. stilla spersmAlet: "!corleis kan ein sjd pd ein graf at den deriverte er
positiv?" erm den alternative fonnuleringa "stemmer det at grafen er stigande nor den
deriverte er positiv?".

I kvantitativ forsking er det avgjerande for kvaliteten pA undersekinga at em bar eit stoTt tal
objekt med i undersek:inga. Det er ikkje tilfeUet for kvalitative forskingsintervju. Det ideeUe i
kvalitativ forsking er at ein forset med nye intervju heilt til fleire intervju ikkje gjer meir
infonnasjon. Dette rnA likevel sjAast i samanheng med den tida ein har til n\dvelde. Eg valde a
intervjua 6 av dei 30 elevane i datainnsamlinga. men grwma tekniske problem vart bene 5 av
dei moo i denne oppgA.va. Det kan benda at fleire intervju ville gjeve ny informasjon, men dei
5 intervjua gay mykje datamateriale, og arbeidet var sapass tidkrevjande at fleire intervju ville
sprengt rammene for denne oppgAva

3.7 Handsaming av data

Eit kvalitativt forskingsarbeid gjev store datamengder. Det er viktig at ein held system og
organiserer innsamla data. Dei er det lettare a klargjera for vidare analyse. Sam viktig er det at
ein finn ut korleis em ynskjer anytta intervjua.

PA. pilottesten retta eg oppgAvene og sat karakter pa svara. I ettertid sAg eg at talet rette svar pA.
testen var lite relevant for dei problemstillingane eg hadde. Den skriftlege testen var i
hovudsak. eit middel til a fiIUla furemAlstenlege informantar. Elevsvara vart difor samla og eg
tok ein grnndig gjennomgang av kvart elevsvar. Eg laga meg for kvart elevsvar ei oversikt
over interessante observasjonar og nylta desse oversiktene for a velja ut intervjuobjekt. Dette
er ein del av analysen og vert diskutert na:rare nedafor.

• I denne oppg!va lean ogsA ei oppgAve vera eit intervjuspersm!l. Oppglva er eit utgangspunkt, og maten eleven
gAr fram p! skal, pA same mAte som eit godt intervjuspersm!I, kasta Iys over problemstillingane.
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Ein minidisk mOO mikrofon vart nytta for Ata opp intervjua. Pilotintervjua viste seg a vera
nyttige, d! dei gay trening i ! nytta det tekniske utslyrel (mellom anna gl/il)'IIlde eg Ii sI! p!
miJcrofonen under det fyrste pilotintervjuet). Mikrofonen stod midt mellom intervjuar og
infonnant, men stod sa langt unna at den felck st! uforstyrra under intervjuet. Lydkvaliteten
vart sv~rt god. Det var moo fl unntak lett A heyre kva 80m vart sagt under intervjua. I
etterkant ser eg likevel at eg kunne ha betra kvaliteten pA denne delen av datainnsamlinga ved
A ogs! ha filma intervjua. I nolae tilfelle var det som vart sagt tvetydig og Dotata
ufullstendige. Da var det ei utfordring a rekonstruera elevane sine leysingsstrategiar.

Opptaka vart sa nytta 80m grunnlag for transkripsjon. Eg nytta tekstbehandlingsprogrammet
"Word" for dette arbeidet. Det 80m vart sagt av meg og informantane vart transkribert
tilmenna ordretl Av den gnmn har eg nytta skriftforma nynorsk pa meg sjelv. Derimot var
bokmAlsforma ei meir naturleg skriftform pa intervjuobjekta. Dette har lite a seia for analysen,
men det var arbeidssparande for meg A sleppa oversetjinga nynorsk til bokmAl og andre
vegen.

Transkripsjonen gjelck fere seg i to etappar. Fyrst ei "grovtranskribering". der eg gjorde tale
til tekst. Her eit d0II1e pa korleis den transkriberte teksten sag ut etter dette:

InterVjuar:

Mathias:
Intervjuar:
Mathias:
InterVjuar:

Eeeh den neste oppglva er og dl bar eg em beilt vanleg coo graf<let stAr i.1dcje noko 80m heIst
namn p1 ban det er berre em gra£
J.
Dettc er f av x dl
J.
Grafen heilt og sA skal eg be deg om Ateikne grafen til den deriverte

Den oeste etappen hadde som mAl A gjera den transkriberte teksten meir lik
intervjusituasjonen. Eg fann at ein framgangsmAte som er nytta av Streitlien (2002) passa godt
til mitt f",em!!:

I = kort pause: < 2 sek
II = lang pause > 2 sek
Overlappande tale: [
Ord moo spesielt trykk:: i kursiv
Utrop: !
SP"Iiande tonefall: ?
Aktivitet som ikkje kjem verbalt til uttrykk er skrivne i parentes.

Linenummerering vart ogsA nytta, slile at det skulle vera lettare a henta dmne fra
transkripsjonen inn i oppgAva. I tillegg la eg tuft inn i teksten slik at det heile vart meir
oversikteleg. Dmnet over sag slik ut nAr transkripsjonen var heilt ferdig:

184 Inter\juar.
185
186
187 Mathias:
188
189 InterVjuar:
190
191 Mathias:
192
193 Intervjuar:

Eech den neste oppgAva I er og IdA bar eg em heilt vanleg I em graf det stAr ikkje nom $Om

heIst namn pA han det er bene eOO [graf

[J.

[Dettc er f av x dl

J.

Grafen heilt /I og sA skat eg be deg om AI teikne grafen til den deriverte
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3.8 Analyse av data

Transkripsjonen, santan moo dei skriftJege testane er gnmn1ag for ein grundig gjennomgang
for a laga meining av data, dataanalysen. Desse meiningane er funna i studiet (Merriam,
1998). Intervjua er som sagt hovuddatakjelda, men ogsa dci skriftlege testane er nytta som
gnmnlag for aoaIysen.

Analysen startar fer sjelve datainnsamlinga voo at ein legg til rette for ei fruktbar
datainnsamJing. (Kvale, 2002). Som nemnt tidJegare vart intervju5persmaJa utarbeidd moo
tanke pa at dei skulJe gje kunnskap om problemstillingane, og er difor ein del av analysen.

Ein viktig del av planlegginga av intervjua (og ein byrjande aoaIyse av data) var
gjennomgangen av dei skriftlege testane. Eg studerte levar enk:elt prl1JVe grundig og markerte

_interessante svar og feilsvar moo tilh.eyrande kommentarar. Eit dmne illustrerer denne
prosessen:

FJgur 13: EJevsvar med kommentar.

N!r dette var gjort for aile elevsvara hadde eg cit godt utgangspunkt for A velja ut
feremAlstenlege infonnantar, og det var muleg for meg a laga ein intervjuguide for kvart
intervjuobjekt.

Bogdan og Bilden har utarbeidd ei tipuoktsliste til hjelp uoder analysen som furegAr medan
ein samlar ina data. (Bogdan og Bilden, 1992 i Merriam, 1998). Fleire av desse puokta var
relevante for meg:

Snevra inn studiet etter beste evne (grafisk forstiing av derivasjon).
Bestemma seg for kva type studie ein ynskjer (kvalitativt studie).
Laga relevante spe=A1 (problemstillingar, forskingsspe=A1 og intervjuspe=A1).
Kommentera undervegs i datainnsamlinga (m.a. vOO A notera under og umiddelbart
etter intervjua).
Preve ut idear pA informantane (m.a. lokallinearisasjon).
Utforska litteraturen (har lese teori b~e fur, uoder og etter datainosamlinga).

Likevel, analysen er i hovudsak mreteke etter at intervjua var ferdige. Den transkriberte
teksten, saman moo Dotata frA intervjua vart s~.Ieis den viktigaste kje1da for A firma svar pA
problemstillingane mine.
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Framgangsmaten eg nytta var A. ga gjennom kvart intervju i detalj. Fyrst skildra eg korleis
oppgA.vene i intervjuet vart leyst. Utdrag frA. transkripsjonen samt notat og teik:ningar gay ei
god skildring av korleis eleven hadde arbeidd. Vidare leita eg etter relevante utsegner og
framgangsmA.tar som kunne seia noko om forskingssp0TSIDMaiproblemstillingane mine. Teori
var eil sva:rt oyttig hjelpemiddel i delle arheidet (I.d. voo al eg prevde i fl ein oversikt over
eleven sitt begrepsbilete). Nh delle var gjort hadde eg rOOusert den transkriberte lekslen
kraftig. T.d. vart ei tr8Oskripsjoo pi opphavleg 16 sider til eil dokumeol pi S sider moo
relevante utdrag fn\ intervjuet, framgangsmA.tar, utsegner og eigne notat.

Dei nye dokumenta vart sa nytta til a fl ei oversikt over elevane sin kognitive struktur
(elevane sitt begrepsbilete) knytt til derivasjonsbegrepet. Metoden eg nytta var at eg gjekk
grundig gjennom eit dokument (eit "komprimert intervju") og markerte interessante
observasjonar. Vidare prl:JVde eg aoppsummera for kvart av intervjua leva forstAing eleven
badde av derivasjonsbegrepet. Nokre utsegn/observasjonar var i samsvar moo definisjonen pA
den deriverte, medan andre utsegnlobservasjonar tyda pa potensieUe konfliktar. Pa denne
mAten fekk eg ei god oversikt over det eg vel akalla eleven sitt begrepsbilete. I den same
gjennomgangen sAg eg etter kva leysingsstrategiar eleven nytta i oppgaveleysinga.

NAr dette var gjort for alle dokumenta, samanlikna eg elevane sine begrepsbilete og val av
lsysingsstrategiar. Dette vart gjort bAde for Asja om dei badde noko til feiles, 0& om det var
ein samanbeng mellom begrepsbilete og leysingsstrategiar. Delle arheidet gjorde det ogsi
mules i visualisera nlike mitar i !")'Sa den same oppgiva pi, og selja desse
leysingsmetodane i sarnanbeng moo begrepsbiletet. Dei grafiske framstilling80e er
eigenproduserte, men inspirert av Crowley og Tall (1999).

3.9 Validitet og reliabilitet

Metodekapitlet vart innleia ved Avisa til at det er ulike mAtar Atilmenna seg forsking pc\., og at
metodar ofte har samanheng moo leva lreri.ngs- og kunnskapssyn ein har. I den kvantitative
fon;kinga er det sva:rt viktig at bade resullat (og metode) er paJitelege og gyldige. Pilitelege i
den fon;tand at dersom ein gjer det same slndiet pi oytt si skal ein fl same resullal, og gyldige
vOO at studiet skat kunne nyttast i andre situasjonar. studiet skat kunna generaliserast. Begrepa
re/iabi/itet og va/iditet rna difor vurderast grundig. Som sagt skil den kvalitative forskinga seg
fn\ den kvantitative ved at den bar ei anna oppfatting av reynda. Reynda er ikkje stabil og
milbar. Difor er ogsi mila pi om forskinga er paJileleg og gyldig annleis.

Kriteriet for om eit studie er til A stola pA er annleis dersom forstAing er mMet for
undersekinga. I fagmiljea vert det difor dislrutert om ein skal utvikla alternative begrep for
validitet og reliabililet i kvalilativ fon;king (Merriam, 1995). Eg vellikevel i nytte desse vel
innarbeidde begrepa i mitt studie. I kvalilativ fon;king k80 validitet og reliabililet tilna:rmast
gjennom ane:ye vurdera om alle delar av studiet er gjennomfurt pA ein god mAte. .

3.9.1 lodre validilet

I ei soever (positivistisk) tolking av ordet validitet kan ein stina seg spersm.AIet om ein "mAler
det me trur me mAier?" Ei vidare tolking vil vera om ein metode undersekjer det den skal
undersekja eiler om resultata passar moo den verkelege verda. Innafor denne tolkinga er
kvalilativ fon;king valid, vitskapleg fon;king (Kvale, 2002).
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Eg har tidlegare problematisert at eg i nokre samanhengar opptrer som ein gruvearbeidar. Eg
bar vaId eit kvalitativt forskingsdesign pa cit emne som ofte vert tilnrerma kvantitativt. Difor
bar eg ogsA i noko grad vurdert validiteten i snever forstand. MAIet moo den skriftlege testen
og intervjuet var Aunderselcja elevar si grafiske forstaing av derivasjon. Difor nytta eg mykje
tid pA A. finna gode oppgAver sam gjorde meg i stand til a identifisera korleis elevar tenkjer nar
dci leyser derivasjonsoppgaver. Gode oppgaver gjer at eg moo stmre sannsyn mAIer del eg
trur eg mAIer.

Det er likevel det kvalitative synet pa lrering og kunnskap som er grunnlag for
forskingsdesignet. Difor rnA sparsmAlet om korleis resultata passar rned reynda, eller indre
validitet, vurderast. Den indre validiteten er som me ser avbengig av reynda Men ei av
furesetnadane i kvalitativ forsking er at reynda ikkje kan milast. Difor er samanbengen
mellom data ein finn og reynda eit upassande mal pA indre validitet.

Derimot kan ein utnytta det at forskaren er hovudinstrurnentet bade i datailU1samling og
analyse. Eg var til stades under intervjua og mine tolkingar av reynda er knytt direkte til det
eg sAg og luryrde mh elevane jobba moo oppgaver. Det er ei styrke i have til Af1 resultata frc\
ein standardisert preve.

Likevel meiner eg at det viktigaste bidraget til c\ auka den indre validiteten er at eg i st0rst
muleg grad bar prl1JVd A gjera greie for eigne fordommar, fmebandsoppfatningar og tankar,
moo andre ord eventuelle forskarbiasar.

3.9.2 Reliabilitet

I kvantitativ forsking er det viktig at ein flr det same resultatet dersom ein gjentek forsaket.
Oct er eit krav som vanskeleg let seg gjennomfura i kvalitativ forsking. Eit menneske opptrer
ikkje rwdvendigvis Iikt kvar gong det vert stilt ovafor den same oppgA.va. Gjentakingar gjev
ikkje same svar sidan det er avhengig av korleis individet oppfattar reynda. Det fann eg
konkrete dmne pA i datailU1samlinga. Elevar som svarte feil pA ei oppgAve pA den skriftlege
testen gay eit anna svar pa same oppgAva under intervjuet9

•

SjBlv om del er umogleg (i positivistisk forstand) moo reliabilitel i kvalitativ forsking betyr
ikkje det at resultata ikkje kan vera gode! Del er kanskje meir fruktbart • bytta ut begrepel
reliabe1t moo paJiteleg, og i staden stilla spmsmAIet om resultata er samsvarande moo
innsamla data. For Asikra at resultata mine er pAIitelege (reliabiliteten) har eg i sterst muleg
grad gjort greie for min eigen posisjon og skildra framgangsmAten sam er nytta i studiet.

3.9.3 Ytre validitet

Ytre validitet tek for seg spersmAIet om studiet kan nyrtast i andre situasjonar. Med eit lite
utval er det vanske1eg Ageneralisera. Ein kan seie at det i dei fleste samanhengar er lite nyttig
• generalisera til em heil populasjon fro cit lite ulval. Samstundes er del heller ikkje
f0remaIstenleg Ageneralisera frA ein star populasjon tiJ eit enkeltindivid. I kvalitativ forsking
vel ein eit lite utval nettopp grunna at ein ynskjer AforstA eit fenomen i djupna. Dei tidlegare
nemote internasjonaIe undersakingane TIMSS og PISA seier noko generelt am kor gode
mellom anna norske elevar er i matematikk, ogsA derivasjon. Men dei gar ikkje i djupna pA

9 Sjl analyse av Markus. line 377 - 464.
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elevar si grafiske forstAing av derivasjon og dei seier lite om levifor elevane svarer som dei
gjcr.

Det er ikkje sikkert at mitt utval er representativt for elevar scm tek fordjuping i matematikk
pi vidaregaande skule. Pa same mate kan ein ikkje seie at det er 53.5 %10 sjanse for at Markus
skal svare rett pa oppgive I i intervjuet, som hadde yore tilfelle dersom ein nytta TIMSS­
resultata.

Likevel ynskjer eg at andre skal kunne dra nytte av dei resultata eg kjem fram til i oppgiva.
For A auka generaliseringsmuligheitene har eg forsekt Askildra datainnsamling, analyse og
resultat sa godt at lesaren kan setja seg inn i situasjonen og eventuelt nytta resultata. Eg har
ogsA prevd a fl fram typiske hendingar som kan oyttast i andre situasjonar. t.d.
undervisningssituasjonar.

10 Viser tillanda sin prosentvise fordeling pa svaraltemativa pa oppgave K5. TIMSS.
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Resuhat. analyse og drafting p3 individplan

4 RESULTAT, ANALYSE OG DR0FTING pA INDIVIDPLAN

4.1 Innleiing

Idette kapitlet gar eg nrerare irm i intervjutranskripsjonane. Kapitlet er lagt opp slik at det
fyrst vert ein gjennomgang av kvart av dei fem intervjua. Her vert det lagt vekt paa skildra
elevane si forstAing av begrepet derivasjon, samt sja merare pa korleis dei har leyst
oppgAvene. Etter kvar gjennomgang kjem ei oppsummering av intervjuet, der eg pnwer a
samanfatta dei viktigaste "funna" i kvart intervju. Etter at dei fem intervjua er analysert pa
denne maten, vert resultata samla i ei kort oppsummering. Vidare vel eg ut tre av elevane W
intervjuanalysen. For kvar av desse vert det laga eit kart/diagram over korleis dei bar loyst to
av oppgAvene fra intervjua. Desse vert klassifisert for a sja om det er ein samanheng mellom
begrepsbilete og leysing av oppgaver.

Til hjelp i analysearbeidet nyttar eg begrepa fnI teorikapitlet. I den samanheng viI eg klargjera
korleis nokre av dci ulike begrepa vert nytta:

Moo utgangspunkt i elevane sitt arbeid moo oppgavene i intervjuet preYer eg a skildra elevane
sine begrepsbilete. PA den maten ynskjer eg Ata ei oversikt over elevane sin kognitive struktur
(begrepsbiletet). Nom bilete vi} vera i konflikt moo den matematisk korrekte framstillinga av
(delar av) derivasjonsbegrepet, medan andre bilete ikkje vii vera det. Eg nyttar ordet
"definisjon" noko lausleg i denne samanhengen. Definisjonen er "det korrekte svaret" og rna
ikkje blandast saman med "begrepsdefinisjonen". Nlr eg skriv at cit bUete er i konflikt med
definisjonen. betyr det at eleven bar ei eller anna fonn for misoppfatning og at biletet (i fonn
avei ytring, teikning. utrekning e.l.) ikkje stemmer overeins moo det som er matematisk
korrekt.

Det er ikkje muleg a "sja" eit begrepsbilete. NAT eg likevel pmver a skildra dette, tek eg som
utgangspunkt at elevutsegnene (begrepsbiletalbegrepsuttrykka) er representasjonar av delar av
det totale begrepsbiletet. Difor nyttar eg fonnuleringa aktivertlvekka/framkalla bilete am
elevane sine utsegn og leysingsstrategiar. Nokre av desse strategiane er medvetne delar av ein
kognitiv struktur og elevane reflekterer over denne. Strategiane vert sAleis dBme pa det ein
kan ka1la kognitive einingar.

Begrepa kognitiv eining og vekka bilete er vanskeleg a skilja. Aile vekka bilete er pa ein mate
kognitive einingar og kognitive einingar er ein del av begrepsbiletet. Og ulike delar av
begrepsbiletet vert vekka til ulik tid11

• Eg nyttar nemninga "vekka bilete" slik det er definert i
Tall og Vinner (1981). Den kognitive eininga er for meg "kognitivt sterkare" og er eit bilete
sam eleven ldarer a d.ra nytte av i oppgavel0ysinga.

II Noko av grunncn til at dei to begrepa er sA like er at David Tall nyttar dei pJ"imz:rt til AsnakJca om sine idear.
Tall seier pa direkt:e spersmlJ i e·post: "Your question is interesting as it relates twO concepts I haveformulated
which are related, but I have never related them myself' (e-post motteke 14112..(5).
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4.2 Analyse og drofting av intervju

I derme delen ay analysen tek eg ein grundig gjennomgang av elevintervjua. Pc\ den maten
ynskjer eg c\ fa ei oversikt over begrepsbiletet til levar elev og leva konfliktar som eventuelt
gjer seg gjeldande nAr dei lHyser oppglyene fd intervjuet. PiIotintervjuet og eitt av intervjua i
datainnsamIinga er ikkje teke moo i denne analysen gnmna at dei i liten grad skil seg fd dei
fem fulgjande intervjua

4.2.1 Intervjn med Emma

Oppgive 1: Kva grafbar aIle eigenskapane?

24 Emma:
25
26
27 Intervjuar:
28
29 Emma:
30
31 Intervjuar:
32
33 Emma:
34
35 Intervjuar.
36
37 E=
38

A.

Okei I f innsan null skal varre sterre eon null da Un det jo ikke vzre nei bvis du deriverer den I
sl blir jo deL

Det er A-en du tenker p1?

lal jeg mAjo se p1 aile mAjeg ikke det da?

[10.

[he-be-be

Det er veldig bra!

Ehm I og del at I det blir jo da I toppunktel der del er null I og I da vi] den g1 s1nn /I gj"r ban
Me det? I tror del I da tror jeg ikke det ex den i hvert fall.

y

Figur 14: Emma teiknar grafen·til f'(x).

Emma prever ateikna inn grafen til p(x). Ho meiner at den deriverte er null nAr graf A har

eit toppunkt. Ut fn\ dette teiknar ho f'(x) sam ein parabel moo toppunkt i origo. Her ser me
at det er konfliktar meUom definisjonen og bileta til Emma. Fyrst ser me at Emma meiner at
toppunktel pA grafen til den deriverte skal gA gjennom origo. Del er uklart kvifor ho meiner
del, men del kan ha samanheng moo at den opphavlege grafen f(x) er ein parabel moo cit
toppunkt. DA viI den deriverte vera null i toppunktet. Del kan tolkast som at grafen til den
derivertc har "toppunkt der det er nulf'. Vidare ser me det ein kan kalla ei biletleg tolking ay
grafen nAr Emma finn at grafen til den deriverte stig fur toppunktet og sokk etter (sidan f(x)
gjer nettopp dette). Det er i dette tilfellet eit bilete av at grafen til den deriverte rna stiga nAr
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den opphavlege grafen stig12
• Dermed ser ein at f'(x) ikkje er stmTe eon null i origo. og A

kan utelukkast. Sjl2llv om desse bileta er i konflikt moo definisjonen furer det ikkje til noko
kognitiv konflikt. Dei er likevel potensielle konfliktfaktorar.

Ho gAr no vidare til graf B der ho vel ein annan framgangsmAte:

41 Emma:
48
49 Intervjuar:
50
51 Emma:
52
53 Intervjuar:
54
55 Emma,
56
51
58 Intervjuar:
59
60 Euunx
61
62 lntervjuar:
63
64 Emma,

Slcal vi se I den gAr sinn del er en sAnD Ix i andre-funksjon.

la det er riktig DO er del B du snaklcar om ja.

la I og del er en minus Ix i andre-funksjon.

Mml ja.

Og x i andre I derive:rt er jo I to x II og I to x derivert er jo to I og bvis du andrederiverer to x I
bvis du deriverer to x f3r du to I og da kan ikke den VlEre negativ.

Nei.

Nei be-be /I og den her /I den bili minus to /I n! te.nker jeg i ett..

Det er veldig bra I berre tenk begt.

Mm og sA I pi B sA er jo det Ix i andre I og x i andre derivert er to x I sA da blir det to

Emma kjenner att graf B som i'. (Eit framkaJla begrepsbilete av at funksjonsuttrykket til
parabelen er x2

). Ho ser og tilbake pi A og kjeoner den att som - x2
• Nh funksjonsuttrykket

er kjent vert det lettare I sjl at f"(x) er negativ for aile x. Det er berre Aderivera uttrykket to
gonger. B vert difor utelukka av di den andrederiverte er positiv. Ho vurderer likevel ikkje
graf A pA nytt, sjelv om ho ved hjelp av funksjonsuttrykket kunne ha sjekka dei Ire
eigenskapane. Her dreg Emma nytte av eit begrepsbilete som ikkje er i konflikt moo
definisjonen.

NAr Emma gAr vidare til graf C preYer ho som ved graf A Ateikna grafen til J'(x). Det furer
ikkje til1eysing.

12 Intervjuar:
13
14 Euunx
15
16 Int~uar.

11
18 Emma,

19
80 Intervjuar:
81
82 Emma:
83
84
85 Intervjuar.
86
81 Emma:

I C sA fir ein eit botnpunkt for x er l.ik nuU?

la I eUer han krysser jo.

Ja

Han gAr I gjennom origo.

Gjennom origo ja.

Og sA I sIcal vi se /I her gAr ban jo sinn I der den er null det blir jo et I bunnpunkt I gj0r del ilcke
del?

BotDpunkt pa den grafen til den der:iverte?

0eja.

12 Uttrykket ''biletleg tolking" viI i denne oppgA.va vena nyna pA. denne mAteo, sj01v om uttrykket ikkje er
eintydig. Problemstillinga vert dr0fta nrerare i leap. 4.2.6 og leap. 5.
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88
89 Intervjuar:
90
91 Emma:

la.

A1tsA I den gAr Iiksom I den gar DOC I sAnn.

c. y

Figur 15: Emma teiknar grafen til f'{x}.

Emma er klar over at grafen til /'(x) viI ga gjennom origo. Det er det same framkalla

begrepsbiletet som me dg tidlegare;/'{x)=0 nar grafen til j{x)har eit toppunkt. Ho meiner

og at grafen til den deriverte vii ha eit botnpunkt der /(x) kryssar x-wen, "der den er nulf'.

Det kan sja ut som at grafen har eit vendepunkt der. I sA tilfelle stenuner det at f'{x) har cit
botnpunkt der. Ho klarer likevel ikkje Askissera grafen. Me ser al bo bar ei biletleg tolking av
grafen og difor ynskjer at grafen til den deriverte skal stigalsokka Dar den oppbavlege grafen
stig/sokk.. Denned justerer ho resten av grafen slik at den passar moo det ho bar funne (den
passar moo begrepsbileta).

Sj"lv om bo no har teikna ein grafldarer ho ikkje Adra nytte av denne. Eg ber bo difor teikna
inn nohe tangentar for a samanIikna moo eigenskapane sam var gjevne i oppgAva. DA vert C
utelukka.

99 Emma,
100
101
102
103
104
105 Intervjuar.
106
107 Emma:
108
109 Intervjuar.
llO
III
ll2 Emm'"
ll3
ll4 Intervjuar:
llS
116 Emma:
ll7
ll8 Intervjuar:
ll9
120 Intervjuar.
121
122 Intenjuar:

(Teiknar) ja tangenten gAr jo sAnn sant I da er stigningstallet pos I itivt I men I Uh I dctte var
sJcumle greier he·be-be I mm. skaJ vi se I mm.1 men del er i bvert fiill en nullpunktl dctte her
blir /I (utydeleg)

(Arbeider)

No bar du teikna inn nom tangentar.

ja.

Mm II viss du samanliknar dei tangentanc nom av eigenskapane I eeb I kao du utelulle eller
stadfesta I at du er pI. rett graf d1?

Eehm bvis vi ser p1 I at f innsatt null er sterre enn null.

01 er det den [deriverte.

[10

[sam er sterre enD nuD ja

Men I han er jo I null alckurat

Han er null akkural
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123
124 Emma: Akkurat j null! sa han er jo ikke .rtfl"e enn null!

Resultat, analyse og drofting pa individplan

Emma klarer Ateikna inn tangentar og nytta dei til a lesa av forteiknet til den deriverte. Idette
tilfellet er del Dok til auteluklc. graf C.

Den neste grafen framkallar mange bilete som kjem i konflikt moo kvarandre og gjer Emma
usikker.

136 Emma:
137
138
139
I<W lntervjuar:
141
142 Emma:
143
144 Intervjuar:
145
146 Emma,
147
148 Intervjuar:
149
150 EmJn>c
151
152 Intervjuar.
153
154
155
156 Emma:
157
158 Intervjuar:
159
160 Emma:
161
162 Intervjuar:
163
164 Emma:
165
166
167 InterVjuar:
168
169 Emma,
170
171

Ja ! og her sa er jo ! skaI vi se I <let var en s:nA1 funksjon I ehm be-be I skal vi se I her rna jo
were s!nn I toppunkt borti her da I eller noe sant I men her I toed et \It!ndepunkt her liksom? I
skaJ det forestille et vendepunlct?

Det ser ut sam eit vendepunkt I pa D?

Ja! og dene er jo den andrederiverte I scm slcal vzre toppunktet

Ja.

I hvert fall I! hvis [den

[Sa oar du ser at I eOer les at andrederiverte av x er negativ for aile [x

[og den

[kva
tenker du dA? ! Nu du sec den der eigenskapen I at andrederiverte av x er negativ for alle x I
korleis vii du finna det an pi grafen?

Det rnA jo vzre for det at ban synker.

Ja.

Og det gior banjo!

Mm.

SA 1/ (svakt) f innsan 1Iul11 er sterre eon nuO I er han del da1 I ja! I er han ikkje del? f innsatt en
er stmre eon null I den er jo der.

F inman ein skulle vera mindre [eon

[Mindre enn null ja! I ja! I slcal vi se I og der I det blir jo et toppunkt pi
den deriverte grafen 1/ for det at I den I jeg er belt ute na I jeg bar en oolelse av det I
oehm.

Det kan sjA ut som at Emma bar cit framkalJa begrepsbilete av at DAr I"(X) _er negativ fOT alle
Xl dA sell grafen heile tida. Det kan likevel henda at ho meiner at det er vendepunktet 80m

s0kk. Scinare i intervjuet er det sitat som tyder pa det (line 268 - 278). Me ser og at den
deriverte vert sett pi som positiv nAr grafen ligg over x-aksen og negativ nAr grafen ligg under
x_aksen J3. J tiUegg finn ho eit toppunkt pa den deriverte grafen. Det er usikkert leva ho meiner
moo dette, men ho nemner det i samband moo den andrederiverte i line 142. Kanskje ho er
kjend moo at nullpunktet til den andrederiverte kan vera opphav til cit toppunkt for den

Il Emma seier"f innsan null" og "C innsan en", men det vert seinare i intervjuet stadfesta at det er f'(x) det er

tale om (vedlegg 7.4.1, line 182 - 192).
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deriverte. Det er i aile h.0ve tydeleg at ho har problem med autnytta infonnasjonen ho fh frA
grafen.

Eg her ho difor om a sja pa eigenskapane ei gong til, slik ho gjorde pa graf C. Da finn ho at D
kan vera rett grafH . Ho bar to begrepsbilete scm ikkje stemmer moo definisjonen, men scm
vert nytta som gnmngjeving pa at D kan vera rell graf. (Ein kan leggja merke til at Emma pa
graf C hadde eit framkalla begrepsbilete som ikkje var i konflilct med definisjonen, og som
vart nytta til a utelnkka grafen).

PO graf E vert det nok ein gong gjort eit forsak pa a teikna grafen til f'(x). Emma finn

nullpunkta og toppunktet til f'(x) ved hjelp av hovesvis tangentar og vendepunktet til graf E.
Ved bjelp av denne grafen ser ho at dei to fyrste eigenskapane stenuner.

229 Emma:
230
231
232
233
234
235
236 Intervjuar:
237
238 Emm.o:
239
240
241 Intetvjuar.
242
243 Emma:
244
245 Inte~uar:

246
247 Emma:
248
249
250 Intetvjl.W:
251
252
254 Emm.o:

E.

Her er i hven fall' her er et vendepunkt , og , her er jo den deriverte , altsl her er jo , den ,
sAnDI!

(Arbeider)

Skal vi se I og da er jo I toppunk' disse to skal jo gA gjennom null I begge to.

mm.

(Arbeider) SI de blir s!nn , og s! blir den lilcsom , s!nn , tror jeg , fordi at , det er jo et
[vendopunkt

[Mm.

[alckurat her' og siden den stiger sA m! det vzre positivt I s! blir han s!nn

Mm.

og sA' gar den nedover sinn? 'tror eg he-he-he' jeg er ikke sikker! /I eehm' noe sAnt' kanskje
, og der er i aIle fall den st21rre enn null j null I mindre I enn null med en log

IsA dA meiner du at
den stemmer for dei to eigenskapane der i alle fall

Ja.

Figur Hi: Emma teiknar graCen til /'(x).

14 Vedlegg 7.4.1, line 113 - 205.
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Resultat, analyse og drefting pA individplan

Dei framkalla begrepsbileta gjer Emma i stand til ateikna ein graf som er nesten rett. Ho har
eit bilete av at grafen til j'(x) viI fA eit ekstremalpunkt i vendepunktet til f(x), og i dette
tilfellet viI det vera eit toppunlct sidan grafen stig i vendepunktet. Samstundes firm ho
nullpunkta ved hjelp av tangentar. Me ser likevel at hennar biletIege tolking av grafen gjer at
f'{x) vert ein tredjegradsfunksjon i staden for ein parabel. Ho er likevel ikkje lenger i
konflikt moo definisjonen nar ho finn at dei to fyrste eigenskapane stemmer.

Denne grafen vert derimot utelukka grunna den siste eigenskapen, sjalv om ho har ulike og
uldare framkalla begrepsbilete av kva det grafisk vii seie at den andrOOeriverte er negativ for
aile x.

261 Emma:
262
263
264 Intervjuar.
265
266 Emma:
267
268 InteJVjuar.
269
270 Emma:
271
272 Intervjuar.
273
27. Emma:
275
276 Inlervjuar:
277
278 Emma:

Der er den jo positiv I er han ikke det? SA da Ican del ikke were den I den er jo Me det for null
I for der er del jo vendepunkt I og det skaJ jo vaere toppunkt I og cla. er ikke den negativ.

SA det at f I nei sA d1 uteJukkar du E pA grunn av det

".
Siste punktet I og det at f andredenvert av x er negativ I for aUe x i ein graf:

Mm.

Kva erdd?

Da tenker jeg at den mA hide tiden I synke.

Grafen rnA heile ticla. sekka?

1a altsA vendepunktet kan ikke va:re I det lean Me g! oppover det rnA gi nerlover.

Emma nyttar biletet av at eit vendepunlct 80m gjev eit toppunkt pa f'{x) medfm-er at den

andrederiverte er positiv. Det stemmer at vendepunktet her gjev eit toppunkt p;1f'{x}, og dA
vii i tilfelle den andrederiverte vera null, ikkje negativ. Samstundes Meiner ho at dersom den
andrederiverte er negativ for alIe x, sA. rna grafen seIck.a heile vegen. Vidare nemner ho pA. nytt
at vendepunlctet rnA. gA. nOOover dersom den andrederiverte er negativ. Det kan sjA. ut som at ho
meiner at vendepunlctet gar nedover nar det salek fn! venstre mot hegre (pl same mlte som at
nAr den deriverte er negativ vert tangenten kalla sekkande) . Det er likevel usiIck.ert om dette
er to ulike bilete, eller om det berre er spriket som er upresist. Ho seier at "den nul hele tiden
synke" (line 274). Kanskje er det vendepunktet ho meiner rna sekke (dvs frO vens!re mot
Iwgre) heile tida, ikkje grafen. Dette vert i alle heve nytta for astadfesta at det ikkje er grafE.

Ho er no av den oppfatning at det er grafD 80m er det rette svaret. Eg her ho difor sjekka den
fyIste eigenskapen ein gong til.

355 Intervjuar:
356
357 Emma:
358
359 Intervjuar:
360
361 Emma:
362
363 lntervjuar.
364

Mm I fa AI den fyrste eigenskapen I f derivert av null skal vera sWrre eon null.

Ja.

Korleis rnA tangenten g! i null dl1

I null? I da to! den gA oppover.

Ja.
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365 Emm", Men han gh jo nedover.
366
367 lntervjuar: Ja.
368
369 Emma: Da /can <let ikke vzre den.

No utelukkar ho graf D grunna at tangenten "gar oppover'. Biletet av at den deriverte var
positiv nAr grafen lAg over x-aksen vert ikkje framkalla no, og skaper difor ikkje konflikt.

No vert graf A ag B vurdert pA nytt. Denne gangeo gAr ha fram pA ein algebraisk mAte ag tek
ulgangspunlct i at graf A ag B or -;[' ag ;r' lwvesvis.

386 Emma,
387
388 Intervjuar.
389
390 Emma
391
392 Intervjuar:
393
394 E=
395
396 Intervjuar:
397
398 E=
399
400
401
402 Intervjuar.
403
404
405 Emma:
406
407 Intervjuar:
408
409 Emma
4tO
4t1 Intc:rvjuar:
412
413 Emma:
4t4
415 Intc:rvjuar:
416
417 Emma:
418
419 Intervjuar:
420
421 Emma:
422

Hvis du sant / hvis det er minus x i andre.

Mm.

SA bili jo det / minus to x / og sA deriverer du en gang til sA bili del minus to

Mm.

Og den skulle va:ra negativ for alle verdier.

Mm.

Og da / hvis vi sier at det er den da / at den hadde gAtt helt oppi / men <let gjer han jo ilcke sA
han er minus et eUer annet pA slutten / men / sA / sA er jo han / minus to x null/ sA tar du null
inn der sA er jo han / er jo ban null/ er ban ikkje <let da1

Viss du teiknar inn / slik du gjorde her / tangentar i dei tre punkta / ikkje i dei tre punkta men i
null/ og i ein for Asjl pA dei deriverte eigenskapane.

1a sAnn her cirka er en da.

Ja!

Og her er / null/ i null sA stiger han.

Mm.

Og sA / sA ciA er jo han / positiv i null.

J..

Og / i en sA synker han.

Ja.

SA da er den under null og / f / dobbeltderivert av x / eeeh / den / vil vzre negativ / fordi / det
er en x i andre funksjon / minus x i andre funksjon / lean jeg lean jeg si det sAnn1

Graf B vert utelukka vcd aderivera funksjonsutbykket to gonger. No klarer bo Asjekka dei to
fyrste eigeoskapane moo tangeotar. VOO Anytta ein algebraisk framgangsmAte for AsjA pA den
andrederiverte slepp Emma A nytta eit bilete av den andrederiverte som i beste fall er uldart
(dmom bo meiner at den andrederiverte fortel om grafen salek, er det eit bilete som er i
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Resultat, analyse og drafting pa indivldplan

konflikt moo definisjonen). Derimot furer ikkje derivasjonsteknikken (prosessen15) til
konflikt.

OppgAve 2: Teikna graCen til den deriverte (parabel).

NAr Emma prsver atei.kna grafen teiknar ho fyrst ein graf moo terassepunkt i origo l6
.

7
X • ;h

Figur 17: Enuna teiknar grafen til f'(x).

Det som viser seg a vera mest problematisk er at grafen ho bar teikna stig sjelv om den
opphavlege grafen s.ek..k: (den deriverte er negativ). Her er det to bilete som er i konflikt.
Tangentane til grafen gjev at den deriverte er negativ. Men ho har og cit bilete som seier at dA
kan ikkje grafen til f'(x) sligo.

552 Eo1Dl-"
553
554

Men da viI han jo faktisk stige I sA <Jet virker lin ran I for jeg bar jo sagt at han er negativ her I
men han er jo negativ I er det i funJcsjons I alts! sJ.nn I er det i sJ.nn at det er minus leller er det
sJ.nn at han synker? I det er det sam er problemet

Ho set faktisk ord pA denne konfhkten sje]v. og dermOO ser me at me har eit eksempel pA ein
potensieU konfliktfaktor som vert ein kognitiv konfliktfaktor. Denne konflikten lsyser ho ved
AsjA pA leva $Om skjer dersom ein seier at funksjonen er Xl .

570 Emma:
571
572 In~
573
574 Emma,
575
576
577 lntcr\ljuar:
578
579 Eo1Dl-"
580
58t lntCf'oljuar.
582
583 Emma,
584

(arbeider) x derivert.

mm.

Og da viI jo han egentlig I skuUe han egentlig ga sam en ren strek da I gjennom origo I da mA
jeg bare viske lin.

Mm.

For det der er jo I alts! hvis du setter inn minus en I sA blir det jo minus to

Ja.

Og setter du inn null I sA tar du null I setter du inn en sA blir det I pluss to I sA det skal jo
egentlig bare g1 sAnn I jeg er ikke 51 veldig flinJc. 1 tegne rette streker da men.

IS Me hugsar at i samband med cit begrep inneheld den kognitive struktur (begrepsbiletet) ikkje berre mentale
bilete, men og prosessar og eigenskapar.
16 Emma fortalde at grafen skuJle gl gjennom origo sj"lv om ho teikna den h.0gare oppe.
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585
586 Intervjuar:
587
589 Emma:

Nei men eg slcjeDar leva du meiner.

(Arbeider) sann /I viI han g!.

Ein ser nok ein gong at derivasjonsteknikken gjer at ho er i stand til A. loyse oppgA.va, medan
det er potensielle konfliktar mellom bilete nAr oppgava skal laysast grafisk.

Oppgave 3: Teikna grafen til den deriverte (fjerdegradsfunksjon).

Det er vanskelegare a finna funksjonsuttrykket til denne grafen. Emma kjern likevel frarn til
ein graf som er nesten korrekt.

Figur 18: Emma teiknar .,.fen til f'(x).

Ho tek utgangspunkt i nullpunkta. Dei finn ho ved hjelp av tangentar. Vidare preYer ho a
skissera grafen mellom desse. Grafen stemmer ikkje mellom fyrste og andre nullpunkt og det
kan virka som at ho har eit bilete av at vendepunkt pA. graf ferer til toppunkt pA. grafen til den
deriverte. Oct viser at ho ikkje er heilt trygg pA den andrederiverte. Tidlegare har ho
argumentert for at nar grafen stig i vendepunktet mer det til eit toppunkt. Likevel fh ho to
toppun1ct i grafen til den deriverte, sjelv om den opphavlege grafen sekk i det eine
vendepunktet.

630 Emnlac
631
632
633
634
635 Intervjuar:
636
637 Emma:
638
639 Intervjuar.
64lI
641 En1nl4'
642

(Arbeider) uan.setl I og da skaJ den &1 her , og det viI den gjere ogsA her I for der er det et
bunnpunkt I sl den bar i hve:rtfall tre nullpunkter' og sA her I sA stiger I ban /I veldig kraftig her
I her bar ban ett I ett vendepuokt /I del bar han ogsA her /I (utydelig) her er jo ikkje noe
vendepunkt pi slunen her' der gAr banjo bare nedover.

Mm.

Og her gAr han oppover.

Ja.

Og I vendepunktene I till {or 10PPuokt I i den deriverte I sA da blir del toppunktet her I
(arbeider) da m! det gA I sAnn I sAnn I sinn' sAna!

I tiUegg kjern den potensielle konflikten me sag i linje 552 - 554 £ram alt. Emma bar eit bilete
av at den deriverte ikkje kan sekka nar den deriverte er positiv. Difor er ho usikker pa om ho
har teikna rell fur fyrste nullpunkt.
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670 Intervjuar.
671
672 Emma:
673
674
675 Intervjuar.
676
677 Emma:
678
679 Emm'"
680
681 Intervjuar.
682
683 Emma,

Viss du ser I pli grafen I korleis er grafen Ifer toppunktet I alts1i det sam viI vera nullpunkt [P!

[Dec
stiger han

Der stig han beile tida.

]a I sA der viiI eehh.

Den deriverte v.:ere positiv?

Der vii den deriverte vera positiv sant?

Og da kan ikke han synke her he-he-he.

Dette tek me ei lang ronde pAt 7
• og Enuna forst&- tilsynelatande at den deriverte kan SBkka

sjelv om den er positiv (eit begrepsbilete som ikkje er i konflikt moo definisjonen). No klarer
ho pA eigenhand Ateikna resten av grafen korrekt.

788 Intervjuar. Korleis er grafeD till Yd1?
789
790 Emma: Den I synker.
791
792 lntervjuar: Den sekk:jal korleis vii den deriverte vera dA.?
793
794 Emma, Da viljo den II vzre negativ.
795
796 Intervjuar: MIn.
797
798 E"""", Da skal den gA under og opp igjen da?
799
800 lntervjuar: Kan virke slik.
801
802 Emma: (Arl>eider) sAnD?
803
804 Intervjuar. MIn.
805
806 Emma: (Arbeider) og sA her stiger han I sA da skat da m! den ViCl'e over null.

Det er vanskeleg Ascia om det er biletet av at vendepunkt pa f(x) furer til toppunkt pa p(x),
eUer om det er biletet av at den deriverte ikkje kan sekka mir den deriverte er positiv som gjer
at ho skisserer galt. Kanskje er begge to moo pA Astadfesta at den fyrste skissa er rett.

Oppsummering BV intervju med Emma

Emma svarte rett pA aIle oppgAvene pi den skrifUege testen. Likevc1 viser det seg at
oppgAvene i intervjuet fell vanskeleg. Det kan virka som at dei framkalla begrepsbileta i
samband moo grafisk derivasjon ikkje er til god nok hjelp nAr ho skal 1<rysa denne type
oppgAver.

Me ser at Enuna til dels er avhengig av funksjonsuttrykket. Mellom anna kjenner ho att
parabelen som x2

• Dersom ho kan tenkja algebraisk, nytta derivasjonsprosessen vert

17 VedJegg 7.4.1, line 685 - 768.
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oppgavene Iettare. Nar ho harfunne funksjonsuttrykket er ho derimot ganske trygg. Ho klarer
difor anytta seg av informasjonen ho :far fn\ denne prosessen. Mellom anna ser ho at

(x2r= 2. Difor er den andrOOeriverte positiv for alle xi det tilfellet.

NAr ho ikkje finn funkSjODSUttrykket, prsver ho ofte a teikna grafen til den deriverte. Bilefa
topp- og vendepunkt er ofte utgangspunkt for a tei/ena gra/ar. Det er likevel to punkt som gjer
at ho har vanskar moo et skissera j'{x). For det fyrste er ho ikkje trygg nok pa begrepsbi/eta
sine. Det kan sjet ut 80m at dei ikk:je er kognitive einingar for Emma. Me kan sjet pet biletet av
at oAr grafen stig i vendepunktet, viI grafen til den deriverte ha cit toppunkt. Delle biletet er
ikkje i konflikt med definisjonen. men for Emma vert det nokre gonger berre faktakunnskap
som ho iklcje klarer et dra nytte avo Ein ser og at nokre all begrepsbileta er i konjlikt med
definisjonen. Ho veit at der f{x) har toppunkt viI den deriverte vera nulL Me finn dmne pA at
dette vert tolka sam at den deriverte har toppunlct i null (line 37 - 38).

Ei biletleg tolking all gra/en spelar ogsA inn mb' ho skal teikna grafen til den deriverte. Ho har
bilete av at ['(x) rna s"kka DAr [(x) s"kk (mellom anna figor 14 og 15), eller at nAr den
deriverte er positiv kan ikkje grafen sekka (line 681 - 683). Her ser me likevel at den biletlege
tolkinga fmer til ein kognitiv konflikt. Den biletlege tolkinga av grafen vert sc\.1eis ein kognitiv
konfliktfaktor.

Emma har kontroll pet tangentar og/orstdr kYa den (fyrste)derillerte til ein junksjon er. Ho set
inn tangentar i nOOvendige punkt og les av stigninga (til demes line 99 - 128). Ho nyttar
derimot ikkje tangentar sam eit hjelperniddel til a vurdera stigninga fur ho vert oppfordra til
det.

EIJUDa gjorde det sam nemot sterkt pA den skriftlege testen, men :far problem moo Aleysa ein
del av oppgavene i intervjuet. Ho har fA. kognitive einingar og reter. "GrafsprAket" vert ofte eit
sprAk: av 2. orden. Dersom ho lean tenkja algebraisk vert det Jettare. Fyrst og fremst ser ein at
ho bar problem moo A visualisera den andrederiverte. og at ho meiner at grafen til den
deriverte ikkje kan sekka nAr den deriverte er positiv. Samstundes ser me at det i trurte med
visse problemstillingar vert oytta cit begrepsbilete 80m stemmer moo definisjonen, medan
andre tilsvarande problemstillingar vekker eit begrepsbilete som ikkje er korre1ct. Ho bar pa
mange mAtar eit rikt begrepsbilete (kvantitativt sett, med tanke pet de framkalla begrepsbileta),
men det kan sjA ut som at ho ikkje har klart et gjera fakta om til kognitive einingar. Mellom
anna klarer ho ikkje Anytta cit grafisk bilete av den andrederiverte, eit bilete som kunne vore
eit godt hjelperniddel.

4.2.2 Intervju med Markus

Oppgave 1: Kva grafhar aUe eigenskapane?

Markus treng ein repetisjon pA leva den deriverte er18
• Etter repetisjonen finn han umiddelbart

at det er graf A sam er riktig svar.

III Marlws'
112
113 Intervjuar.
114

Den er st0m eon null/l (Tenker) det betyr aJtsA at han I eker i I null.

Mm.

I' Vedlegg 7.4.2, line I - 109.
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Il5 Markus:
116
117 Intervjuar:
118
119 Markus:

Og i x er lik null og minker i x er lik en.

MID-

Da er han er det den da?

Resultat, analyse og dmfting pa indh'1dplan

Han vel graf A grunna at den held for dei to fyrste eigenskapane, men han vurderer ikkje den
siste eigenskapen. PA oppfordring utelukkar han dei andre grafane etter tur.

E vert utelukka grunna den andrederiverte.

123 Markus:
124
125 Intervjuar:
126
127 Markus:

Men den andrederiverte der I den em jo borti her sA.

Den andTederiverte i graf E?

Den er positiv her I mellom.

Han ser at den andrederiverte er positiv pA den fyrste deleD av grafen grunna knunminga l9
.

Han har difor ei visualiseriog av den andrederiverte som kan nyttast til c\ avgjera om det er rert
graf.

Graf D og C vert utelukk.a grunna dei to fyrste eigenskapane

139 Mul<uso
140
141 Intervjuar:
142
)43 Markus:
144
145 Intervjuar.
146
147 Markus:

Ja for den her er jo I beilt bare negativ hele veien.

Mm.

BAde for null og x er Iik den.

Mm det er riktig I sA d! uteluld::er du grafD grunna?

PA grunn av at I den deriverte I av null ikke er I stslTe enn null

lSI Mul<uso Cen I der /I der er den lik null.
152
153 Intervjuar: Mm.
154
155 Mul<uso SA da kan det ikke vzre den.

Me ser at Markus nyttar eit begrepsbilete av den deriverte som stenuner med definisjonen for
Autelukka to av grafane. Vidare finn han at grafB ikkje stenuDer for nokon av eigenskapane

163 Markus:
164
165 Int=juar.
166
167 Markus:
168
169 Intervjuar.
170
171 Markus:

Ja /I her er den deriverte I mindre enn null der I og S10rre eon null dec.

MID-

Ja I og sl er den andrederiverte I den er positiv.

10.

SI da ml det va=re A

19 VedJegg 7.4.2. line 54 - 57.

45



ElevaT si grafiske forstAing av deri ....asjon - ei kvalitativ Iiln~nning

Ingen av dei framkalla begrepsbileta er i konflikt med begrepsdefinisjonen. Markus bar
kontroll over den deriverte og den andrederiverte og nyttar umiddelbart den/dei
eigenskapan(e) som utelukkar eller stadfestar grafar.

Oppgllve 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel).

Markus teiknar wniddelbart korrekt graf:

195 Markus:
196
197
198 Intervjuar.
199
200 Marl<us:
201
202
203 Intcrvjuar.
204
205 Markus::
206
207
208 Intervjuar:
209
210 Marlru$:

(Arbeider) Nullpunkt def i aile fall sA da I det er et toppunlct I nei I det er et bunnpunkt pA
grafen till fay x I Dei! den deriverte I av fay x.

SA i x er lik null sA vii han ha cit null I vii den deriverte ha cit nullpunkt I Dei eit [botnpunkt.

[Et bunnpun1a
a I og sA minker han I fram. til null I og em etterpl.

Mm.

(Arbeider) men jeg er ikke belt sildc:er pA bvordan den ser ut i hvert fall I men /I det skal~
negativ I foran I sa cia blir det noe sant et eller annet.

la ban cr Degativ fer null og sA?

Og sA. er han positiv etter I null

Del kan sjll ut som at Markus rotar litt med om del er botnpunkt pi grafen eller pi grafen til
den deriverte. men dette vert oppldara litt seinare i intervjuefO. Ein legg rnerke til at Markus
ikkje leyser denne oppgava ved i dra nytte av at grafen er ein parabel (og at del er lett i finna
funksjonsuttrykket). Etter eige utsegn er det like lett Afinna grafen til den deriverte sjelv om
ein ikkje har funksjonsuttrykket. Det tyder pa at Markus har fleire begrepsbilete sorn han
effektivt kan nytta og at han nyttar det biletet som til einkvar tid er passande.

244 Marlru$:
245
246 Intcrvjuar:
247
248 Marlru$:
249
250 Intervjuar:
251
252
253 Markus:
254
255 lntcrvjuar:

Det er CD s3nn x i andre

la.

Parabelfunksjon.

SA viss det hadde yore I ein / viss det hadde stAtt ein funksjonsverdi der sA hadde oppglva
yore? I korleis hadde oppgAva yore dA? Ilettare eUer vanskelegare?

Nei at det trer jeg ikke badde.

Det var {like.

20 Vedlegg 7.4.2,line212-232.
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256
257 Marlrus, [Spiller ingen roUe egentlig.

Resultat, analyse og drafting pa individplan

Oppgive 3: Teikna grafen til den deriverte (fjerdegradsfunksjon).

Markus teikna ogsi her korrekt graf.

Flgur 20: Marlrus ",ijaw- grafen til f'(.).

Han finn nullpunlcta, les av stigninga til grafen i intervalla mellom nullpunkta, og teiknar opp
grafen21

.

Oppgive 4: Oppgive 7 pi preven

Markus svarte feil pi to av spemnilla pi denne oppgiva pi den skriftlege testen. No er han
derimot ildcje i tvil og svarer korrekt utan Ansla.

377 Intervjuar:
378
379
380
381
382 Markus:
383
384 Intervjuar:
385
386 Marlrus:

417 Intervjuar:
418
419
420 Marlrus:
421
422 Intervjuar:
423
424 Marlrus:
425
426 Intervjuar:
427
428 Markus:
429
430 Intervjuar:
431

K.ikke litt p! I den I siste oppg!va og I den skulle vera mcd for ! vera litt I vanskeleg I sA p!
figureD. her som sagt sA er det den deri'llerte som er vist I og at den funksjonen den boyrer til det
er I viser salet av ei ny mattebok dei fyrste Ara I d! sper eg fyrst a I leva viser I grafen til den
deriverte her?

Mm. den viser hvor mye det I om endringer i salgeL

Mm.

Om de seiger mer eller miDdre enn I ja.

1a I sA ¥iss me dA I tat me lean gl vidare det er muleg at du svarte pi dei men b I kva Ar er salet
pi topp?

Det er i Ar fem..

Og det pi grunn av at?

At da bar det et toppunkt grafen til f av x I siden (da

0'·

[den deriver1e CT null.

Mm I eelun oppglve c dl oAr auker salet mest?

11 Ved1egg 7.4.2, line 264 - 311.
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432 Markus:

451 Intervjuar:
452
453
454
455 Marlrus,
456
457 Intervjuar:
458
459 Marlrus,
460
461 Intervjuar:
462
463
464 Marlrus,

Det tn.A ~re pi tre det da.

At det p1 tre I det er beilt ren og I og viss me sec pi I gJafen til den deriverte I altsi nar aukar
saJet mest? I viss du halide han den opphavlege grafen I korleis ville I kurva sen ut der salet
aub mest?

Da ville da ha I krummet I krummet ganske masse.

Ho ville Yore brattast.

Mm.

Og nlr I grafen er brattast I korleis er den deriverte altsa viss du teoker viss du reknar ut
stigningstalet i eit punJct? I korleis vii den vera d3. viss kurva er veldig bratt?

Da vil det vzre et hoyt stigningstal

Markus har eit tilfredsstillande bilete av kva den deriverte viser, han nyttar eit bilete av at
f(x) bar toppunkt no,. f'(x) er null, og finn at salet difor er pA topp i 0,. fern. Vidare veit ban

korJeis f(x) ser ut der salet aukar mest. End! eit begrepsbilete SOID gjer at han kan lsysa
oppgAvene grafisk. Eg pr0Ver difor A utfordra han moo ei oppgAve om den formelle
definisjonen.

Oppglive 5: Def"misjonen til den deriverte

475 Intervjuar:
476
477
478 Markus:
479
480 Intervjuar:
481
482 Marlrus,
483
484 Intervjuar:
485
486 Marl=,
487
488 Intcnojuar:
489
490 Markus:
491
492 Intervjuar:
493
494 Marl=,
495
496 lntervjuar:
497
498
499
500 Markus:
501

Eehm" sat og hute pi I skal me sjAI viss eg tek eit ark" hugsar du II viss du skal forldara meg
I definisjonen pA den deriverte.

0eja I den I den sam bar en belt syk fonnel med masse xer og delta og sinn?

Mm I sa du koplar det til em fonnel?

Ja.

1a I den er littl hugsar du den slik i hovudet?

Nei.

K.larer du Aforklan: del pA nomn annan mAte?

Jass.

Viss eg ber deg teikne em grafog visa det til meg.

Det er I jeg bar l2:rt et eUer annet der ja

(Arbeider) no berre teiknar eg dette er berre ein heilt slik vilkarleg I graf d3. I 00bm I
definisjonen pA den I deriverte I i eit punkt pA den grafen I leva det vii vera? I viss du ikkje I
tenker I slik formel dA.

Del er vel bvor mye den I eUer hvor mye den forandre seg I han stiger I sa det er tangenten till
grafen i det punktet I for eksempel der sA er det der er den deriverte.

Me ser at Markus ikkje har memorert definisjonen til den deriverte. men han klarer a gje
uttrykk for kva den er pa em meir ufonnell mate. Ein kan seie at den personlege

48



Re$ultat, analyse og drofting pA individplan

begrepsdefinisjonen ikkje er den same som den formene, men Markus sin personlege
begrepsdefinisjon er likevel ikkje i konflikt med den formelle.

At Markus er trygg pil tangentar og den deriverte vert stadfesta nar han fiIr spmsmill om loka!
linearisasjon.

507
508
509
510
511 Markus:
512
513 Interxjuar:
514
515 Markus:

gAr I DO teiknar eg sinn cub x i andre dA I var lin bran sikkert og sA viss du tenkjer deg at eg
tek eit utsnitt der I sant? I og sA forstmrar eg det opp I kanskje tusen googer I slik at du fir same
ruta opp og forstertaI tusen gonger I klarer du Atenke deg korleis grafen viI I sjA ut?

la han vil m\ velV~ I bortimot ren nesten I vet ikke jeg I (arbeider) noe sAnn?

Mm I sA vii det vera ei Ten line alts!?

la bortimot.

L

Figur 21: Markus teiknar lokallinearisasjon..

Det badde vore nyttig med nohe oppfulgingsspersmaJ. om dette, men det vart diverre ikkje
gAtt nrerare inn pA i intervjuet. Svaret er i alle fall korrekt og kan tyde pA at lokallinearisering
kan vera ei kognitiv rot.

Oppsummering BV intervju med Markus

Intervjuet tydar pil at grafar og grafisk derivasjon er eit spriIk av 1. orden for Markus. 1 nwte
med oppgAvene finn han raskt nOOvendig informasjon i grafane. Dei begrepsbileta som vert
vekka i mBte med oppgAvene leier Markus til det korrekte svaret.

Markus vel grafiske leysingar og er pil den milten iklcje avhengig av funksjonsuttrykker..
Mellom anna ser me at han i oppgAve I nyttar dei to fyrste eigenskapane til Autelukka tre av
grafane. og den siste eigenskapen til Autelukka den siste. NAr han skal teikna den deriverte til
ein parabel teiknar ban ei rett line utan A leita etter funksjonsuttrykket. Grafspraket er
tydelegvis eit sprn: ay I. orden. Han har saIeis gode visuel/e bi/ete /xide av den fyrste og den
andrederiverte. Desse bileta er ikkje i konflikt moo definisjonen. Dei er helIer ikkje berre
faktakunnskap men kognitive einingar/reter. Han har samstundes oversikt over eigenskapane
til den fyrste- og andrederiverte til ein funksjon. Mellom anna veit han at nAr grafen til den
deriverte har eit toppunkt, er r(x) lik nun og f(x) har brattast stigning. Sjelv om han ikkje
kan reprodusera den formelle definisjonen til den deriverte (grenseverdien), har han cit
personleg bilete ay den som ikkje er i konflikt moo definisjonen. Han bar ei god forstAing ay
leva den deriverte er, og det er viktigare eon Apugga formlar.
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Det som likevel er mest pMallande er at Markus er svan trygg nar han lqyser oppgavene.
Han vel (gr.fiske) leysingar som er effektive og han nyttar tilsynel.tande ikkje begrepsbilete
som er i konflikt moo definisjonen. Han har eit rikJ og kompakt nettverk av kognitive einingar
og kan difor effektivt leysa dei oppgavene han meter.

4.2.3 Intervju moo Andre.s

OppgAve 1: lev. gr.Ch.r aile eigenskapane?

Andreas tek utgangspunlct i dei to fyrstc eigenskapane. Han koplar den deriverte og
stigningstalet til grafen. Eit begrepsbilete som beYer moo definisjonen.

39 Andreas:
40
41 lntervjuar:
42
43 Andreas:
44
45 lntervjuar:
46
47 Andreas:
48
49
50 lntervjuar:
51
52 Andreas:

Nei nei okei I Alb (mumler) nei ehm /I ja! I oAr den deriverte er positiv.

Mm.

SA er altsA stigningstallet positiVl

Mm

NAT den deriverte er negativ er ogs! stigningstallet negativt I sA hvis f derivert av null er stem:
enD I eUer er posiliv I sA betyr det at stigningstalJet er I positivt i punktet null

Ja.

Hvis f derivert BV en er mindrc enn null sA rnA den vzre negativ i punktet en.

Med hjelp av dette vert graf B og D utelukka. Begge grunna av at den deriverte ikkje er
positiv for x =O. Han ser og at dei andre grafane er positive for x =O.

73 Andreas: Ja den sA ikkje spesielll B sA ikke spesielt lovende uL
74
75 lntervjuar: Nei
76
77 Andreas: Men! eeh I 0& I del gjorde ikke D beller.
78
79 lntervjuar Nci.
80
81 And=s: SI det er ikke de to.
82
83 Intervjuar: Ddcje Deller B nei.
84
85 Andreas: Nei og de andre er positiv.

Graf evert derimot ute1uk.ka grunna at den er positiv for x =1.

97 And=s:
98
99 lntervjuar:
100
101 Andreas:

Mens den er positiv i en.

Mm.! del er [C er positiv

[SI da kan del ikke vzre C.

Det er usikkert kvifor han tek feil pa akkurat denne eigenskapen. Dersom Andreas tenkjer pci
at f{x) !igg over x-aksen. sci kan det vera eit dJ2JIIle pa eit begrepsbilete som er i konflikt moo
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definisjonen. DA bar Andreas i tilfelle to potensielle konfliktfaktorar, som ikkje vert kognitive
konfliktar av di dei vert aktivert til uJik tid. Dette vart det diverre ikkje gart nrerare inn pa i
intervjusituasjonen.

NAr ban skal avgjera om det er graf A eller graf E som er den rette grafen vert det tydeleg at
ban bar vanskar moo A. visualisera den andrederiverte.

105 Andreas:
106
107 Intervjuar.
108
109 Andreas:
110
III
112
113 Intervjuar.

"'115 Andreas:
116
117 lntervjuar:
118
119 An<heas:
120
121 Intervjuar:
122
12l Andreas:
12.
125 Intervjuar:
126
127 An<heas:
128
129 Intenojuar:
IlO
III Andreas:
Il2
III
134 InteNjuar.
Il5
136 An<heas:

Og £en er negativ sA det ser bra ut I sA cia er det enten A eller E.

Enten A el1er E.

Og nAr I og I skal vi se I hvis han dobbeItderiverte sa slcal den aIts! v:;ere negativ hele veien I
altsli stigningstallet skal v;:ere negativt I stigningstallet til stigningstaUet skal he he I skal v;r;re
negativt I eeh I skal vi se /I cia viI eg /I hmm I da er det vel A da.

Deter Aja..

Ja.

Mm I kvifor er det dA ikkje E?

Fordi at I ja I den er jo I alts1 det er jo forskjellig I alts! stigningstallet her I er positivt.

Mm.

Og sA er det negativt I nedover her.

Mm.

Sl er del null p1 toppen.

Mm.

Og I ja I ehm I ja I sl der I vet ikke hvordan jeg skal si I det altsa /I ja ehIn I det I det endrer seg?
I eller det er ikke det er i alle fall ikke negativt for alle x.

Nei

Ehm vet ike hvordan jeg skal forklare.

Andreas gAr no for graf A, men klarer ikkje A. gje ei fullgod forkJaring pA. kvifor det ikkje kan
vera E. Den dobbe1deriverte vert (heilt korrekt) referert til som stigningstalol til stigningstalol.
Samstundes argnmenterer Andreas for at stigningstalet (til grafen E) endrar seg. D! er dol
ikkje negativt for aile x. Men del er ogs! tilfelle for graf A. Difor er ikkje del cit argument for
auteluJeka grafE. Det kan sjA. ut som at Andreas ikkje bar eit godt bilete av leva andrederiverte
til ein graf er. Han gjer cit nytt forssk pA. A. tolka leva den andrederiverte er, tilliten nytte.

168 An<heas:
169
170
17J
172 Intervjuar:
I7l
174 Andreas:

Ja I sA rnA jo I eller hvis jeg sier det sAnn da /I ja allS! I ja okei hvis den andrederiverte er
positiv da sA m! den jo stige for alle I sA m! I sA m! I ehm. I ja sA m! stigningstallet for aile I f
derivert av x va:re positivt.

Mm.

Og I hvis det skal skje sa m! /I mmm.

Han har faktaknnnskap om r(x). Stigningstalet til p(x) m! vera POSll1vt dersom den
andrederiverte er positiv fOT alle x. Dette er likevel ikkje noko han klarer A. dra nytte av i
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denne samanhengeo. Det som i dette tilfellet vert forlsysande er eit tips om krumminga til
grafen.

176 Intervjuar:
177
178 Andreas:
179
180 Intervjuar:
181
182 And=so

Hugsar du noko om eeh I ehm I krumminga til grafen I er det eit ord som I de nytta?

Ja det var sinn bul side opp og hut side ned?

Mm.

Ja og den der bar hul side ned.

Krumminga til grafen er cit dame pa noko 80m kan vera ei kognitiv eining for Andreas.
Krumminga til grafen (eller hul side opplned) vert eit verlctoy til i\ tolka den andrederiverte i
ein grafisk kontekst. Men det var ikkje Andreas sjelv som introduserte krumminga. Det var
ikkje eit begrepsbilete som vart vekka nar han sag grafen.

Oppgive 2: teikna grafen til den deriverte (parabel)

Andreas stadfestar at han bar oversikt over samanhengane mellom graf, den deriverte og
stigningstalet til grafen. Begrepsbiletet kan nyttast til i\ trekka ei riktig slutning.

195 Andreas:
196
197 Intervjuar:
198
199 Andreas:
200
201 Intervjuar:
202
203 Andreas:
204
205 Intcrvjuar:
206
207 And=so
208
209 Inte<vjuar.
210
211 And=so
212
213 Intervjuar:
214
215 And=so
216
217
218 Intervjuar:
219
220 Andreas:

1a altsA da bar nullpunJct I ho.

Mm.

Og sa bar den negativr I stigningstalll eller I ja liksom I den stiger etter I her.

Mm.

SA da er stigningstallet positivt.

Mm.

AltsA po! I ja positive del av x aben.

Mm.

Mens pi den Degative del av x aben den cr negativ I eller stigningsta11et er negativt.

Mm.

Og hvis den deriverte da skal vise stigningsta11et I til I gralen sa rnA den vcue positiv her og
negativ der.

Mm.

Og /I vet ikke blir ban llinezr? I eller blir det en ren linje? /I brom.

Denne oppgilva ieyser Andreas grafisk. Han ser pil grafen korleis stigningstalet endrar seg og
meiner at resultatet vert ei ren line. NAr /'(x) skal skisserast nurter likevel Andreas cit
problem. Han enskjer at grafen til den deriverte skallikna meir pil den opphavlege grafen. Ei
biletleg tolking av grafen furer til ei konflilct.
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241 Ancheas,
242
243
244 Intervjuar.
245
246 Andreas:
247
248 Intervjuar.
249
250 Andreas:
251
252 Intervjuar.
253
254 Andreas:
255
256 Intervjuar.
257
258 Andreas:
259
260 Intervjuar:
261
262 Ancheas,
263
264 Inlervjuar:
265
266 Andreas:
267

Resultat, analyse og drnfting pi individplan

1a I for det at /I for del at nAr 11a meg se I hvis den deriverte blir vel II ja men hvis jeg bar den
sinn her sA blir banjo positiv.

Mm.

Og det er jo feill del lean banjo ikke va::re I men den er jo positiv her da /I ehm.

SA du ryJdcjer at tina ser fornuftig ut i?

[Nei.

[positiv I nei.

Det jeg synes jeg ser her nA er I hvorfor den ikke blir veldig lik den som er der.

Mm.

Den ma jo nesten bli det.

Grunna at?

Fordi at I bet er I her ser du at stigningstallet er [negativr hele veien

[Mmlmm.

Og sA er deo posiJi\} p! bcle ve:ien men I ja I (arbeider) sA da m! den jo bli DOC sAnt I DOC 80m
ligner i alle fall

Andreas teiknar no ein graf sam liknar den opphavlege. Han har eit bilete av at grafen til den
deriverte rna sekka Dar den deriverte er negativ. Dette biletet kjem i konflik1 med det tidlegare
yekka biletet som gay ei stigande. rett line. Sjely om han vert gjort merksam pa at dette er tin
parabelleyser ikkje del konflikten.

274 Intervjuar: Lilmar den pA eOO grafdu bar sen fm?
275
276 Ancheas, Ja x i andre.
277
278 Intervjuar: Liknar han pi x i andre?
279
280 Andreas: Ja.
281
282 Intervjuar: SA viss du I set opp x i andre.
283
284 Ancheas, Altsl deriverer den?
285
286 Intervjuar: Og deriverer den.
287
288 Ancheas, SA blir det to x.
289
290 Intervjuar: SA t!r du to x.
291
292 Andreas: MID.
293
294 Intervjuar: Og viss du leiknar opp 10 x I korleis viI den &A1
295
296 Andreas: Del bUr jo en rett Jinje opp sAnn.
297
298 Intervjuar. Mm I og I del vi] vetta del vii vena slik du bar leilcna han.
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299
300 And=s,
301
302 Intervjuar:
303
304 Andreas,
305
306 Intervjuar:
307
308 And=s,
309
310 Intervjuar:
311
312 And=s,
313
314
315 Intervjuar:
316
317 Andreas:

J..

MIn' men det hsyres ikkje fomuftig ut?

Neijeg synes ikke det /I egentlig' for det at den er jo' sAnn som denne grafen her da blir.

Mm.

SA' ja' sA er jo dette' denne er jo negativ' ogjeg syncs ikke den ser spesielt negativ ut.

[Nei

[Bortsett fra at den er i den' bortsett fia at den er negativ for x verdiene her da , og y verdiene
her.

Mm.

SA er hanja' og den er i positiv' sA den eker jo ogjeg liker ikke det helt.

Det er tydeleg at biletet av at grafen til den deriverte ikkje kan auka oAr den deriyerte er
oegatiy. er i konflikt moo at f'(x)=2x. ooko som gjey ei stigande rett line. Etter ei lengre

forklaring22
, der det vert fokusert pi at dei stigoingstala eio kan lesa av grafen til f(x) finn em

atl som y-verdiar pA grafen til ['(x) (eller at den deriverte er ell funksjon av x), godtek
Andreas den rette lina. Problemet, i fulgje Andreas sjelv, er at han blandar delle moo den
andrederiverte (ooko Andreas ogsA oemote i innleiinga).

228 And=s,
229
230
231 Intervjuar:
232
233 Andreas:

423 And=s,
424
425
426 Intervjuar.
427
428 And=s,

Vet ikke belt hva jeg tror , ehIn /I skal vi se /I nei vent! /I (utydeleg) /I nei for at jeg , jeg
blander et eller annet sAnt , er det noe sam heter' vendepunkt eller Doe slnt?

. la.

Og det er 'det mA va::re her eUer Doe sAnt' begynner han Astige' et eUer annet sAnt?

10 dct er jo , n!r du forklarer sA er det jo belt logisk , men , jeg vet jkke I jeg blander veldig
med dette og sA' dettc med hul side opp og ned som {vi hadde i dobbelderiverte

IMm/mm.

Det blander jeg veldig.

Det kan vera fleire gronnar til at Andreas blandar moo den andrederiyerte. I den skisserte
parabelen gar den deriverte fri avera oegativ til avera positiv. I eio tredjegradsfunksjon til
dsmes kan den deriver1e gA W Avera aukande til minkande. Punktet (0,0) i parabelen kan dA
til. rolla til vendepunktet i trOOjegradsfunksjonen. Samstundes er parabelen relativt Iii<
teikningane ein nyttar for amarkera hoI side opploed i cit forteiknskjema.

OppgAve 3: Oppghe 4 pA preyeD

Den neste oppgAva stadfestar at Andreas har eit bilete av at nAr grafen til f(x) sekk vii og

grafen til f'(x) sekka, ei biletleg tolking av grafen.

21 Vedlegg 7.4.3, Line 356 - 424.
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464 And=s,
465
466 Intervjuar.
467
468 Andreas'
469
470
471
472 InlervjUar.
473
474 Andreas:
475
476 Intervjuar.
477
478 Andreas:

491 Andreas'
492
493 Intervjuar:
494
495 Andreas:

568 Andreas,
569
570
571 Intc<vjuar,
572
573 And=s,
574
575
576 Intervjuar:
577
578 Andreas:
579
580

Nei vent /I mmm skal vi se I ja! I nei da viI jeg fro at det er fire.

Mm.

For det at I ja leller okei hvis vi tar det lin sinn I fra begynnelsen av I sA er jo den deriverte bar
aJtsA. negativ I ehm I ehm negativt sri I nei vent ja I stigningtalJ.? I eeh I eller okei I det den
deriverte sier er at grafen bar negativt stigningstall fra I x er lik null til x er 1ik tre.

Mm

Og her pA I denne nummer tre her I sA oleer ban jo.

Mm.

SA da kan det ikke ~re den I og det ser veldig ut 80m den eker i to og sAnn.

Geaf fire er den enesle 80m bar negativt stigningstall £ram till eh punktet da tre.

Mm.

SA da m4 det jo va:re I den

Stigningstallet til grafen er null mellom tre og fem I ser det ut 80m I og I ja I pA geaf to sA stiger
han jo I mellom Ire og fem.

Mm

SA det ec jo positiVI stigningstalll mens I pi graf tee og fire sA er jo I stigningstallet null sec de(
ut 80m.

Mm.

SA da I k.an det jo vzre en BV de to I ehm " ja vent <fa " ja og den er jo ikke null i punktet seks
sA I sA det ser merkt ut for toeren I ehm skal vi se I i I ja I den skal jo va:re negativ ira fem og
utover I stigningstallet skat vzre negativt for fem og utover.

Andreas gay tidlegare i intervjuet uttrykk for at han forstod at grafen til den deriverte kan
stiga sjelv om den deriverte er ncgativ. Det begrepsbiletet vert likevel ikkje vekka her.
Kanskje Andreas no har to bilete der det tidlegare dominerer (begrepsbiletet er ikkje
tilfredsstillande akkommodert). Etter em ny gjennomgang av dette ser Andreas samanhengane
og gjev rett svar.

643 Intervjuar.
644
645
646
647 Andreas:
648
649 Intervjuar:
650
651 Andreas'
652
653 Intervjuar:
654

Det er det du rnA tenke lin baklengs I viss du ser I her igjen I eeh I viss eg sper deg I om grafen
sjelve f derivert av x ikkje om stigningstalet men om grafen er positiv eUer negativ I fri
meUom nun og Ire

Ja den er vel negativ.

Stigningstalet er negativt I for det at den gAr nedover.

A ja I ja men den er pA riktig side av aksen.

Mm.
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655 An<heas,
666
667 Intenjuar:
668
669
670 Andreas:
671
672 Intervjuar:
673
674 An<heas,
675
676 Intervjuar.
677
678 An<heas,

694 Andreas:

730 Intervjuar:
731
732 Andreas:
733
734
735 Inte<vjuar.
736
737 Andrea.,
738
739 Intervjuar:
740
741 Andrea.,

SA den er [positiv.

[Det er der den det er lett A verta lin Jurt I stigningstalet er oegativt I men den
den"verte er faktisk positiv I mellom null og tre.

Men moo en gang den Jrommer under I x aksen ber bone sA er den negativ.

DA er den deriverte negativ.

Betyr det at den er positiv for aile her?

Heilt fram til.

Helt frem til den kommer tilbake.

1a da er det jo toeren.

Mm og sA det siste lin interessante punktet der I er det null.

1a menja I s!nn i utgangspunktet sA burde jo /I vet ikke I det ser jo ut scm en toppunkt dette
her.

Oct e;r cit toppunkt ja.

1a og men I (ja ban er positiv her ja I det er s!nn det er I ja og sA er ban negativ her

[Her er /I rom.

No ser det pi nytt ut som at Andreas fOIlltAr at grafen til f'(.) viser stigningstalet til f(.).
Difor ser han no at den deriverte er positiv fer x = 6 og negativ etter. Det gjev eit toppunkt for
.=6 pi f(.).

OppgAve 4: Oppglve 7 pi prllVen.

AlIereie pi den skrift)ege testen viste det seg at Andreas hadde problem moo i tolka grafen til
den deriverte. Toppunktet til grafen vart tolka som at salet var pA topp, og salet auka mest nAr
grafen var brattast. Ei biletleg tolking av grafen. Etter Aha arbeida moo tilsvarande oppgAver i
intervjuet kan det sjA ut som at begrepsbiletet ikkje lenger er i konflikt med definisjonen.

835 An<heas,
836
837
838 Intervjuar.
839
840 An<h=,
841
842
843 Intervjuar.
844
845 Andrea.,
846

AIlSA stigningstaIlet til f av x er jo positivt belt til At fern I bvis vi ska.l ta: [disse nye reglene vi
bar la:rt ni i dag.

[Mm.

Ehm I og del vil jo da si at I eeb I grafen f av x er I positiv og at I det selges I mer og mer heker
fram til h fem.

Mm. del er bellt riktig.

Mens ener Ar fem sA er stigningstallet negativt I pA en lin variert mAte set det ut scm men
likevel.
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847
848 Intcrvjuar:
849
850 An<h='
851
852 Intcrvjuar.
853
854 An<h=,

864 lntcrvjuar:
865
866 Andreas:
867
868
869 lntcrvjuar.
870
871 Andreas:
872
873
874 Intcrvjuar:
875
876 An<h=,
877
878 lntcrvjuar.
879
880 An<h=,
881
882 Intervjuar:
883
884 An<h=,
885
886 Intcrvjuar.
887
888 Andreas:

Mm.

SA ctter Ar fem I sA minker salget.

Ja I det er hellt korrekt I sA dA eeb I (utydeleg) I kva Ar vii salet vera pA topp?

l!r fem.

Og kvifor vii det vera i fem?

For det at i punkt fem sA birr I ehhm IsA gAr stigningstallet fra I vzre positivt til a v<r:re
negativt.

Mm I og du vii dA fl eittoppunkt.

Ja I men da i ar tre sA lurer jeg litt pA hva $Om skjer ber I da rna jo ventI del rna vent den Ida
rna I Da mAl selve sligningen rnA vzre branest i !r tre?

Mm.

SA de eker salgct mest I mcn del er ilcke der de bar toppen avo

Heiltkorrekt.

0kingen?

Ja I sA oAr auker salet mest?

Del er illr Ire

Ehe.

Og sA er det minsl i !r syv

No er det tydeleg at Andreas f1r hjelp av bilete som ikkje er i konflikt moo definisjooen. Han
klarer sjelv A. tiona ut at det er sjelve stigninga som er brattast i ar tre Oine 872). Og ser at
salet aukar minst (eller minkar mest) i h sju.

Oppsummering av intervju moo Andreas

Andreas har ei bra oversilct over samanhengane rnellom graf, den deriverte og stigningstalet
til grafen. Likevel vert det tydeleg at han har begrepsbilete som or i konflikt moo
begrepsdefinisjonen, og som gjer at han fh vanskar moo nokre oppgAver.

Det er tydeleg at Andreas har oj bile/leg tolking ov grafen. Delle biletet paverkar i stor grad
oh han skal tolka oppgaver grafisk. Me ser at han forkastar oj rilctig leysiog gnmna delle
biletet Oine 241 - 267). 1 den oppgava (oppgave 2) ser me at det er oj kognitiv kooflikt
mellom to ulike bilete. I oppgAve 3 furer den biletlege tolkinga til feil svar, men der er det
inga kognitiv konflilct dA det ikkje vert vekka eit anna begrepsbilete samstundes. Det ein kan
merka seg er at me hadde ein gjennomgang av den biletlege tolk:inga fin oppgAve tre, der
Andreas tilsynelatande forstod at den biIetlege tolkinga var feil. Likeve1 vert det same biletet
vekka pA. nytt. Slike misoppfatningar kan vera svrert resistente mot pAverknad (Orton, 2004).
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Me ser likevel at Andreas har god kontroll pa den (fyrste)deriverte til ein funksjon. I oppgA.ve
I ser han pA. stigninga i dei aktuelle punkta og utelukkar kjapt tre av grafane. Han les og av
stigninga til parabelen i oppgA.ve 2. Han har derimot stEJrre problem med aforklara den
andrederiverte. Han seier at f·(x) er stigninga til stigninga og at nAr f·(x) er positiv sA. er

stigninga til /'(x) positiv. To bilete sam ikkje er i konflilct moo definisjonen, men som han
likevel ikkje klarcr Aelm nytte avo

Difor har Andreas problem med d tolka den deriverte grafisk, sjelv om han har fleire
begrepsbilete i samh.eve moo definisjonen. (GrafsprAket er eit sprlk av 2. orden for Andreas).
Likevel prever han ikkje Ii finna funksjonsutrrykk, sjelv om grafane er lett A. kjenne att. Han
prsvcr Al"ysa oppgAvene grafisk, men lukkast ikkje alltid grunna potensielle konflilctfaktorar
sam nohe ganger ogsA skaper konflikt.

Me ser likevel ei utvikling i slutten av inteIVjuet. Nlr Andreas for andre gong vert konfrontert
moo at f'(x) ikkje nOOvendigvis stigls"kk, sj"lv om f(x) stiglsekk, scr me ei endring.
OppgAve 7 frA prsven, sum var feil, vert no 10yst moo " ...dei nye reglane..." (line 835 - 836).
Han klarer no A. dra nytte av begrepsbilete sam ikkje er i konflikt moo definisjonen. Grafen
til j'(x} er i dette tilfellet eit sprAk av I. orden. Kanskje bileta no er kognitive einingar.

4.2.4 Intervju med Jonas

Oppglve 1: Kva graf har aile eigenskapane?

29 Jonas:
30
31 Intervjuar:
32
33 Jonas;
34
35 Intervjuar.
36
37 Jonas:
38
39
40 Intervjuar:
41
42 Jonas;
43
44
45 Intervjuar:
46
47 Jonas:
48

D.

Dl tenkjer du D.

la.

Eeeh okei og sA mA eg I be deg I foddaJa I eeh I kvifor.

net stAr beT at I deriverte I eeh I av f I nAr x er lik. null I er heyere enn null I da er den hsyere
ennnull.

Mm.

Videre stAr det at den deriverte av I f I innsatt en skal vrere mindre enn nuIll cia er den mindre
ennnw!'

Mm.

I tillegg skaJ den dobbe/derivertc av f av x~ negativ for alle xer I og den laummer jo bare
nedover I mer og mer.

Jonas sin spontane respons pc\ oppgava er D. Det lean her virka som at det begrepsbiletet som
vert framkalla er at nAr grafen ligg over x-aksen er den deriverte positiv, mOOan den deriverte
er negativ nlr grafen ligg under x-aksen. Det stemmer ikkje moo definisjonen. Jonas nemner
ogsc\ ordet ''kromming'' saman moo den andrOOeriverte, eit vanleg uttrykk i lrerebeker for
vidaregc\ande skule. Han finn difor korrekt at den siste eigenskapen stemmer. Det stadfestar
for han at grafD er korrekt svar.
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Vidare i intervjuet klarer Jonas pa oppfordring agje uttrykk for leva den deriverte til ein grafJ
er og endrar svar.

5' Intervjuar:
55
56 Jonas:
57
58 Intervjuar:
59
60 Jonas:
61
62 Jonas:
63
64 Intervjuar:
65
66 Jonas:
67
68 Intervjuar:
69
70
71 Jonas:
72

Eeeh I den deriverte I til ein graE I kva forte! den?

Forteller om hvordan tangcotens stilling er.

MID.

SA nAr I den deriverte I er positiv.

la.

SA vii tangenten?

Den viiI v<ere positiv og I grafen vii eke

Grafen vii auka I det er det eg lurer pi I stemmer det I i deue tilfellet her? I i null I er den grafen
positiv? I eller tangen/en vii den vera positiv? I tangenten til den grafcn [der.

[Nei selvfelgelig I ja
den cr /I nei den vii v<:cre negativ selvf.0lgclig I ja I fordi at den peker negati I nedover.

Jonas har her eit bilete av eit matematisk begrep som ikkje er i konflikt moo den matematiske
definisjonen; Eit uttrykk: for den derivertc til ein graf i eit punkt er tangenten si stilling
(stigningstalet) i punktet. NOr stigningstalet (til tangenlen) er positivt viI grafen stiga (eller
"eke?> som Jonas seier). Jonas (samt intervjuaren) er likevel noko upresis nAr han nyttar orda
"positiv tangenf'. Moo dettc biJetet klarer Jonas A utelukka altemativa B og D. For A
ekskludera E og C nyttar Jonas derimot eigenskapen til den andrOOeriverte.

111 Jonas:
112
113 Intervjuar:

II'
115 Jonas:
116

Ikke se at det er E Cordi at her I "ker jo I eh tangenten.

Mm.

Det hili mer og mer positiv I og sa hili den negativ igjen I men her sth del at den skal va:re
negativ for aUe I og det slcjer jo tilsvarende her.

SpnUcet er framleis upresist. Jonas seier at "tangenten eur', mOOan det er stigningstalet til
tangenten som aulcar. Dersom ein felgjer graf E frA venstre mot hBgre ser ein at stigningstalet
er negativt, men aulcande og positivt ca. mellom ~ x = 0,5, negativt etter. Sjelv om
formuleringane er noko uklare lean det sjA ut som at Jonas er i stand til Anytta tangentar som
cit visuelt bilete pA leva det vii seie at r(x) er negativ for alle x.

Oppglve 2 og 3: teikna grafen til den deriverte (parabel og fjerdegradsfnnksjon).

I deone oppglva teiknar Jonas fulgjande graf:

:u ''Den deriverte til em graf' er eit uheldig utttykk. Det er den deriverte til eOO funksjon det er tale om her.
Grafen er bem: cin av mange unrykk for ein funksjon. Det kan likevel sjA ut sam at Jonas forstAr kva sam er
memt med spersmAlet.
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I
, I
j I

Figur 22: Jonas teiknar grafen til f'(x).

Dette vert grunngjeve med at grafen har ein asymptote24
• og dA vert den deriverte uendeleg

star positiv og negativ.

138 Jonas:
139
140 Intervjuar:
141
142 Jonas:
143
144
145
146
147 InterVjuar:
148
149
150 Jonas:

For det at her bUr I tangenten II uendelig stor I nei uendelig altsA I uendelig star negativ.

Mm.

Og sA blir han mindre og mindre Degativ I fer tangenten na:rmer scg null I og de! fir du
tilsvarende her for det at I veldig negativ I sa blir han mindre og mindre og nzrmer scg null I sa
oAr den bar passert null eeh I nullpunktet I sa begynner ban A I bli mer og mer positiv I og dct
viI da tilsvarendc: skie mcd tangenten.

Men tykkjer du dA at I her ute ein eller anna plass I vii det vera eit I nole I em rett og slett tin I
sAnn asymptote?

la! I du viI ha en asymptote pi begge steder.

Tangenten vert framleis noko upresist nytta som uttrykk for stigningstalet til grafen. NAt
grafen s",kk. kraftig og difor har eit stort (negativt) stigningstal seier Jonas at sj0lve tangenten
er "uendelig star negativ". Her kan det sjA ut sam at Jonas har eit .....ukontrollert bilete.....
(Aspinwall, 1997) avat parabelen vert brattare slik at grafen til den deriverte etter kvart vert
tiln",rma loddrett. Delle furer til em konflikl mellom begrepsbilele nAr eg gjer han merksam
pA at grafen er em parabeI.

160 Intervjuar.
161
162 Jonas:
163
164 Intervjuar:
165
166 Jonas:
167
168 Intervjuar:
169
170
171 Jonas:
172
173 Intervjuar.
174

Ecb llilcnar detmc grafen pi nolco?

Echm I ban ligner jo pi tin parabel.

MID /I Ecbm II viss I eb viss grafen er ;'It i andre.

J..

Korleis viI di den I vii den deriverte framleis vere slile? 1/ viss dette er er x i I x i andre eg her
deg teikne grafen til den deriverte.

Nei den deriverte vii da v.:ere mer I (arbeider) et eyeblikk I den deriverte vii da~ sAnn.

OA vii han vera linea:r.

24 Det rnA merkast at ordet asymptote vert introduscrt av intervjuar. Det ville vore ein kvalitativ betring am Jonas
sj01v innferte dene begrepet, men linje 138 - 145 indikerer ener nri meining at det var ein asymptote Jonas
tenkte pi.
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115 Jonas:
176
177 Intervjuar.
178
179 Jonas:
180
181 Intervjuar.
182
183 Jonas:

Ja.

Mm.

Og det I viI den faktisk vzre her og.

Kvifor viI ban del?

Nei vent I nei I fordi du bar asymptoten sA den vii ikke bli lile.

PA den cine sida vekker grafen eit bilete av at stigningstalet vert uendeleg stort (negativt og
positivt). Difor vii grafen til den deriverte verta tilnrerma loddrett. Infonnasjonen om at dette
kan vera ein parabe1 yeller derimot eit bilete av em linerer grafS. Bileta er ikkje i konflilct
moo definisjonen, men Jonas vert forvirra av at grafen ilckje er tydeleg nok. Grafen i oppgalva
vekker det eine biletet, mitt sp0Tsm3.l om leva grafen liknar pA. velcker eit anna bilete. Det
hadde difor Yore interessant a sjal Jonas sin respons dersom parabelen ikkje (tilsynelatande)
hadde hatt sa kraftig stigning. Ein kan likevel leggja merke til at Jonas her vekslar mellom
ulike begrepsbilete elter lev. oppgave han th.

Den neste oppgava vert 10-yst utan problem. Jonas nyttar "tangenten si stilling" til A finna
nullpunlcta, og vurderer vidare om den deriverte er negativ eller positiv mellom nullpunkta.
Spn\ket er framleis noko upresist. Nh stigningstalet til tangenten er lik null seier Jonas at
stilling. til tangenten er lik null. Delte furer likevel ikkje til noko kognitiv konflikt.

208 Jonas:
209
210
211 Intervjuar.
212
213 Jonas:
2t'
215
216 Intervjuar.
217
2t8 Jonas:
219
220 Intervjuar:
221
222 Jonas:

(Arl>eider) cia vii du fordi at tangentens stilling her er lik I null sA vil du ba et nullpunkt der I
her I og her i remold til den deriverte.

Mm.

(Arbeider) ehID I og her skal den deriverte va:re "eganv I her vil den deriverte va:re positiv I
ehID negativ I og I positiv.

Mm.

(Arbeider) sA da vil detjo I ba DOe slnn scm II det her.

MIn I veldig bra.

Det er vel en I fjerdegradsfunksjon?

21 Her burde eg gatt n~rare inn pa kvifor Jonas Meiner at grafen til den deriverte vert line~r dersom /'(x) er

ein parabel. Dersom ban ld. nyttar funksjoDSUnrykket (eg nemner i line 168 at dette kan verax2), er del ein
annan framgangsmate enn han bar nytta tidlegare.
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Figur 23: Jonas teiknar grafen til f'{x).

Jonas seier og at "den deriverte" er negativ og pOSIUV No referer han ikkje lenger til
tangenten. men "les" den deriverte av grafen. Dette tyder pa at begrepsbiletet iJUleheld mykje
informasjon om samanhengen mellom den deriverte og grafen til ein funksjon. Jonas veit kva
det viI seie at /'(x) er negativ. positiv eller null. Samstundes ser me at Jonas kjetlller att
funksjonen som ein fjerdegradsfunksjon, sjelv om uttrykket ikkje er gjeve. Denne grafen
framkallar sAleis fleire begrepsbilete. Desse er ikkje i konflikt moo definisjonen og Jonas
nyttar dei til a gje cit riktig svar.

OppgAve 4: OppgAve 7 pA preven

252 Intervjuar:
253
254 Jonas:
255
256 Intervjuar:
257
258 Jonas:
259
260 Intervjuar.
261
262 Jonas:
263
264
265 Intervjuar:
266
267 Jonas:
268
269 Intervjuar.
270
271 Jonas:
272
273 Intervjuar:
274
275 Jonas:
276

Kva viser f derivert her?

F derivert den viser I eehm I l!Ikningen i salget.

Mm.

Per tid.

Ja I og kva !r viII sal salet vera pA. topp?

Vil si at salget er pA. topp her for da bar vi et nu11punkt I og oAr den deriverte er lik null sA viI
du f! et ekstremalpunkt i I grafen.

Mm.

Og I siden I du ogsA kunne f! det her I er det mer naturlig siden det er starten pA salget.

la.

Og sA bar du den I toppen pA salg salget her.

Mm I og kor tid viiI salet auke mest?

Det viI oA toppunktet her I fordi at da I eeh I vet du at den deriverte I er starst I og da vii du ha
brattest I salgskurve lean du SI.

Mateo Jooas l.0yser denne oppgava pa tyder pa at begrepsbiletet ilUleheld mykje informasjoo
om samanhengen mellom den deriverte og grafen til ein funksjon. Han har tidlegare (line 56)
vist at han veit kva den deriverte til ein graf er. Jonas fortel her at den deriverte viser korlcis
salet aukar (roeir presist viI ein seie at grafen fortel korleis salet endrar seg. Det viser bade
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auke og minke). Nullpunktet pa grafeo til j'(x) vert lokalisert og Jonas er Idar over at del

gjev cit ekstremalpunkt pa grafeo til f(x). Han kjenner ogsa til at salel aukar mest nar deo

deriverte er stm'st og verdien vert korrekt lest av grafen til J'{x). OppgAva vert lett a 1eysa
sidan begrepsbiletet tydeligvis inneheld mange mentale bilete. prosessar og eigenskapar i
samband moo den deriverte.

Oppgave 5: Lokallinearisasjon

Seinare i intervjuet vert Jonas utfordra til A sjA kva som skjer nAr ein fOTStarrar ein del av ein

graf ( i delle tilfellel f(x) = x'), eller trumster av Tall (1985).

394 Intel"\juar. X i andre I og sA tek du aI brukcr den.
395
396 Jonas: (Arbeider)
397
398 Intervjuar: Og sA zoomer du end! em gong till fordi at du ikkje kan zooma.
399
400 Jonas: (Arbeider).
401
402 Intervjuar: Ser du kva det er som slcjer med grafen?
403
404 Jonas: Ja den blir I blir selvfulgelig I den blir renere og rettere og retteJ"C.

405
406 InterVjuar: Mm.
407
408 Jonas: J..
409
410 Intel"\juar: Det er grunna av det vert nesten sam at duo
411
412 Jonas: Ja for at du mAIer J selvfelgelig I for at du finner tangentcn.
413
414 Inter\juar: Mm.
415
416 Jonas: Tangenten i I puaJaet.

Jonas har sjelv ei god forkJaring pA kvifor grafen vert rettare nAr ein forstmrar· ein del av den.
Det er det same scm a£inna tangenten i punktet.

Oppsummering av intervju med Jonas

Det er tydeleg at Jonas har mange mentale bilete, og oversikt over prosessar og eigenskapar
relatert til den deriverte til ein funksjen. Han har eit rikt begrepsbilete. Dette gjer at han er
godt rusta til a lsysa oppgaver som folcuserer pa grafisk fOl1ltlling av derivasjon.

JOllBSforstdr leva den (fyrste)deriverte til einfunksjon er og ban nyttar i stor grad tangenten til
Aforklara denne. Tangenten vert ei viktig kognitiv rot i samband moo den deriverte. Spn\ket
er likevel noko upresist. Han seier mellom anna at tangenten aukar. at den vert uendelig stor,
og at tangenten er positiv og negativ. nAr det eigentleg er stigningstalet til grafen/tangenten i
cit punkt pa grafeo som er rell nemning. Meo slik han lsyser oppgaveoe tyder del pa at han
bar god forstAing av den deriverte til ein funksjon. Difer vert det enkelt A lesa tangenten si
stilling av grafen. Han veit vidare at nAr grafen har eit topp- eller botnpunkt er den deriverte
lik null (og motsett; nAr den deriverte er lik null har grafen cit topp- eller botnpunkt. avbengig
av forteiknet til den deriverte fur/etter nullpunktet). Ein ser og at han tolkar sjelve grafen til
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den deriverte korrekt. Han les verdiane av grafen og veit at dei fortel korleis den opphavlege
grafen stiglsekk. Jonas har moo andre ord kontroll pA ulike representasjonar av den deriverte
til ein funksjon. BAde tangenten, symbolet f'{x) og grafen til den deriverte er for Jonas berre
ulike sider av det same - den deriverte til ein funksjon. Han vel oftast Aleysa oppgaver ved
hjelp av tangenten. Mellom anna lager han (mentate og fysiske) tangentar for a vurdera
stigninga til ein graf eller teikna grafen til den deriverte. Men han er ikkje avhengig av
tangentar. Grafen til den deriverte er ogsa cit 1. ordens sptik, og han finn den informasjonen
han treng i denne.

Han !darer d tolka den andrederiverte graflSk, ofte vOO hjelp av tangenten. Spclk:et er upresist
dA han til demes seier at tangenten vert meir og meir positiv, men han klarer Anytta tangenten
80m eit bilete pa den andrederiverte - han argumenterer for korleis tangenten endrar seg (sjelv
om det hadde Yore meir korrekt Aargwnentera for korleis stigningstalet (til tangenten) endrar
seg).

Han vel grafiske loysingar, sjelv om det er muleg Afinna funksjonsuttrykket. Sidan han klarer
Atolka den fyrste- og andrederiverte grafisk er det lett A skissera grafen til den deriverte. Ein
kan seie at grafen er eit sprAk av 1. orden for Jonas. Han er difor ikkje avhengig av
funksjonsuttrykket for ci finna grafen til den deriverte. Samstundes som han ofte /darer d: finna
funksjonsuttrykket til grofen. Han kienner att bAde parabelen og fjerdegradsfunksjonen i
oppgave 2 og 3. Likevel er ban ikkje avhengig av dette uttrykket for a ieysa oppgavene.

Jonas viser i desse oppgAvene jQ dume pd konfJiktar mel/om begrepsbilete og definisjon, eller
ulike begrepsbilete som er i konfJikt med kvarandre. Me ser at han i fyrstc oppgAva ser ut til A
ha ei biletleg tolking av grafen (line 29 - 43). Han seier at den deriverte er positiv nar grafen
ligg over x-aksen, og negativ nar grafen ligg under xMaksen. Dette svaret vert likevel raskt
forkasta nAr han vert minna pA kva den derivertc til ein graf er, og det er ikkjc noko som tyder
pA at dette biletet er opphav til kognitive konfliktar seinare i intervjuet.

Jonas har difor klart a gjera eigenskapane til den derivertc til noko meir eon fakta. Stigninga
til grafen, den fyrste- og andrederiverte, tangentar er aile deme pa bilete som ikkje berre er
kjende fakta, men kognitive einingar".

4.2.5 Intervju med Kristian

Oppglve 1: Kva grafhar aile eigenskapane?

17 Kristian'
18
19 Intervjuar:
20
21 Kristian:
22
23 Intervjuar.
2'
2S Kristian:

(TenJger) II ec det den?

Viss du I tek for deg grafE I so tek du foe deg I kan du focldace kvifot du true det er den.

0"bm /I den stiger jo iIi null.

Mm.

Den synker I synJcer i en.

Ui Det korn ogsA fram i intervjuet at Jonas hadde studert eit ar i Australia der deijobba rnykje med den grafiske
focstAinga. Kanskje det ec noko av gronnen til at han bar mange kognitive einingac i eit rikt begcepsbilete. Sj!
vedlegg 7.4.4, line 302 - 325.
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Graf E vert vald sam grafen sam har aIle eigenskapane. Dette grunna at den stemmer for dei
to fyrste eigenskapane. Det framkalla begrepsbiletet er i sarnluwe moo definisjonen. Det er
kIart at Kristian veit kva den deriverte til ein funksjon er, og kan lesa av den deriverte pA
grafen. Den andrederiverte viser seg Avera eit st.erre problem.

40 Intervjuar.
41
42 Kristian:
43
44 Intervjuar.
45
46 Kristian:
47
48 Inten.juar.
49
50 Kristian:
51
52 lntervjuar.
53
54 Kristian:
55
56 Intervjuar:
57
58 Krimon,
59
60 Intervjuar.
61
62 Kristian:
63
64 Intervjuar.
65
66
67 Kristian:
68
69 Intervjuar.
70
71 Kristian:

Mm I oAr den I andrederiverte a1tsA I kva seier den andrederiverte pi em graf?

Eehm" (ten1<j,,) (,vakt) husk" il<ke.

Du hugsar ikkje det?

Nei.

Eehm I oAr du nAr du tok I teoker I viss du tek den deriverte dA I den deriverte I kva fortel den?

Den forteller jo I stigningen

1a I den fortel stigninga til grafen ja I og den andrederiverte.

Den farteller stigningen til I stigningen p! en mAte.

Mm.

SA <let e:r vel.

Hugsar du fr! I fr! 2MX I eehm I nytta de vel ofte forteiknsline:r.

Ja.

For A teikne opp grafar I bugsar du kva det var de nytta den andrederiverte til d! I med
forteiknslina?

Toppunkter og bunnpunkter.

0eeh I pi grafen?

Okei II (utydeleg) II e:r det ikke det?

Den andrederiverte vekker ikkje noko bilete sam er til hjelp i denne oppgAva Kristian kjem
fram til at den andrederiverte fortel am stigninga til stigninga. Dette biletet kIarer han i.kkje A
nytta til ei grafisk leysing. Forteiknsliner vert difor nernnd som ei muleg kognitiv rot, men dei
vert berre knytt til toppunkt og botnpWlkt, den fyrstederiverte. Del er tydeleg at den
andrederiverte ikkje vekker bilete av forteiknsliner.
Me tek no ein gjennomgang pA forteiknsliner og den andrederiverte (knmuning. bol side
opplned27

). Etter dette meiner Kristian at svaret er graf A. Han finn at grafen stemmer for dei
to fyrste eigenskapane. men den andrederiverte er framleis problematisk.

152 Kristian: Mm /I da e:r det bener A da kanskje?
153
154 lntervjuar. Du trot det er A?
155
156 Kristian: Mm.
157
158 Intervjuar: Eehm I \'iss du sjekkar eigenskapane.
159

n Vedlegg 7.4.5, line ]23 - 146.
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Elevar si grafiske forsl!ing av derivasjon - ei kvalitaliv liln:enning

160 Kristian:
161
162 Intervjuar.
163
164 Kristian:
165
166 Intervjuar:
167
168 Kristian:
169
110 Intervjuar:
171
172 Kristian:
173
174 lntervjuar.
175
176 Kristian:

(Ulydeleg)

Den fyrnc eigenslcapen.

Stiger i null

Stig i null.

Ehm I minter i I en.

Ja II stemmer det at den er I andrederiverte der vii vera negaliv'!

Nei.

Gjer del ilrk;je del?

Gjer det det da?

Det kjem 00 £ram i intervjuet at Kristian trur at graf A - E er grafane til den deriverte28
. Ein

kan likevel merka seg at sjelv om Kristian trudde at grafane var dei deriverte, stemmer ikkje
argumenta hans. Graf D viI i det tilfellet ha aIle eigenskapane. Og aIle argumenta hans sA.
lang! bar tyda pA at ban oppfatta at grafane var f(x).

Graf E vert difor vurdert pA nytt. Dei to fyrste eigenskapane ser han direlrte. Han er framleis
usikker pA om f-(x) er negativ for alle x. Han preYer difor ein ny framgangsmAte. Grafen
liknar pA ein tredjegradsfunksjon. DA vert den deriverte ein parahel og dA stemmer det i fslgje
Kristian.

216 Intervjuar.
217
21g Kristiao:
219
220 Intervjuar:
221
222 Kristian.:
223
224 Inlervjuar:
225
226 Kristian:
227
228 Inlervjuar.
229
230 Kristian:
231
232
233 Intervjuar:
234
235 Kristian:
236
237 Intervjuar:
238
239 Kristian:
240
241
242

OA lean du ta den E ein gong til.

Ja /I der stiger denjo I den I deriverte er jo positiv eller.

Mm.

Den fsrste stemmer I den andre stemmer /I men I det siste stemmer vel ikkc /I (Utydeleg)

Kven do IIUr at det ikkje stemmer pi den siste?

0"h al I andreder:iverte er negativ.

Mm I kvifor Set det ul til Aikkje stemma?

Eehm fordi at den har I stigning /I men /I DAr den andre 1/ den aodredcriverte av en /I bvis dette
ereox.

Mm.

X i tredje eller DOC sinn.

Mm.

SA er den andrederiverte sAnn II (arbeider) deriverte kan ~re I parabelll okei bvis jeg tenker
sinn da 1/ deriverer den sA vii du fA I noe med x i andre sA del vii vrere en parabel pA en eller
annen mAle 1/ er ikke det I stemmer ikke det?

2S Vedlegg 7.4...5. line 180 - 198.
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243 Intervjuar.
244
245 Kristian:

E.

Resuiull. analyse og drnfting pA individplan

Mm.

Og I ja da lean det stemme tror jeg I jeg tror da kan I at E kan vzre riktig

y

----±---n--... x

Figur 24: Kristian teiknar grafen til f'(x).

Eit anna vekka bilete gjer at han registrerer grafen $Om em tredjegradsfunksjon. Denne kan
deriverast, og han :tar ein parabeL Det er i samsvar med definisjonen. Men parabelen han
skisserer stemmer ikkje moo grafen. Det er ikkje sikkert at han prover a teikna f'(x) ll.0yaktig
heller, men ein lean ikkje sja at eigensk.apane stemmer berre ved a vita at det er ein parabel,
den rna vera korrekt i bsve til den opphavlege grafen.

Same framgangsmAte vert nytta for Autelulcka graf A.

334 Kristian:
335
336
337 Intervjuar:
338
339 Kristian:
340
341 Inte<vjuar.
342
343 Kmtian,
344
345 Intervjuar.
346
347 Kmtian,

Del kan va:re A men jeg tror Me det er A I sideD I hvis jeg hvis jeg bare tenker at del er en
parabel.

Ja.

Hvis jeg ser for meg at det er en parabel.

Mm.

SA viI jo den deriverte bli en I rett linje

Mm.

Da tror jeg ikke del

Det kan henda at det er biletet av forteiknslina til den andrederiverte $Om lagar konflikt i dette
tilfellet. Me har tidlegare i intervjuet jobba med eit slikt dmne, der hal side opp/ned vart
skissert. Dette vart kanskje oppfatta som at nAt ein "andrederiverar"' grafen skal em tl ein
parabel (80m liknar pA teikninga av hoI side opplned ). Delte gAr me diverre ikkje n"'rare inn
i. Konflikten vert difor ikkje loyst. Leysinga vert no gjeven. Likevel er delle uklart.

407 Intervjuar:
408
409 Kristian:
410
411 Intervjuar.
412
413 Kristian:
414

SA skal den vera alts! I (arbeider) slik I for aUe x I skal den vende nedover.

Ja.

Gjer Aen det?

Orafen gjor jo det
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415 Intervjuar.
416
417 ICristian:
418
419 Intervjuar.
420
421 Kristian:
422
423 Intervjuar.
424
425 Kristian:
426
427 lntervjuar.
428
429 Kristian:
430
431 . Intervjuar.
432
433 Kristian:
434
435 lntervjuar.
436
437 Kristian:
438
439 Intervjuar.
440
441 JCristian:
442
443 Inter\'juar:
444
445 Kristian:

Ja grafen.

Men! han [gier jo det

[(Uty<!.legj

Ja?

For dette nedste her !liksom var eit hint om [korleis grafen.

{Ja okei okei I okei I ja! da gjer denjo det.

SA IDA me sjA pA E.

Den gjer jo ikke det

Kvar er det den ikkje gjer del?

Den mer ikke her.

Nei.

Da er det vel Ada.

Mm.

Men! ja.

Du er likevel ikJcje heilt eining.

Nei he-be! jeg md vel v.ere enig for det er riktig men! det er litt vanskelig Ase det for meg.

Det er tydeleg at Kristian ikkje har eit godt grafisk bilete av den andrederiverte. Slik det er no
godtek han at den siste eigenskapen stemmer, men det er mykje som tyder pI at han framleis
ikkje har eit godt grafisk bilete av leva den andrederiverte er.

Oppglve 2: teikna grafen til den deriverte (parabel)

Denne oppglva vert lmyst utan problem. Det viser seg at framgangsmaten som vart nytta i
ferre oppglve (finna funksjonsuttrykket, derivera, skissere graf) er effektivt i delle tilfellot.
Grafen er ein parabel og dA er dot lell Asjl at f{x) = x' .

477 Kristian:
478
479 Int=juar:
480
481 Kristian,
482
483 Intervjuar.
484
485 Kristian:
486
487 Intervjuar.
488
489 Kristian:

Ebb fordi den bar I negativ stigning I i her.

Mm.

Positiv pa den sideo..

Mm.

Trorjeg.

Mm.

For hvis det er ! eeh /I en x i andre I sA blir det en to x ! eller noe sAnn.
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Resullal, analyse og drofting pa individplan

Kristian er trygg pa at funksjonsuttrykket gjev rett leysing. Han sjekkar heller ikkje om grafen
y = 2x stemmer mod parabelen (dvs han vurderer ikkje leysinga grafisk).

OppgAve 3: teikna grafeD tlI deD deriverte (fjerdegradsfUDksjoD)

No vel Kristian ein anna framgangsmAte. Han finn nullpunkta og skisserer grafen moo
utgangspunkt i dei. Resultatet vert ein graf som er nesten lik. den opphavlege.

Flgur 25: Kristian teiknar geafen til f'(x).

Det kan sjA ut som at det vert vekka cit bilete av at grafen til den deriverte stig/sekk nAr den
deriverte er positiv/negativ (sjelv om Kristian i fleire andre samanhengar tolkar den deriverte
til ein funksjon tilfredsstillande~. Etter cit tips om Ii sjei n~rare pA eigenskapane til grafen
mellom nullpunkta skisserer Kristian den riktige leysinga.

Flgur 26: Kristian teiknar grafen til f'(x).

NAr Kristian skal skissera heile grafen vert den biletleg tolkinga tydeleg. Men DAr han ser pA
mindre delar kvar for seg vert ikkje den biletlege tolkinga framkalla.

OppgAve 4: OppgAve 4 pA preveD

I donne oppgava vert det tydeleg at den deriverte til ein funksjon vekker ulike bilete, der
nokre er i konflikt med definisjonen.

625 Kristian:
626

Ja /I enten tre eller fire for p! seks til !ne sA er den negativ.

29 Til oomes Jine 17-25,162-168,218-222,260-266.
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Elevar si grafiske forst~ing av derivasjon - ei Icvalitaliv tilnrerming

627 Intervjuar;
628
629 Kristian;

PA seks til·Atte sA er den negativ.

Ja det kan forsAvidt vrere den og I dc:r er den.

Orafen til den deriverte,j'(x), ligg under x-aksen fnl x=6 til x=8, og den deriverte er
dermed negativ i det intervallet. Graf 3 og 4 ligg ogs! under x-aksen i same intervall, og dei
bar negativ stigning. Kristian meiner at ein av desse er dei oppbavlege grafane. Kanskje er det
biletet avat grafen skat selda nh den deriverte salek som skaper konflikt. Det kan ogsa henda
at det er cit bilete av at nh f'(x) er negativ skal f(x) ligga under x-aksen som er problemet.
Kombinasjonar av desse hileta er ogsa ei muleg leysing. Det ser i aHe lwve ut til at Kristian
har ei biletIeg tolking av grafen, slik me ogsa sag i £Brre oppgave. Difor vel han a utelukka
graf2 sidan den stig i intervalle! x = 3 til x = 5, medan f'(x) ikkje har stigning der.

653 Kristian:
654
655 Inte:rVjuar;
656
657 Kristian:

Den hal jo I null stigning her cia.

Mm.

Det bar jo disse to ogsA /I sA da I utelukker jeg den.

No stAr det mellom graf 3 og 4, og Kristian vel graf 3 gronna at den stig mellom x = 0 og
x=3.

661 Kristian: Fram til den sA er den negativ /I jeg tror det er tre.
662
663 Intervjuar. Mm.
664
665 Kristian: leg tror det er tre.
666
667 Intervjuar: Kvifor tn1t du det er tre ciA?
668
669 Kristian; Fordi han eehh I er positiv I stigning her.
670
671 Intervjuar. Mm.
672
673 I<.risti= Den er jo positiv /I men den blir likevel slakkere I oppoveT.
67'
675 Intervjuar: Mm.
676
677 Kristian: Derfra sA minker den.

Kristian nyttar eit bilete som er i samsvar med definisjonen i intervallet x = 0 og x = 3. Sjalv
om grafen til f'(x) selek, sa han at den deriverte er positiv, men sekkande. Men fn\ x = 3 og
ulover tolkar han grafen biletleg; "derfra sa minker den" (line 677). Det lean sjA ut som at
ulike intervall vekker ulike bilete. Eg her difor Kristian om Afokusera pA x = 6, nullpunktet
til f'(x). Eit nuUpunkt pA J'(x) vii gje topp- eller botnpunkt pA J(x).
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679 lntervjuar:
680
681 Kristian,
682
683 Intervjuar.
684
685 Kristian:
686
687 lntervjuar:
688
689 Kristian:
690
691 Inlervjuar.
692
693 Kristian:
694
695· Intervjuar:
696
697 Kristian:

709 Kristian:

722 Kristian:
723
724
725 Inten:juar.
726
727 Kristian:

Resulrat, analy~ og drofting p! individplan

Viss me ser p! I del nullpunktet i x er lik selcs.

Ja.

SA er det eit nullpunkt.

Jo.

Eeh I sA n!r f derivert av x er null I leva fortel det om I f av x I den opphavlege grafen.

At den viI ha et lOppunkt.

Den bar eit 10PPunkt.

Ja.

Det vii du ha i seks.

1a I del har du her.

Toppunktet stemmer med to

Her skulle vi /I hm I nei det skulle ildce I nei bvorfor skuUe det ikkje VlEl'e rett I det er bare det
at det er I konstant stigning her.

Mm.

Nei del er riktig denne her da toeren er riktig.

To bilete er no i konflikt. Pa den eine sida bar me toppunktet30 sam ein finn att i graf 2. Men
graf2 stig i intervallet x = 3 til x = 5. Det stemmer ikkje moo den biletlege tolkinga av grafen.
Eller em lilen lenkjepause finn Kristian sjl1Jlv at graf 2 er rett svar. NAr f'(x) ikkje stiglsl1Jkk

betyr det at f(x) bar konstant stigning. Diverre gar eg ikkje nrerare inn pa korleis Kristian
ll1J)'sle denne konflikten. Kvifor valde han asj! vekk fro den biletlege tolkinga?

Oppglve s: Oppg!ve 7 pi preven.

I denne oppgav8 nyttar Kristian begrepsbilete sam ikkje er i konflikt moo definisjonen. DA
finn ban og leysingane pA oppgavene utan store problem

892 Intervjuar:
893
894 Kristian,
895
896 Intervjuar:
897
898 Kristian,
899
890
891 Inlervjuar:
892

Kva viser f derivert her?

Den viser I eehm" hvordan altsA hvordan tendensen i salgel haT va:rt lean {du si det?

[Mm lJo.

Her I bar det vzrt ganske jewt salg og s1 bar han I ekt og ekt og ekt OK nAdd I Dei I det er 001
i hver1 fall I salgel bar ekt I sA bar det sunket igjen I mens tappen her I og I sunket.

MIn sA /I eeh viss du seier kva !r er salet pi topp?

)0 Krisrian seier at nArj(x) = 0 fir me eil toppunkt, men nemner ikkje al det ogs! kan gje cit botnpunkt.
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Elevar si grafiskc: fonnaing av derivasjon - c:i kvalilativ tilna:rming

893 Kristiao: Fen>.
894
895 lntervjuar: I Ar fem I og dc:t er grunna at?
896
897 Kristian: Den deriverte er lik nulL
898
899 lnterVjuar. MID.

SprMcet er noko upresist. Han seier at saIet bar auka og sA bar det selle att. Det korrekte er at
salol har auka heilt fram til !r fem. Fram til !r Ire har dol auka mykje, fr! !r Ire til !r fem har
dol ogsA auka, men ikkje like mykje. Det er likevel liten lvil om at Kristian her har eit bilete i
samsvar med definisjonen. Han les av verdiane og finn nAr salet er pa topp gronna at den
deriverte er lik null. Han argumenterer derimot ikkje for at det rna vera cit toppunkt grunna at
den deriverte er positiv fer fem og negativ etter. Ein kan og leggja mme til at begrepsbiletet
som var i konflikt med definisjonen pa furre oppgave ikkje er til stades no. NAr han fokuserte
p! nullpunlctet til den deriverte i line 679 - 697 m.ette han ei kognitiv konflikt mellom den
biletlege tolkinga av grafen og leva den deriverte til em funksjon er. Kanskje konflikten er
lsyst moo eit positivt utfall?

Tilsvarande finn me at ban no bar eit tilfredsstillande bilete av den andrederiverte 80m ban
nyttar til a svara pA. det siste spersmM.et.

911 Kristian:
912
913 lntervjuar.
91'
915 Kristian:
916
917 Intervjuar:
918
919 Kristian:
920
921 lntervjuar:
922
923 Kristiao:
92'
925 Intervjuar.
926
927 Kristian:

Da "kef salgc:t mest dc:t er jo eta den andredc:riverte I andrederiverte er lik null.

Mm.

Eehm /I hvis dette er den deriverte sA /I det er lin vanskelig Ase da men.

Viss dc:n andrederivc:rte skal vera lik null.

Ia.

Kva seier [det?

[Da skulle man jo egentlig tro at det var den her oppe da?

1a I dc:t hByres fomuftig ut men gAr I var [du?

[Siden det er toppunlctct pA I deriverte.

Kristian finn at salol er p! topp i !r Ire grunna at den andrOOeriverte er null. Eit bilete i
samsvar moo definisjonen. Det er litt interessant, sidan Kristian tidlegare i intervjuet hadde
vanskar moo den andrederiverte. Men situasjonen er noko annleis no eon leva den var i
oppgave 1. No er det f(x) som er gjeven. Dersom han veit at den andrOOeriverte er null n!r
f'(x) har eit toppunkt, s! kan han lesa dol rett av grafen. 1 oppg!ve 1 var dol f(x) som var

gjeven og ban matte vurdera eigenskapen f·(x) negativ for alle x. Ein ser at dei to ulike
situasjonane vekker ulike bilete, eventuelt at oppgAve 1 ikkje vekker nokre begrepsbilete.

Oppsummering av intervju med Kristian

Kristian bar noko kunnskap om bade den fyrste- og andrOOeriverte, man bar samstundes nokre
begrepsbiJete 80m gjev konfliktar. Desse kjem klarast fram nAr ban preYer c\ leysa oppgavene
grafisk.
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ResuJtat, analyse og drefting pa individplan

Det som skaper mest problem for Kristian er at han ofte tolJcar gralane hilet/eg. I mange
samanhengar tenkjer han at f'(x) stiglsekk nar f(x) stiglsekk. Del ser ein bAde nar han skal

skissera grafen til den deriverte. dvs. har oppgitt f(x). og nar han har oppgitt f'(x). P& same
tid ser ein at han har grei oversi!a over kva den deriverte til ein funksjon er. Han kIarer Asjc\
pA ein graf om stigningstalet er positivt eller negativt. Han er ogsA kIar over at ein fir cit topp­
eller botnpunkt n8r den deriverte er null. Det er ikkje a1ltid desse bileta kjem i konflikt moo
kvarandre sjelv om dei er potensielle konfliktfaktorar. I oppgave 4 "lever dei side om side",
han nyttar eitt bilete for ein del av grafen, og eit anna for ein anna del av grafen.

Kristian prover afinna funksjonsuttrykket h'l gralen. DA kan han nytta derivasjonsprosessen til
A tinne leysingar. Det er likevel ikkje aLJtid han k/arer anytta seg av inlormasjonen som
funksjonsuttrykket gjev. I oppg&ve I klarer han &sj& kva polynomfunksjon som beyrer til
nokre av grafane, men gjev likevel ikkje tilfredsstillande svar (til drones line 239 - 245 og line
339 - 347). I dei samanhengane der han kan nytta seg direkte av resultata frA
derivasjonsprosessen (line 489) er biletet til hjelp, men ikkje dersom prosessen gjev ein ny
situasjon som m& tolkast grafisk (line 339 - 347).

Det $Om skaper mest konflikt er den andrederiverte. Kristian veit at det er stigninga til
stigninga. Me ser og at han i oppg&ve 7 gjer utlIykk for at r(x) = 0 for toppunktel p& grafen
til den deriverte. End! eit bilete som samsvarar roed definisjonen. Men det kan sj! ut som at
han ikkje bar noko godt bilele av korleis f(x) ser ut etter som r(x) varierer. Han bar
vanskar med avisualisera den andrederiverte. I oppgAve 7 dreg han nytte av faktakunnskap
om r(x). "Salget eker mes! nar den andrOOeriverte er null" (line 911). Dersom han grafisk
m& tolka den andrederiverte furor del til konfliktar.

Kristian har s&leis noko fa1ctalcunnskap om samanhengane mellom f(x), f'(x) og r(x). Del
grafiske sprAket er decimot eit 2.ordens sprAk. Han har i stor grad ikkje klart a gjera fakta om
til kognitive einingar. Det som skapar mest konflilct er den biletlege tolkinga av grafen, samt
manglande grafiske bilete av den andrederiverte. Me ser og at dersom han nurter oppgAver der
han kan nytta falctakunnskapen direkte, lagar ikkje desse bileta konfliktar. Dersom han m&
tolka grafisk, er det stmTe sjanse for at bUete i konflilct med kvarandre eIler definisjonen vert
vella.

4.2.6 Oppsummering - elevane sitt begrepsbilete

Analysen av levart intervju gjev ei oversikt over begrepsbiJetet til dei fem e1evane. Det
varierer kor mange vekka bilete elevane har oar dei l110ter den deriverte i ein grafisk kontekst,
kor "kvantitativt rike" bileta er. Talet kognitive konfliktfaktorar varierer ogsA. Konfliktane ser
ut til Ahenga saman med i kOT stor grad bileta er kognitive einingar.M~ er cit godt dmne
pA ein elev $Om har eit rikt begrepsbilete moo mange kognitive einingar og fa konfliktar.
Emma har ogsA mange bilete, men freITe kognitive einingar og fleire kognitive
konfliktfaktorar. Her felgjer ei kort oversikt over dei tydelegaste "funna" i dei fem intervjua,
uavhengig av elev.

Dei fem intervjua viser at desse elevane har god oversikt over leva den (fyrste)deriverte til ein
funksjon er. Dei er kjend moo at den deriverte er stigningstalet til ein graf i eit punkt og at
tangenten viser om dette stigningstalet er positivt eHer negativt. Dei har totalt sett mylg·e
faktakunnskap om den deriverte. T.d. at I'(x) = 0 nAr grafen til den opphavlege funksjonen
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Elevar si graflSke forstaing av derivasjon - ei l..'valilativ tiln<emting

bar eitt topp- eller hotnpunkt, og at grafen til den deriverte er ei rett line oAr f(x) er ein
parabel. Likevel ser me at det van'erer i kor stor grad dei k/arer a dra nytte av denne
kunnskapen. For nolcre vert det berre faktakunnskap, ikkje kognitive einingar, sjalv om dette
ikkje er mest framtredande for den fyrstederiverte. Tangenten er dA eit godt grafisk
hjelpemiddel for alle e1evane.

I samanheng med den andrederiverte er det tydeiegare at elevane har farre kognitive
einingar. Dei har vanskar med Avisualisera den andrederiverte, og er difor meir avhengig av
funksjonsuttrykket. Det at den andrederiverte til dmnes er "stigninga til stigningan er ikkje til
bjelp i oppgAveleysinga for Andreas og Kristian.

For nokre av e1evane erfunksjonsuttrykket nedvendigfor a ieysa oppgavene. DA kan dei leysa
oppgava algebraisk. I samband med dette viser det seg at elevane av og tii toilear f(x) fei!
slik at dei tek utgangspunkt ifeil grafnar dei nyttar den'vasjonsprosessen. Dei trur kanskje at
ein fjerdegradsfunksjon er ein tredjegradsfunksjon, og at f'(x) da skat vera ein parabel.

Det er tydeleg at e/evane ofle toilear grafane bUet/eg, sjelv om det varierer i kOT stor grad dei
gjer dette. Den biletlege tolkinga gjev fleire utslag i same kategori; den deriverte er negativ
nAr f(x) ligg under x-aksen, grafen til J'(x) sekk nAr f(x) saki<, del er vanskeleg Ateikna
grafen til den deriverte nar x < O. Dette gjeld ogsA den andrederiverte sam vert kalla negativ
oAr f(x) er sakkande3l

•

Det er vidare /ettare a tei/ena grafen tii den deriverte ntir ein tek "sma steg". Dersom ein til
drones fyrst finn nullpunkta, og etterpA skisserer grafen mellom nullpunIcta, vert del lettare A
teikna grafen til den deriverte.

)1 I uti oppgli.ve nyttar eg sAleis uttrykket '''iJetleg tolking" ganske vidt. Det er sikken muleg i SWITe grad 1 skilja
dei ulike biletlege tolkingane, men resullatet vart det same for e1evane i min utval; graCen til den deriverte sAg ut
som den opphavlege grafen, Problemstillinga vert dr0fta n~rare i kapinel 5,
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4.3 Analyse og drofting av elevane sine loysjngar av utvalde oppgaver

I denne delen av kapitlet ser eg nrerare pA korleis tre etevar bar kryst to av oppgAvene fn\
intervjuet. Leysingane vert skildra ved hjelp av kart/diagram som viser begrepsbilete og
utfurte handlingar. Desse vert utgangspunkt for ei klassifisering av dei tre e1evane som skil
seg fni kvarandre ved at dei bar ulike kognitivt nettverk i samhand med den deriverte.

Karta/diagramma er bygd opp pA denne mAteo:

Begrepsbilete i samsvar
med definisjonen

=
==

""·.· ,· ,· ,=:············ .'· .'• Korrektlfei.llBysinC

~:====-~
~

OPPGAVE

Flgur 21: Oversikt over kartldiagram.

Oppgtiva stAr til venstre i figuren og er alltid forma sam eit rektangel/levadrat. Det lean vera ei
av de to intervjuoppgavene, eller det kan vera eit spersmAl fn\ intervjuaren. Det er to ulike
typar tankebobler knytt til oppgilva. Desse boblene er dei vekka begrepsbileta sam eleven har
i samband med oppgilva32

. Bobla som er forma scm ei sky, er eit bilete som er i samsvar med
definisjonen, medan den taggete bobla er bilete sam er i konflikt med definisjonen. Desse
boblene er knytt til konkrete handlingar moo stipla pila. Handlingane kan vera (matematisk)
korrekte (fonna som ein glatt sirkel/ellipse) eller fei] (taggete sirkel/ellipse). Som ein ser av
figuren kan bilete som er i samsvar med definisjonen fura til bilde feit og korrekt handling.
Vidare er handlingane knytt til cit svar. Dette er Markert med doble piler.

4.3.1 Oversikt over Markus sine loysingar

Markus er ein elev sam har eit rikt begrepsbilete og mange kognitive einingar. Han er trygg
pA grafsprAket og vel difor ofte grafiske leysingar. Figurane under viser at dette er til god
bjelp i oppgAvelsysinga.

)2 Som neJJUlt tidlegare kan ein ikkje sj! dei vekka begrepsbileta. Dei er berre mine tolkingar av kva $Om vert
sagt i intervjusituasjonen.
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Oppgave 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

.'
,,-'

.'

f{x) stigls0kk ~

/'(x) positiv/negativ

f{x)barbotnpunkt~

f'{x) bar Dullpunkt

'-----"---J-r:-~
=\

(Pl'::",,~,-=====+.... 1/
~ullpunkty T

=
I

\ )

Figur 28: Markus teiknar grafen til den deriverte av ein parabet

Som me ser av figuren gjer Markus umiddelbart to korrekte observasjonar som mer til rett
svar, Begge observasjonane er direkte knytt til eigenskapane til den deriverte. Her er det ingen
kognitive konfliktar som forvirrar. Ein kan ogsa leggja merke til at han vel ei grafisk l,0ysing.
sj,0lv om denne oppgava kan leysast ved akjenna att grafen som ein parabel.

Oppgive 1: Kva grafhar alle eigenskapane?

f{x) stigls0kk

~ /'(x) positiv/negativ

..,..,.. ,.. '

.....

Ser pi stigninga i

f{O) og f{l) Graf A er rett svar

Figur 29: Markus finn at grafA gjev rett svar.

Her nyttar Markus seg berre av eitt begrepsbilete. Det er ook til a fi~ at dei to fyrste
eigenskapane stemmer. Pa bakgrunn av det rneiner han at graf A rna vera det rette svaret. Han
vel nok ei gong ei grafisk laysing. Han vurderer ikkje den siste eigenskapen. Eg ber han om A
sjekka dei andre grafane. sidan han meiner at graf A er rett svar.
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Ser pa stigninga i

/(o) 0& 1(1)

D.

=~=

/(x)stiglsekk
~ /'(x) positiv/negativ

, ,.

Ulelukkar guf C og D

Figur 30: Markus utelukkar gmfC og D.

Pa same mAte som at han fann at dei to fyrste eigenskapane stemte i wrre graft finn han at dei
ikkje stemmer for graf C og D. Det er difor Dok moo eill (grafisk) begrepsbilele for a utelukka
desse to grafane.

Krumminga fortel om den
andrederiverte er negativ eller
positiv

'--
...............

ci::f~'mm:>"':~··===oj~. Ulelukkar gufB

Fi.&ur 31: Markus utelukkar gratB.

Her nyttar Markus eit grafisk bilete av den andrederiverte som ikkje er i konflikt moo
definisjoDco til a sja at det ikkje kan vera graf B. Ein kan og leggja merke til at han
(tilsynelatande) ikkje vurderer dei to fyrste eigeoskapane. Del er nok a sja at dco
andrederiverte ikkje er negativ for alIe x.

E. ,
'1\,

-----r-r-
==c::::> Krumminga fortel om den

andrederiverte er negativ eller
positiv

---.'.. '

~:r~~='==~~~ ~ ... UtelukkargrafE

Figur 32: Markus utelukkar grafE.
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Denne grafen vert utelukka pa same mate som grafB. Han registrerer at den andrederiverte er
positiv pa delar av grafen. Eitt bilete var ook til a gje rett svar.

Oppsummering:

Det som er mest pcifa11ande er at Markus er SVl£rt effektiv nAr han IJ1JYSer desse oppgavene.
Oppgave I vart leyst voo hjelp av berre to vekka begrepsbilete. som begge var i samsvar moo
definisjonen. Markus har difor evna til a fokusera pa det som er vesentleg i oppgAva.. og vert
ikkje forvin'a av kognitive konfliktar.

4.3.2 Oversikt over Emma sine leysingar

Emma er ein elev sam bar mange begrepsbilete i samband med den deriverte. Men ikkje aile
bileta er kognitive einingar og nolae av bileta er i tillegg i konflikt med definisjonen. Ho er
ikkje trygg pa grafspdket, og er til de1s avhengig av funksjonsuttrykket. Dettc spelar oaturieg
nok ei rolle for korleis ho leyser oppgAvene.

OppgAve 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

\
----

f{x) stig/sekk -+
/'(x) positiv/negativ

o

==c:::>

=

=

.-­.-'_..-.--
L;;:--'------==~. ------------

Ing. layslng•••

Grafen er em
parabel

•

Figur 33: Emma teiknar grafen til den deriverte av ein parabel.

Grafen vekker eit korrekt begrepsbilete som vert nytta til teikna ein tilna:rma korrekt graf Nh
bo tenkjer over svaret viser det seg at cit begrepsbilete som ikkje er i samsvar med
definisjonen lagar ein konflikt. Dctte finer til at Emma vert usikker og kjem inn i ei blindgate.
Konflikten vert ikkje l.0)'st, men Emma finn ein algebraisk innfaiisvinkel som Ieyser
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problemet. Ho klarte difor ikkje A leysa donne oppgAva berre ved hjelp av grafiske
framgangsmAtar.

Oppgave 1: Kva grafhar alle eigenskapane?

Grafen til /'(x )StiglS0kk

nh j(x)stigisokk

j (x) bar toppunkt

? f'(x) = 0

~--­----

0=

-----

:(-======..~ Utelukkar graf A

og les av
verdien i

1'(0)

Teiknar

Ttv
Figur 34: Emma utelukkat graf A.

Denne oppgAva vekker to begrepsbilete. der det eine er i konflilct moo definisjonen. Det ferer
til at grafen til den deriverte vert feil. Difor vert ogsA svaret feil Ein kan leggja merke til at
den potensielle konfliktfaktoren mellom bileta ikkje vert ein kognitiv konflikt, sidan ho ikkje
sjelv reagerer pA at grafen ho teiknar er feil. Ho gAr difor vidare for A sjekka dei andre
grafane.

(x'f =H

r (x)er positiv
Utelukkar geaf B

Figur 35: Emma utelukkar gratB.

Sjelv om denne grafen ogsA er ein parabel (slik graf A var) vekker denne eit anna
begrepsbilete. Dette biletet er ikkje i konflikt med definisjonen. Enuna kan no nytta ein
algebraisk framgangsmAte til A utelukka graf B. PA oeste graf prsver ho eio grafisk
framgangsmAte.
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loga leysiog...

---------------------

,,
ep
,,,

,,

J(x) Iw vendepunkt

7 j'(X)1w
bompunkt

Teiknar

WOgles'v
grafen

I

,,,,,

0,,,,,

= ",,,,,,

J(X)lwtoppunkt

7 j'(xhAr
gjennom oeigo

0° 0
c. y 0

0

/"~,

Intervjuar.
Kan du tei.kna
tangentar?

===
---

GrafeD stiglsekk ~
tangenten stigande/s0kkande

---------
Ser pA tangentane

i J(O) og J(I) Utelukkar graf C

Figur 36: Emma utelukkar grafe.

Denne oppgAva vekker fleire begrepsbilete. Problemet er at det eine biletet er i konflikt moo
definisjonen, slik at Emma teiknar grafen feil (slil< me ogsa sag nar ho sknlle teikna grafen til
den deriverte av graf A). Ho klarer heller ikkje anytta seg av grafen ho har teikna, og ho vert
difor spurd om ateikna inn tangentar pa graf C. Det vekker eit bilete 80m ikkje er i konflikt
med definisjonen og som ho klarer a dra nytte av for ;i utelukka graf C.
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Vendepunkt pi

f(x) ~ toppunkt

pi j'(x)

Graf D kan vera rett

.... I 1 .nga eysmg...

-' ­..­.--.'-..-..-

oo

.'­---..----.--

-' .

f{x )over/under x·akse

/'(x) positiv/oegativ

--
--

o

o

,

o
<:>

o

o.

f(X)lulre;'
lolc.alt toppunkt

lnrervjuar:

Kva" r(x) ?

InteJvjuar.
SjA pi dei to fyrste
cigenskapane ei
gong til

Flgur 37: Emma finn at grafD kan vera rett

OgsA denne oppgava vekker mange begrepsbilete. Men bo klarer ikkje Agje SVM pA oppgAva
ved hjelp av desse. Me ser og at ho har eit bilete av den andrederiverte som er i konflikt moo
definisjonen, og dette biletet er difor hener ikkje til hjelp. Ho vert difor spurd om Asjekka dei
to fyrste eigenskapane ei gong til. Dei vekker no eit biJete som er i konflikt moo definisjonen,
og pA bakgrunn av det meiner bo at graf D kan vera rett graf.
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Bunn-ltoppunkt po J(X)"
nullpunkt po I'(X)

.'

,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,

Utelukkar geaf E

/c::>,,,,,,,,,

Vendopunkt po J(x)
-+ toppunkt po I'(X)

=

eiknar og les av

:1v1'(0)
I og 1'(1)

/====~ Stemmer for dei to
tyrste eigenskapane

Vendepunlct oM
grafen gAr fri positiv
til negativ krumming

r(x)<O-+
vendepunkt mA gl
o 0=

E. 7

'-i\x----r-r

Figur 38: Emma uleluldnu- grafE.

Begrepsbileta som denne grafen veller gjer Emma i stand til Ateikna ein graf av /'(x) som er
nesten riktig. Hei!! riktig vert den ikkje grunna ein po!ensiell konfliktfaktor. Men grafen er
riktig Dok til A sjekka dei to fyrste eigenskapane. For A utelukka denne grafen nyttar ho
derimot eit grafisk bilete av den andrederiverte $Om er i konflikt moo definisjonen. No har ho
utelukka alle utanom graf D. Eg ber ho difor om Asjekka eigenskapane ei gong til.

Inte<vjuar: 0 = c:::>
Sjekk eigenskapanc
i grafD ei goog til

1'(0» 0-+
tangenten InA sliga

,,,
,,

Sjekkar tangenten

;J(O) Utelukkar grar D

Flgur 39: Emma uleluldnu- graf E.

No vert berre eitt bilete vekka, og det er ikkje i konflikt med definisjonen. Dct er difor enkelt
asja at del ikkje kan vera grafD 80m er relt. Graf A vert difor vurdert pa nytt.
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/
(-x')" =-2

..,

graf stiglsekk -7
tangenten
stigandelsekkande

Set p! tangentane

i ItO) og i(l)

Grafen erein
parabelr--------,o <::> 0

A. 1

-h-.
Graf A er rett svar

Figur 40: Emma finn at graf A er Tefl

No gjer Emma to korrekte observasjonar som er moo pa a bekrefta at aBe eigenskapane
stemmer. Oet vert beller ikkje vekka nokre bilete sam skapar konfliktar. Me kan ogsA leggja
merke til at bo nyttar ein algebraisk framgangsmate for Asjekka den andrederiverte

()ppSUEnmBerUmg:

Emma bar vanskar moo AlBysa desse oppglivene. Me ser at sjelv om grafane velder mange
begrepsbilcte sA klarer ho ikkje alltid li dra nytte av desse. Samstundes bar ho ein del bilete
som er i konflikt med definisjonen. Oesse gjer at ho ofte endar opp moo feilleysing, eller inga
leysing i det heile. Ho har ogsA visse problem moo li sjA leva som er det viktige for li leysa
oppglivene. Difor er ho ikkje effektiv i kJysingsstrategiane sine. Me ser likevel at sjelv om ho
ikkje har like gode grafiske biJete av den deriverte, sA vel ho ofte grafiske leysingar. Men dei
gongene ho vel lileysa oppglivene algebraisk er ho effektiv og trygg.

4.3.3 Oversikt over Kristian sine Isysingar

FrA 4.2.2 gAr det fram at Kristian er ein dev som bar fa kognitive einingar. Han har ein del
faktakunnskap om den deriverte. men det er ikkje alltid desse bileta vert vekka i samband moo
oppgAver. Oet tyder pi at han i utgangspunktet bar avgrensa kunnskap om den deriverte Adra
nytte av nAr han skal Ieysa oppgivene.
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OppgAve 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

Grafener
em parabel

Figuc 41: Kristian teilcnar grafen til den derivertc.

Me ser at Kristian umidde1bart registrerer leva graf det er. Han kan difor nytta ein algebraisk
framgangsmate til Agje eit korrekt svar. Ein kan leggja merke til at han ilckje vurderer grafisk
om svaret er rimeleg. men stolar pa den algebraiske utrekninga.

OppgAve 1: Kva grafbar aUe eigenskapane?

E.
f(x )stig/sekJ: 7

/'(x) positiv/negativ

US av stigninga i

flo) og f(l) Gut E er rett svar

f'(x) or stigoioga

Int=juar. () til stigoioga
,--Kv_a_med_f_·,-X_7---,=='--"-"""'-._"'-,,--./-~

.-..-
0."-~.
~ ~ ... Ingaleysin&

FJgur 42: Kristian finn inga leysmg pi grafE.

Grafen vekker berre eitt begrepsbilete. Det vert nytta til a sjekka dei to fyrste eigenskapane.
Han vert difor oppfordra til a sjA n~rare pA den siste eigenskapen. Det vekker eit bilete som
han tilsynelatande ikkje klarer A dra nytte av sidan det berre er falctakunnskap. Han klarer
difor ikkje aseia om denne grafen er korrekt eller ikkje. Han :fAr no ein gjennomgang pA. kva
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den andrederiverte til ein funksjon or (forteiknslinor, vendpunkt, krwnming). Han bYJiar no po
nytt med graf A. .

A. ,

-h-. = =c=::> f(x) 'tiglsolde ~

/'(x) positiv/negativ

Les av stigninga i

f(O) o&f(l) r===,. Graf A er rett svar

lnten;uar:
Kv> mod r(x) ?

~--- 0.. 0 0~ ~~-_ ? _
===..~.. Inga lsysing...

Figur 43: Kristian finn inga leysing p.! graf A.

Utfallet etter gjennomgangen av leva den andrederiverte er har ikkje hatt noko A seia for
korleis Kristian leyser oppgAva. Graf A vekker eitt begrepsbilete som gjer Kristian i stand til A
sjekka dei to fyrste eigenskapane, men den andrederiverte gjev ikkje meining. Grafen vekker
ikkje nokre begrepsbilete $Om kan bidra til Alsysa denne oppgAva Han meiner DO at han har
oppfalta oppgAveteksten feil, og startar difor po nytt moo grafE.

e. ,

~.
= = c::::> f(x) " ,in

tredjegradsfunksjon

Det er grafE

Figur 44: Kristian finn at grafE kan vera rett.

Grafen vekker no eit biJete som gjer at Kristian er i stand til agje ei deJvis aJgebraisk leysing.
Likevel vert svaret feit grunna at den grafiske tolkinga er feil. Det cine begrepsbiletet er ikkje
nok til 0 gje eit tilfredsstillande svar.
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,

0ix)ec~:\'===="
~ / .. Utelukkar graf A

Figur 45 : Kristian utelukkar graC A.

Den same framgangsmAten som Kristian nytta for graf E vert no nytta til Autelukka graf A.
Det eine begrepsbiletet er ikkje i konflikt moo definisjonen, men konklusjonen er likevel feil.
Kristian har ikkje nok oversikt til Adra nytte av det han finn ut. Det ender no moo at leysinga
vert gjeven

Oppsummering:

Kristian Idarer ikkje a leysa den siste oppgava. Totalt sell nyttar han berre to ulike malar for a
leysa desse oppgAvene. Han har ein metode (eitt begrepsbilete) for a vurdera ['(xL og ein

metode for a vurdera J'(",). Begrepsbileta er i for stor grad faktakunnskap, ikkje kognitive
einingar. Difor klarer Kristian beller ikkje overgangen til a tolka bileta i ein grafisk
samanheng.

4.3.4 Markus, Emma og Kristian i hove til kvarandre

Begrepsbiletet i samband moo den deriverte skil desse tre elevane fra kvarandre. Det har noko
a seia for korleis dei leyser oppgavene

Markus har cit rikt begrepsbilete, moo cit kompakt nettverk av kognitive einingar. Han klarer
saleis a dra nytte av dei vekka begrepsbileta i oppgaveleysinga. Han held folcus pa det som er
vesentleg i oppgava og broker ikkje tid pa kognitive konfliktar eller tungvinne strategiar.
Dette kjem tydeleg :fram i diagramma $Om viser at Markus i oppgAve 1 berre nyttar eitt bilete
for a utelukka grafe og D, og eitt bilete for a utelukka grafB og E. Vidare ser me at bileta er
knytt til ci grafisk tolking av den deriverte. Han har grafiske bilete bAde av den deriverte og
den andrederiverte som han er trygg pA. Markus er beller ikkje avhengig av ein spesiell
metodelprosess nOr han arheider mod desse oppgavene. Han tenkjer proceptual (Gray og Tall
2001).

Emma har ogsA cit rikt begrepsbilete. Likevel bar ho st0rre vanskar moo A. 10ySa oppgavene.
Det bar ein samanheng med at dei vekka begrepsbileta ikkje er kognitive einingar. Ho evnar
beller ikkje pA same mate som Markus a sja kva som er det vesentlege for Aleysa oppgAvene.
Mange biJete vert vekka i rome moo ein graf, og nokre av biJeta er i konflikt moo kvarandre
ogfeller definisjonen. Totalt sett vert det difor ein meir "kaotisk" situasjon som krev mykje
krefter mentalt. Ofte kjem Emma ut av dette moo galt svar, slik me til dmnes ser i oppgAve 1,
graf D. Emma vel i sterre grad a l0ysa oppgavene vOO hjelp av ein prosess (procedural
thinking, (Gray og Tall, 2001) Ho pr""er a teikna grafen til den deriverte for lesa
eigenskapane av den nye grafen. Det klarer ho ikkje alltid grunna bilete som lagar konflikt.
Dette er ogsA ein meir arbeidskrevjande metode enn den Markus nyttar i dei same oppgAvene.
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Likevel fungerer denne metoden i nokre tilfelle. Nair grafen er ein parabel (oppgAve 2 og graf
A og B i oppgAve 2) vert derimot situasjonen sa enkel at prosessen fungerer tilfredsstillande.

Kristian har eit fattigare begrepshilete. Han har ein del faktakunnskap om den
derivertelandrederiverte, men bileta hans er ikkje kognitive einingar. Det mer i sin tur til at
han ikkje hryser desse oppgavene tilfredsstillande. Pa same mate som for Markus, vekker
grafen i oppgive 1 berre cirt bilete. Men Kristian klarer ikkje a dra nytte av det vekka biletet.
Han dreg slutningar for raslet (fyrste gong han lIUilter graf E), han dreg feil slutning (andre
gongen han lJl.0ter graf E), eller han kJarer ikkje a dra noko slutning i det heile (nAr han vert
utfordra pA den andrederiverte). Han klarer likevel i oppgave 2, pa same mA.te $Om Enuna, A.
teikna den deriverte til ein parabel. Han er likevel ikkje trygg nok pA denne prosessen heller.
Mellom anna finn han i oppgave I at den deriverte til graf A er linerer. Men dette vert nytta til
Autelukka graf A. Han er sAleis ofte pA cit pre-procedural (Gray og Tall, 2001) og av og til pA
ei procedural nivA..

Det er samstundes interessant i samanlikna dei grafiske framstillinga i kap. 4.3. Markus er til
demes langt mw effektiv enn Emma mir han l.eyser oppgAvene. Men ut fra den grafiske
framstillinga kan det sjA ut sam at eit fattig begrepsbilete er positivt na ein skal leysa
oppgAver. Markus har tilsynelatande cit fattig begrepsbilete nAr ein ser pa talet vekka bilete i
samband meet ei oppgA.ve. medan Emma har cit rikt bilete. Men Markus viste gjennom heile
intervjuet at dei vekka bileta ogsA var kognitive einingar. Difor er det tilsynelatande fattige
hiletet i dette tilfellet herre eit uttrykk for at Markus har fitt til det Barnard og Tall (1997) finn
som to viktige faktorar for ein fyldig kognitiv struktur. Markus har:

I. Pressa saman informasjon slik at den passar inn i kagnitive einingar.
2. Knytt samaIl kognitive einingar slik at han fokuserer pA. relevant informasjon nAr det er

nedvendig.

Dette nivAet er Emma enno ikkje pA, og hennar situasjon vert difor noko roeir ''kaotisk''. Ho
har likevel cit rikt begrepsbiJete, men det er $Om nemnt tidJegare ikkje nok.
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5 SAMLA DR0FTING AV RESULTAT

5.1 Innleiing

FmTe kapittel drafia problemstillingane pa individplan. Eg har pnwd a gje ei oversikt over
begrepsbiletet til den enkelte eIev, samt sett merare pa korleis elevar moo ulik kognitiv
struktur l.ayser derivasjonsoppgaver. Kapittelet gay ogsa ei kort oppsummering av dei sentrale
funna i samanheng med elevane sin kognitive struktur, og det vart laga ei grafisk frarnstilling
av korleis tre elevar med relativt ulik:. kognitiv struktur l.0)'ste cit utval av oppgavene i
datainnsamlin~a. Eg vii no ta utgangspunkt i desse resultata og drafia nolae av dei pa eit meir
generelt plan3 . Dreftinga tek utgangspunkt i problemstillingane og forskingssparsmaIa fra
kap. 1.2.2. Sjelv om problemstillinga og analysen er todelt har eg vald asja pa utvalde resultat
samla. Grwmen til dette er at dei to problemstillingane er nam knytt til kvarandre.
Begrepsbiletet paverkar korlcis dei 1eyser oppgaver og oppgavel.0)'sing kan paverka
begrepsbiletet.

5.2 Drafting av utvalde resultat

Falgjande forskingsspersmaI var utgangspunkt for a svara pa den fyrste delen av
problemstillinga:

Har elevane eit "funksjonelt" begrepsbilete av den deriverte i h.0ve til den formeIle
begrepsdefinisjonen. Nyttar dei eventuelt den formelle definisjonen?
Har elevane mange bilete i samband moo den deriverte. Har dei "rike" eIler "fattige"
begrepsbilete?
Kan ein identifisera kognitive konfliktar i begrepsbiletet?

Falgjande forskingsspersmaI var utgangspunlct for a svara pa den andre delen av
problemstillinga:

Klarer elevane atolka den deriverte grafisk, ener vel dei andre l0ysingsmetodar?
Er det slik at eit ,.rikt,. begrepsbilete gjer det lellare d leysa grafiske
derivasjoMowg~er? .
Kva har kognitive konfliktar aseia for elevane oar dei arbeider moo oppgavene?

Det som er tydelegast etter intervjua er at:

Elevane har god oversikt over den fyrstederiverte, men frerre bilete knytt til den
andrederiverte.
Det er nokre potensielle konfliktfaktorar, men frerre kognitive konfliktfaktorar.
Elevane prever i stor grad anytta grafiske Ieysingsmetodar, men lukkast ikkje alltid.
Eit rikt begrepsbiIete er ikkje ook.
Det er samanheng mellom mange kognitive einingar og effektive leysingsstrategiar.
Det er effektivt a tenkja proceptual, men elevane er ofte ikkje pa dette nivaet.

33 Eg minner om at det i metodekapitlet vart argumentert for at del er muleg Ageneralisera egsA frA eit lite utval.
Difer vert egsa resultata i noken grad vurdert mot undervisningsfonn, sjelv om dette ildge bar batt noko plass i
datainnsamlinga. Det gjekk. fram av samtaJar med lrerar og elev fer datainnsamlinga leva l<ereverk dei nytta og at
undervisninga i stor grad tilnrenna seg stoffet ved hjelp av dene la:reverket. I tillegg er det naturleg Atrekkja inn
lrereplanen.
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Det var tydeleg at elevane hadde god oversikt over leva den (fyrste)deriverte til ein funksjon
er. Dei nurtte her den deriverte i em grafisk samanheng og alIe elevane hadde eit bilete av den
deriverte scm var funksjonelt og i samsvar med definisjonen til den deriverte. Dette var hener
ikkje overraskande. og kan tyda pa at elevane har jabba ein del moo grenseverdien uttrykt ved
tangenten til grafen i eit punkt. Dette er ei framstilling sam larreverket til elevane nyttar.
Vinner (1991) finn at elevar har misoppfatningar i samband med tangenten og meiner at det
ikkje er uproblematisk A nytta denne tilnrenninga til den deriverte. Denne analysen viser
likevel at tangenten var ei kognitiv eining far elevane og eit gadt hjelpem.iddel i
oppgAveleysinga.

Elevane hadde ogsA mykje anna faktakunnskap om den deriverte. I fulgje lrereplanen skal
elevane n .. forsui sammenhengen me/lom forlBpet til funksjoner og Jeres fBrste- og
annenderiyerte....• og n •.. /cunne tolke den deriverte i praktiske sammenhenger....• (KUF.
1999, s. 10). Stort sell viste det seg at elevane til demes kjende til at f'(x) = 0 nOr grafen har
eit tapp- eller botnpunlct. at grafen stig nAr den deriverte er positiv. eller at grafen til den
deriverte kunne fartelja kor mykje salet av ei bok auka og minka Utvalet mitt besth av elevar
som har fullfm1 2MX, og dette kan tyda pa at dei har tatt med seg vesentlege delar av
lrereplanen sine mAl 5. Det korn likevel klart fram at det varierte mykje i kor stor grad dei
kIarte A dra nytte av denne kunnskapen. Dei vekka begrepsbileta var ikkje alltid kognitive
einingar. Del viser seg at det ikkje alltid er nok Aha eit "riJct" begrepsbilele (kvantilatiVl Sell).

Spesielt tydeleg er det at e1evane generelt har fa kagnitive einingar knytt til den
andrOOeriverte til ein funksjon. Dei har em del falctakunnskap. scm at den andrederiverte er
stigninga til stigninga, og at grafen til den deriverte har topp- eller bolnpunkt nOr grafen til
I(x) har eit vendepunkt. Men dei har vanskar moo Atolka den andrOOeriverte grafisk og A
visualisera den andrOOeriverte.

Sett i samanheng moo det ein etter hereplanen skal kunna om den andrOOeriverte er ikkje dette
overraskande. Elevar pa vidaregAande skal kunna nytta den andrederiverte i samband moo
funksjonsdrefting, (kjenna til krurnrninga til grafen). Det er likevel ein vanleg frarogangsrnAte
a sjekka forteiknet til den andrOOeriverte algebraisk vOO at funksjansuttrykket vert derivert to
gonger. Forteiknsliner vert ogsa mykje nytta i denne samanhengen.

Likevel skulle ein kunna eoska at fleire av elevane nytta krumminga til grafen sam eit
hjelpemiddel i appgave1eysinga sidan dette er cit begrep scm vert mykje nytta i lrerebekene.
For Markus er krumminga ei kognitiv eining og eit god! hjelperniddel nOr han layser oppgAve
I i intervjuet. Det vert langt vanskelegare Asj! at f"{x) < 0 for alle x dersom ein til d0IIles
fyrst rnA finna funksjonsuttrykkel til ein vilkOrleg graf (ei procedural ti1namning til oppgAva).
Del er lellare Aleysa oppgAvene nOr ein tenkjer proeeptual.

Totalt sett var det ikkje eit stort tal potensielle konfliktfaktorar hjA e1evane. men det var
spesielt to bilete scm gjarde ei grafisk leysing av appg!vene vanske1eg. Det som var mest
tydeleg var at elevane i mange samanhengar tolka grafen biletleg. Dei vekka bileta varierte
noko i nformn

• men det var ei biletleg talking som lag bak i alle tilfella. Vanlege
formuleringar var; nkorleis kan grafen til f'{X) stiga nar grafen til f{x) SBkJc?". og "grafen
til den deriverte lean ikkje sliga mir den deriverte er negatiy".

Som nemot i kap. 4.2.6 kan min bruk av uttrykket "biletleg talking" diskuterast. Dei to
utsegna i avsnittet over er ikkje nedvendigvis same vekka bitete. men dei lean vera det. Det
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fyrste er knytt til korleis [(x) fysisk ser ul, medan del andre er knytt til ein eigenskap ved den
deriverte og er ikkje nOO.vendigvis avhengig av ein oppteikna graf. Men det kan ogsA henda at
det er same vekka bilete, men at eleven har cit upresist spr3.k (kanskje eleven meiner det same
i dei to tilfella, men likevel uttrykkjer seg pA forskjellig mAte).

Vidare nyttar anna litteratur uttrykket pA ein mate $Om ikkje fulit ut overlappar min bruk.
Nygaard ef al. (1999) gjev d0lIle po at elevar pA ungdomsskulen oppfaltar ein graf som eit
bilete av ein situasjon:

Figur 46: Orafscm eit bilete av em situasjon

Det er mange elevar som merner at denne grafen fortel om ein fottur der dei fm'st gAr to timar
oppover, sA gar dei bortover i tre timar fm dei til slutt gAr nedover ein time.

Det kan diskuterast om denne oppfattinga er av same slag som det eg definerer $Om biletleg
tolking i denne oppgava, men for begge misoppfattingane er noko av problemet relatert til
funksjonsbegrepet. For a gje ei rilctig tolking av ein graf rna ein forsta at ein har ein uavhengig
variabel pA x-aksen, og ein avhengig variabel pa y-aksen. I figur 46 er det slik at ein for ein x­
verdi kan lesa av kOT mange kilometer ein er frA startpunktet. Dersom ein skat skissera grafen
til den deriverte til £igor 46 rnA ein forstii at stigningstalel i eit punkt pA grafen er y-verdien til
grafen til den deriverte i for same x-verdi.

I tilfellet derivasjon er det difor nOO.vendig at ein oppfattar den deriverte sam ein funksjon
med den same uavhengige variabelen sam den opphavlege grafen. /'(2) gjev difor

stigningstalel til grafen til [(x) i punktet (2,[(2)). Delte er vanskeleg dersom ein ikkje har
gjort den deriverte til cit objekt sam ein sjelv kan utfiJra operasjonar pa
(reification/tingleggjering). Dermed opplever ein at elevar nyttar derivasjonsprosessane
tilfredsstillande (Sfard si condensation, Sfard, 1999 og Tall silt processnivl, Gray og Tall,
2001), men far vanskar nAr ein ikkje lenger kan nytta ein besternt prosess.

Samstundes kan dette problemet delvis vera re1atert til kva spnllc ein nyttar. Det er muleg at
mitt sprAk ikkje var det same som det dei mette i klasserommet. Det kan ha paverka e1evane
sitt sprik. Uansett var ikkje elevane konsekvente i sprAkbruken. Ein graf kunne vera
stigandelsekkande i ein samanheng og positiv/negativ i ein annan. Samstundes var bAde den
deriverte og tangenten positiv/negativ eller aukandelminkande. Dette er ikkje rwdvendigvis eit
problem. Men uklart spnik kan vera opphav til misforstAingar. Det var i alle fall tydeleg at
elevane ikkje sag at nAr grafen til den deriverte lag under x-aksen, var stigningstalet til den
opphavlege grafen negativt. Eit uklart sprAk kan vera moo pA A bygga opp under
mi$Oppfattingar.
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I tillegg til ei biletleg tolking av grafen, var spesielt eitt vella bilete av den andrederiverte
opphav til konflikt hja nolere av elevane. Den andrederiverte seier noko om krumminga til
grafen. Men elevane tolka dette (i samband moo oppgave 1 i intervjuet) som at grafen til f(x)
sekk: nAr den andrederiverte er negativ (medan det eigentleg er eigenskapen til den deriverte).
Det er vanskeleg A seia kvifor dei tolkar den andrederiverte slik.. I lzrebekene vert den
andrederiverte knytt til krumminga, grafen vender den hole sida opp eller ned. Kanskje
elevane rett og slett ikkje har jobba nok moo den andrOOeriverte, slik at begrepet ikkje vert ei
kognitiv eining for elevane.

Sjelv om nolere av elevane hadde ein del potensielle konfliktfaktorar, var det :ra kognitive
konfliktar. Ulike begrepsbilete vart vekka til ulik tid, der nolere av dei var i konflikt med
kvarandre eller definisjonen. Men desse vart sjeldan vekka samstundes. Det tyder pA at sjelv
om begrepsbiletet, er "kvantitativt rikt"'. er ikkje nettverket i den kognitive strukturen godt
nok for desse elevane. Dei har mange vekka begrepsbilete, men fame kognitive einingar.

Dei episodane der elevane hadde kognitive konflilctar var ofte knytt til ei biletleg tolking av
grafen. Mellom anna sa Emma at " .. .da vii han jo faJaisk stige / for det er litt rart / for eg har
jo sagt at han er negativ her..." (line 552). Likeins sa Andreas at ". _.sa den eker jo og jeg
liker ikke det he/to .. n (line 317). Kognitive konfliktar kan vera eit teikn pi at elevane er pA veg
mot eit hegare abstraksjonsnivA. Dei reflekterer over loysingane i staden for A nytta ein
rutinemessig framgangsmAte.

Det var samstundes uvant for elevane a jobba moo derivasjonsoppgAver som hadde ei grafisk
vinkling. Uereverket dei hadde nytta i 2MX hadde ei tradisjonell tilnrerming til derivasjon
ved hjelp av grenseverdiar og tangentar. Den grafiske tolkinga er knytt til funksjonsdrefting.
Dei er alltid funksjonsuttrykket gjeve og dei nyttar forteiknsliner og derivasjonsreglane for a
undersekja forteiknet til den fyrste- og andrOOeriverte. Det er difor tydeleg, og kanskje
naturleg, at ei grafisk framstilling vert eit spcik av 2.orden for elevane. OppgAvene i intervjua
viser i aile heve at den lreringsprosessen dei bar vore gjennom ikkje fullt ut har gjeve ein
tilfredsstillande kognitiv struktur.

Intervjuanalysen viste vidare ein Idar samanheng mellom mange kognitive emmgar og
effektive l.eysingsstrategiar. Som nemnt tidlegare er det viktig for ein fyldig kognitiv sb:u1ctur
at ein evnar a komprimera informasjon slik at den vert ein del av ei kognitiv eining og at em
koplar kognitive einingar saman, slik at ein har relevant informasjon tilgjengeleg nAr den
trengs.

Markus er ein elev moo ein rik kognitiv struktur som tenkjer proceptual. Han nyttar til ei kvar
tid framgangsmiltar som er passande for problemstillinga. Han bruker heller ikkje krefter pil
vurderingar scm ikkje er relevant for oppgAva. Han l.eyser difor alle oppgAvene i intervjuet pa
ein effektiv og oversikteleg mAte. Dei andre elevane i denne datainnsamlinga hadde ikkje den
same rike kognitive struktur som Markus. Det er i den samanheng eit poeng at elevane som
vart vald til intervjua var flinke elevar. Dei gjorde det middels til svreTt bra pa den skriftlege
preven. Det var difor lett atru at dei hadde ei grei oversikt over emnet. Likevel er de fleste pa
eit prosessnivA. Dei har ikkje nok kognitive einingar og for fleire er derivasjonsbegrepet ermo
ikkje tingleggjort. Dette fNeT til vanskar nAr oppgAvene er av ein slik art at dei ikkje kan nytta
ein algoritme eller liknande.
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5.3 Grafisk derivasjon i k1asserommet

Som nemnt tidlegare kan ikkje resultata frA analysen av datamaterialet vurderast direkte mot
undervisningsform i delUle oppgAva. Eg har ikkje vore til stades og observert undervisninga til
desse elevane. Det har heller ikkje yore noko mM A vurdera ulike undervisningstypar mot
kvarandre. M!let moo denne oppgava har yore Ii fl ei oversikt over ei gruppe elevar sitt
begrepsbilete innan (ein del ay) eit matematiske emne. og sjli om det er nokon samanheng
mellom begrepsbilete og 1eysingsstrategiar i utvalde oppgAyer. Det er likevel interessant li sjA
merare pi nokre av resultata moo "herarbriller". Dette delkapitlet er difor todelt. Med
bakgrunn i analysen vii eg ryr,t dT0fta korlcis em kao jobba moo grafisk forstAing av den
deriverte i klasserommet. Vidare viI eg ta for meg nohe utfordringar i samband moo ei
grafisk ti1orerming.

Det er fleire gonger tidlegare i oppgAva nemnt at mange lrerebeker nyttar grenseverdiar som
ei tilnrenning til den deriverte. I kurset IMX vert gjennomsnittleg og momentan vekst nemnt
og ein gjev dmne pa korleis lommereknaren kan finna den momentane vekstfarten utan at ein
gar nrerare inn i korleis ein sjelv kan finna denne34

• I kurset 2MX ser ein nrerare pli den
momentane veksten ved hjelp av tangentar og grenseverdiar. Definisjonen til den deriverte
vert gjeven og denne vert nytta til Ii derivera enk1e funksjonar. Etter nokre fA drone vert
derivasjonsreglane gjevne. Desse vert vidare nytta i praktiske samanhengar og til
fuoksjonsdrefting.

Mange hevdar at ei visuell tilnrerming til den deriverte kan hjelpa elevar moo i forst! den
deriverte bette". Ein lolcal rettlina graf (Tall, 1985b) kao til demes vera ei kognitiv rot for
elevane i starten av Iamngssekvensen, slik at ein i stmTe grad unngAr konfliktar knytt til
grenseverdiar og tangentar (Vinner. 1991). Datamaterialet fri denne oppgiva viser derimot at
elevane har god kontroll pA den deriverte til ein funksjon. Dei veit at den deriverte gjev
stigningstalet til grafen i eit punkt, den deriverte fortel kor mykje grafen stig eller salek. Det
kan tyda pi at den tradisjonelle tilnrenninga gjev til:frOOsstillande forstAing av grenseverdien
og tangenten. Samstundes legg ikkje l~replanen vekt pA at elevane skal arbeida mykje moo
grafisk forsllling av den deriverte.

Eg viI likevel argumentera for ei undervisning som legg vekt pA ei meir visuell tilnamning til
emnet. Bakgnmnen for dette er dei kognitive konfliktane eleyane hadde nAr dei mAtte tolka
den deriverte grafisk- Tall og Watson (200lb) farm at elevar som hadde halt ei roeir visuell
tilnamning var meir fleksible nAr dei leyste oppgAver. Problem.et for nokre av elevane i mitt
utval var at dei mangla "grafspn1k:et" og dermed var mindre fleksible. samt at dei ofte tolka
grafar biletleg. Desse elevane hadde hatt god nytte av A meta den deriverte i ein grafisk
samanheng.

Eg vil allereie no poengtera at grafiske framstillingar ikkje utelukkar verken lcerebok eller
Iavle. Elevaoe i undersekinga til Tall og Watson (200lb) hadde em larrar som underviste
relativt tradisjonelt, men der det vart lag! velct po maoge grafdeme der lleraren felgde grafen
moo bendene, slik at elevane kunne "sjA" korleis den deriverte endra seg.

Men det eksisterer mange lett tilgjengelege hjelpemiddel som kan integrerast i undervisninga.
Det er ogsA i tnld moo den utviklinga skulen er i. Reforma Kunnsko.psl6ftet vert sett i gang :frA

34 ''M:atematikk IMX" (Elstad et al., 2001) kallar delte lommereIcnarmagi!
3S Eg viser til delkapiltel 2.7. som gje\' ein kart gjennomgang av lilteratur pi delte amridet.
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hausten 2006. I samband moo denne reforma vert det utarbeidd nye l<ereplanar i alie fag. Det
som allereie er klart er at det skal leggjast sterre vekt ps elevane sine grunnleggjandc
dugleikar (KUF, 2004). Ei av desse grunnleggjande dugleikane er " ...akunna nytta digitale
verktff)l ..... (KUF, 2004, s. 4). Eg vii no kort sj~ nlErare p~ fulgjande digitale hjelpemiddel
som lett kan takast i brule i undervisninga; grafisk kalku/ator. Winp/ot og GEONExT.

Fmcbels er det slik at alle elevar som tek grunnkurs i matematikk allmennfagleg studieretning
m~ kjepa ein grafisk kalkulator. Dersom ein nyttar den p~ rett mAte er den eit godt
hjelpemiddel til Ii framstilla den deriverte grafisk. Skjermbileta under viser korleis ein ved
hjelp av kalkulatoren CASIO ft-9860 SD kan utforska ein graf og stigningstalet parallelt ved
hjelp av ein innebygd fimksjon som viser dyldf6

. Figur 47 viser at stigningstalet er 0 nar
grafen har eit lokalt minimum:

Yl=0.5XA3~2X

04Y"'dx=D MIN
X=I.15~'DD5D& Y=-1.539SDD'IB

Figur 47: Grafen 0.5x3
- 2x 0& stigningstalet i eit punlct

Dersom ein bar funksjonsuttrykket til b~de J(x} og J'(x} kan ein teikoa begge grafane i

sarae skjermbilete og sj~ at stigningstalet til J(x} (dyldx) har sarae verdi som

funksjonsverdien til J'(x} i eit punk!:

Y/dX=I.9D~

X=D.95~3BD95~~. r= • ~'B~

Y2=2X

Figur 48: Grafen x2
• stigningstaJet i eit punkt og grafen til den deriverte. 2x.

Ein kan Ogs8 sjs nrerare ps lokallinearisering. Dette var i fBlgje David Tall ei god kognitiv rot
i samband moo innlreringa av den deriverte. Figuren 49 viser grafen x2 og cit utsnitt av denne
der zoom-funksjonen er nytta nokre gonger. Det kjem tydeleg fram at grafen er lokaIt rettlina:

)6 Andre kalkulatorprodusentar, sam til demes TEXAS har naturlegvis dei same funksjonane og kan nynast pa
same mAte

93



Samla drefiing BV resultat

Figur 49: Grafen Xl og zoom-funksjonen.

Winp/ot er eit gratis dataprogram som kan teikna og animera kurver. Her kan du teikna grafar
pa data i staden for a nytta kalkulator. Desse grafane kan studerast ved hjelp av dei mange
funksjonane som er tilgjengeleg. Programmet tilbyr mellom anna a finna koordinatar, null-,
skja:rings- og ekstremaJpunkt. Det har ogsA. ein god zoom-funksjon.

Eit konkret dmne pA korleis programmet kan nyttast i samanheng med den deriverte er Anytta
programmet til Aheile tida visa tangenten til ei kurvc i cit punkt. Ein har cit sAkalla "slidcr"­
vindauga ("glidcvindauga"), der ein kan layssa av for tangent. Winplot viI no heile tida visa
tangenten til kurva i eit punkt som er markert moo eit t:rA.dkors. Elevane kan pi denne mAten
sjA korleis tangenten si stilling er:

Figur 50: TangenteD i Winplot.

Ein kan ogsA nytta Winplol til Ateikna opp bAde f(x). f'(x) og r(x) i same bilete. Slik kan

dei tre grafane vera cit utgangspunkt for diskusjonar i klassen. Selvik et al. (2002) gjev dmne
pA delle.

GEONExT er eit gratis dynamisk geometriprogram som finst i norsk utgAve. Sjelv om
programmet er eit geometriprogram inneheld det mange av eigenskapane til Winplot. Ein kan
teikna grafar som kan studerast naerare. Figuren under viser korleis ein kan teikna inn bAde
tangenten gjennom eit punkt, A, samt ein sekant mellom to punkt, A og B. Ein kan sa dra fritt
i desse punlcta og pA den mAteo sjei at stigningstaJet til sekanten vert lik stigningstalet til
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tangenten i punktet A. Dette er ein god mAte Aframstilla gjennomsnittleg og mamentan vekst
og grenseverdien ay/lix.

Stigni"lgstaUet til tangenten tj y = sin(x) i punktet lC =2.06, er -0.47

,,/
/'

/

.,

~O.136

B

,

Stigningsullet til den rette linjen gjeMOm punktene A og B, er -0.13610 934 =-0.788

_I ~

F1gur 51: Stigningstal til tangent og sekant (Riddcrvold, 2(05).

Det finst Ogs!\. mengder av Javaprogram pA nettet som viser ulike animasjonar av tangentar.
grenseverdiar. den deriverte av trigonometriske funksjonar og andre emne elevane nwter i
matematikk p!\. vidaregaande skule. Det som er felles for aUe desse digitale verlcteya er at dei
er enlde A ta i bruk, dei er gratis og dei lerev lite tid og krefter. Tilgangen pA datamaskiner i
vidaregAande skulle er no sA god at heller ikkje del er eil problem.

Dersom ein ynskjer ei meir heilskapJeg integrering av teknologiske hjelpem.iddel er
dataIoggarar eit godt alternativ. Ved hjelp av ein dataloggar og ulike sensorar kan ein gjera
mMingar og fa ei praktisk tilna:rming til matematiske begrep. Kalve (2002) viser korleis
dataloggarar kan nyttast som eit verkt.ey i begrepsforstAinga av den deriverte.

PA same mate 80m at eit einsidig foleus pA grenseverdien, med overgang til reknereglane for
derivasjon kan fura til kognitive konfliktar grunna manglande forstAing er det "farar" knytt til
visuelle framstillingar.

Som nenmt i teorikapitlet fann Krotetskii at nokre elevar hovudsakleg har analytiske evner.
Desse elevane nyttar ikkje visuelle tilna:rmingar i problem1frysing. Pa same mAte tek
lreringsstilmodellen til Dunn og Dunn ulgangspunkt i at individ lrerer pa ulike mAlar (kap. 2.7,
s. 20-21). Den grafiske framstillinga er ikkje nedvendigvis best for aIle. Difor er eit einsidig
fokus pA grafisk derivasjon like uheldig sam eit einsidig algebraisk foleus. Men no er det a
gong slik at den deriverte har ei grafisk side. difor ber an ogsa arbeida med denne i
undervisninga. Viktigare er det a vera klar over at ogsA visueUe framstillingar kan vera uklare
og gje elevar bilete som er i konflikt med definisjonen.
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Figuren under viser dei to funksjonane x 2
0g x 4

Som me ser er grafane ganske like. Men grafen til den deriverte er ei rett line for x 2 og ein
tredjegradsfunksjon for x 4

• I oppgave 2 i intervjuet teikna Jonas ein tredjegradsfunksjon nAr
han skulle teikna den deriverte til x 2 (sIik Tim gjorde i Aspinwall, 1997). Figuren viser at det
slett ikkje er opplagt at den deriverte vert ei rett line sA. lenge ein ikkje har gjeve
funksjonsuttrykket. Dersom ein derimot veit at grafen er ein parabel, veit ein samstundes at
den deriverte er ei rett line. Den grafiske framstillinga er ikkje alltid den tydelegaste!

Analysen viste at elevane hadde vanskar moo A. visualisera den andrederiverte. Krumminga til
grafen var ikkje ei kognitiv eining for fleire av elevane. Dei digitale verkt0)'a kan som nenmt
vera eit hjelpemiddel til a forsta den andrederiverte ved at ein til demes viser bA.de opphavleg
graf og grafen til den fyrste- og andrederiverte. Men heller ikkje det er uproblematisk. I
mange samanhengar er det vanskeleg Afinna meining i grafen til den andrederiverte sjelv om
ein ser den pa ein figur. Akselerasjon vert ofte nytta som eit praktisk dmne pa den
andrederiverte i lrerebeker. Men dA er ofte f(x) ein tredjegradsfunksjon og dei ser pa x> O.

Det er nok ikkje tilfeldig. Figuren under viser grafen til funksjonen f(x) = x2 samt grafane til
den fyrste- og andrederiverte.

Figur 53, j(x) =x', f'(x) =2x og j"(x) =2.
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Her ser me at alcselerasjonen er konstant heile tida. Men det er vanskeleg A finna eit dmne
som passar for x < 0 og x > O. og som kan vera ei kognitiv rot for elevane, slik vasstand kan
vera for ein tredjegradsfunksjon (Selvik et a/. 2002). Ein rnA passa pi at ein ikkje gjer begrepa
meir ukJare i eit forsek pa Afrigjera seg rra ei aJgebraisk vinkling.

I datainnsamlinga korn det fram at Markus og Jonas nytta kromminga til grafen for Aavgjera
om den andrederiverte var negativ for alIe x. Krumminga var ei kognitiv eining for desse
elevane. Deirn forstAing av den andrederiverte tyder pA at lrereboka si tilmenning har gjeve
god begrepsforstaing. Samstundes var det problematisk for dei fire andre elevane i
datainnsamlinga Atolka den andrederiverte grafisk. Krumminga var ikkje ei kognitiv eining
for dei. God begrepsforstAing av den andrederivcrte er ei utfordring.

I tillegg til visuelle framstiUingar sine ibuande veikskapar er det viktig A vera ldar over at
datamaskina pAverkar eit individ si konstruksjon av rnatematiske begrcp. Datamaskina nyttar
aJgoritmar for a komma fram til svar. Den maten datamaskina tenkjer pA er ikkje
nOOvendigvis den rnentale konstroksjonen ein ynskjer at elevane skal nytta. Den matematiske

notasjonen (X+3)2 kao representera to utike mentale konstruksjonar (Dubinsky i Tucker,
1990, s. 178). Det er prosessen ein fir ved Akombinere dei to prosessane "leggja til tre" og "ta
kvadratet". Eller det er objektet ein fir ved Ata kvadratet av x+3. Den fyrste konstruksjonen
er Afuretrekka. Den andre konstruksjonen kan vera ein algoritme utan forstAing.

Giraldo et al. Meiner at konfliktane som datamaskina fAr fram er lrererike (Giraldo et a/., 2002
ag 2003). Figuren under" var utgangspunkt far eio diskusjan blant elevar. Dei fek!< spmsmA.!

om funksjoDen var deriverbar for alle x. FunksjoDen var t(x) = .Jx2 +1 .

Flgur 54: GnU.. til f(x) = ../x' + 1, x E [-100, 100].

Me ser at grafen tilsynelatande har eit knekkpunkt ariga. Dersom eio nyttar zoom-
funksjonen viI ein sjA at grafen er derivernar:

n FigureD er laga i Winplo1, medan Giraldo et al. nytta MAPLE. Programma gjev same resultat.
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FigurSS, f(x)=.Jx' +1,xE[-S,S].

Dette er eit d.0I11e pa at datamaskina skaper ein god lceringssituasjon og gjer begrepsbiletet
rikare. Giraldo et af. (2002) kallar dette "theoretical-computational conflicts". Vinner (1991)
er noko meir forsiktig og seier at eio skal unnga UIl0dvendige kognitive konfliktar, men
provosera fram slike nar dei er I10dvendige.

Om ein nyttar digitale verlctBy eller ikkje kan kognitive konfliktar vera cit "springbrett" mot ei
hegare forstAing av begrepa. Det var tydeleg i intervjua. Pleire av elevane viste ei god
utvikling i lepet av intervjusituasjonen. Andreas tolka grafane biletleg og hadde problem moo
atolka den andrederiverte grafisk. Samtalen utvikla seg i fleire tilfelle til ein lceringssituasjon
for Andreas ved at me greip fatt i dei kognitive konfliktane. I slutten av intervjuet tolka han
ikkje lenger grafen biletleg. Han drog nytte av begrepsbilete sam ikkje var i konflikt med
definisjonen. Utgangspunktet for dei gode lceringssituasjonane var grafar og grafisk tolking av
den deriverte.

Som ei kort oppswnmering vii eg peika pA fulgjande faktorar som er viktige A vurdera i
undervisningssamanheng. Elevane er avhengig av eit rilet begrepsbilete - mange vekka biletel
kognitive einingar for Avera fleksible nar dei Wyser oppgaver. Nokre ganger er ei algebraisk
utleiing det enklaste, medan det i andre tilfelle er Il0dvendig at elevane kan tolka den deriverte
grafisk. Elevane har visse problem med den grafiske tolkinga. Difor ber dei arbeida meir med
den deriverle i ein grafisk kontekst. Det finst mange lell tilgjengelege, gratis digitale verktBy
som kan nyttast i undervisninga Ei visuell framstilling er ikkje den beste l0ysinga i alle
tilfelle, og ein bm vera klar over at datamaskiner bar veikskapar sam kan gje kognitive
konfliktar. I staden for AnnngA bruk av digitale verkWy ber ein gripa tak i desse konfliktane
slik at dei kan hjelpa elevane mot ei begare forstAing av derivasjonsbegrepet. Digitale verkWy
og grafiske framstillingar i undervisning er med pa agje elevane eit rikare begrepsbilete ved
at dei mmer den deriverte pA fleire matar enn med cit einsidig fokus pa derivasjonsreglar.

98



EJevar si grafiske forsl!ing av derivasjon - ei kvalitativ tilnremting

5.4 Kort oppsnmmering av hovudfagsarbeidet

Utgangspunktet for delle hovudfagsarbeidet var eit ynskje om A sjA ruerare pA elevar si
forstAing av matematiske begrep. Oet vart tidleg klart at eg mAtte gjera avgrensingar.
Derivasjon er eit stort emne i matematikk pA vidaregAande skule og bar mange praktiske
bruksomride. Det er tidlegare skrive ei oppgAve om elevar si forstAing av derivasjon med
utgangspunkt i TIMSS-undersekinga i 1997. Slike store undersekingar seier kva elevar svarer
pA oppgiver, men mindre om levi/or dci svarer scm dei gjer. Difor vart ei kvalitativ tilnamning
vald. I tillegg valde eg a sja merare pol elevar si grafiske forstiing av derivasjon. Noko av
motivasjonen for dette valet finn ein i teorien til mellom anna David Tall, sam meiner at
derivasjonsbegrepet kan tilmermast pA ein meir intuitiv mate enn den tradisjonelle
grenseverditilnamninga.

Problemstillinga i denne oppgAva vart todelt. [ fyrste del av problemstiUinga ville eg sjA
nrerare pA "begrepsbiletet hjA eit utval eleYar i vidaregAande skule i samband med ei
grafisk framstilling ay den deriyerte". Den har eg pr0Vd a svara pi ved gnmdig analyse av
intervju/observasjon av nokre elevar som jobbar med den deriverte i ein grafisk kontekst.
Teori har Yore eit viktig analyseverlctey i dette arbeidet. Dei viktigaste funna kan kort
oppsummerast slik:

AIle elevane har god oversikt over den fyrstederiverte. Dei har mykje faktakunnskap,
men dei klarer ikkje alltid Adra nytte av denne kunnskapen. Dei vekka begrepsbileta
er ikkje alltid kognitive einingar.
Fleire av elevane bar stmre vanskar moo A visualisera den andrOOeriverte, og
samstundes fA kognitive einingar knytt til den andrederiverte.
Den sterste kognitive konflikten er at elevane ofte tolkar grafen bilet1eg. Den bilet1ege
tolkinga tek ulike fonner, men resultatet er at elevane tar vanskar moo Ateikna opp
grafen til den deriverte. Det vert otlast enklare nAr dei bar gjeve funksjonsuttrykket.
To av elevane skil seg positivt ut vOO at dei bar eit rikt og kompakt nettverk av
kognitive einingar. Desse elevane bar fA eller ingen kognitive konfliktar.

Den andre delen av problemstillinga skulle " Sji pi samanhengen mellom begrepsbilete og
loysingsstrategiar i derivasjoDsoppgAver der ei grafisk tolking av den deriverte er
feremAlstenleg". For A svara pA dette bar eg gjeve ei grafisk framstilling av korleis tre av
elevane bar 1eyst nokre av oppgAvene i datainnsamlinga Dei tre elevane hadde levalitativt
ulike begrepsbilete. Markus bar cit rilet begrepsbilete og mange kognitive einingar. Emma bar
ogsi cit rikt begrepsbilete kvantitativt sen, men bar frerre kognitive einingar. Kristian er ein
svakare elev, med cit fattigare begrepsbilete. Det er tydeleg at:

Eit rikt og kompakt nettverk av kognitive einingar gjer det leltare A10ysa oppgAvene
grafisk. Det gjev mindre "kognitivt smy", og oppgAvene vert l0yst effektivt.
Eleven moo det rikaste begrepsbiletet vel ogsA grafiske l0ysingar. Dei andre to elevane
prover ogs' A leysa oppgAvene grafisk, men nwter problem grunna kognitive
konfliktar og manglande grafiske bilete av den deriverte.

I ei slik oppgave er det naturleg aseia noko om muJege konsekvensar for undervisning. Moo
bakgrunn i at fleire av elevane badde vanskar moo !. tolka den deriverte grafisk vii eg
argumentera for ei sterkare vektlegging av ei grafisk framstilling av den deriverte i
undervisninga. I mange samanhengar var elevane lite fleksible i oppg!.veleysinga, dei pnwde
pA ulike mAlar Afinna funksjonsuttrykket til grafen. Nokre begrepsbilete var i kontlikt moo
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det sam var matematisk korrekt og gjorde at elevane feiltolka den grafiske framstillinga.
Vidare sAg eg at elevane felck ei betre forstAing av den deriverte etter Aha jobba med grafiske
derivasjonsoppgaver. Difor vert felgjande argurneot vilctige for Aleggia meir velet pA grafisk
derivasjon i undervisning:

Del er enkell og koslnadsfritt- gode dataprogram er lett tilgjeogelege.
Det er lite arbeidskrevjande - alIe e1evane har grafisk kalkulator og tilgangen pA
datamaskiner er etterkvart god i dei vidaregAande skulane.
Digitate verktey og grafiske framstilIingar gjev e/evane n'kare begrepsbi/ete ved at dei
meterfleire representasjonar av den deriverte.
Grafiske framstiUingar kan gje kognitive konfliktar som kan vera eit springbrett mot ei
hegare forstding av derivasjonsbegrepet.

5.5 Aktuelle idear aarbeida vidare med

Den kvalitative tilnrenninga som er vald i denne oppgAva har gjeve mykje datamateriale. Eg
har tatl ei god oversikt over korleis elevar tenk.jer nAr dei arbeider moo grafisk derivasjon. Det
hadde yore interessant A sjA nrerare pA elevar si forstAing av andre delar av
derivasjonsbegrepet moo ei k:valitativ tilmenning, gjerne moo utgangspunkt i nokre av
oppgAveoe frA TIMSS.

Ei naturleg oppfelging av denne oppgAva kunne ogsA ha yore AsjA om ei undervisning som
legg vekt pA ulike framstillingar av deo deriverte (algebraisklgrafisklnumerisk) vii gje elevane
cit rilct kognitivt nettverk moo mange kognitive einingar. I denne oppgAva sAg eg at kognitive
konfliktar vart "l"ysf' nAr elevane arbeidde med grafiske oppgAver. Andre framstillingar vi]
kunna gje andre gode lamngssituasjonar.

Vidare kunne analysen av intervjua tyda pA at nolae av dei kognitive konfliktane hadde
utgangspunkt i upresist matematisk sprAk. Kva er skilnaden pA at grafen til den deriverte er
stigande og at den er positiv? Det kunne sjA ut som at elevane vart forvirra av dette. men for A
avgrensa oppgAva vart ikkje dette gatt n~rare inn pa. SprAkdimensjonen kan sMeis vera eit
utgangspunkt for vidare arbeid.

Utvalet i deone oppgAva bestoct av 6 elevar. I det enkelte intervju kom det likevel fram
interessante situasjonar, $Om dei kognitive konfliktane nemot over. Det lcunne yore spanande
A sjA merare pA. ein elev over ein lengre tidsperiode. til dmnes cit case-studie av ein elev i
innlreringa av derivasjonsbegrepet. Er det ei rekkjefelgje i begrepsutviklinga? Kva kognitive
konfliktar oppstAr og kvifor? Kva skjer nAr eit begrepsbilete vert vekkalaktivert og kvifor vert
eit bilete vekka i nolcre situasjonar og ikkje i andre?

I forlenginga av det kan ein tenkja seg at ein ogsA gar nrerare inn i problemstillingar knytt til
dei grafiske frarnstillingane frA kap. 4.3. Det er interessant AsjA at det her kan vera parallellar
til begrepskart (Grevbolm, 2005) som kognitive verktBy. Begrepskart kan til demes nyttast for
ein enkelt elev. Kanskje slike kart kan gje ei god framstilling av korleis ein elev sitt
begrepsbilete knytt til deo deriverte utvikJar seg.
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7.2 Oppgaver pa pilotintervju
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7.4 Intervjutranskripsjonar:

7.4.1 Intervju med Emma

182 lntervjuar:
183
184 Emma:
185
186 lnlervjuar.
187
188 Emma,
189
190 Intervjuar.
191
192 Emma,

685 lntervjuar:
686
687 Emma:
688
689 Intervjuar:
690
691 Emma,
692
693 lntervjuar:
694
695 Emma,
696
697 lntervjuar:
698
699
700
701 Emma:
702
703 lntervjuar:
704
705 ~
706
707 lntervjuar:
708
709 ~
710
711 Intervjuar:
712
713 Emma:
714
715 lntervjuar:
716
717 Emma,
718
719 Intervjuar:
720
721 Emma,
722
723
724 lntervjuar:
725
726 Emma,
727

la pA den var det ikkje som du utelukka sA viss me ser pA den D no.

SA er den stem eon null

SA er den smrre enn null I og sA dersom me ser kvar er [ein

[(utydeleg)

[er I f derivert av ein mindre eoo O?

Ja.

Men I viss du ser I viss du no er over pA grafen til den deriverte.

Ja.

Og den ligg i I eeh den kvadranten her.

Ja.

AltsA i den firkanten her I er han positiv eller negativ dA?

Den deriverte?

Ja viss han Iigg her /I lean vis I preva A visa det er lin vanskelegare ! ba to grafar oppA
kvarandre I viss eg pnwer! teikne grafen til den deriverte /I (arbeider) der bar du teikna dei tre
nullpunkta dine.

Mm.

SA her er pA ein mAte fly derivert kan du berre setja (utydeleg)

Ja.

Og sA sa du at I bar du f no leiknar eg den same grafen som du bar teikna dA.

Ja.

Her I der! I sA sa du det I at grafen stig I og at han derfor viI den deriverte vera positiv.

Ja.

Ja I sA sper eg eg sier ikkje at du tek feil men eg berre sper deg om I er den deriverte positiv?

(utydelig) sikker? I nei.

Nei.

Den er jo ikkje det! I men den gAr jo ikke under null I for det komIllU an pA hva du sper om
liksom.

1a riktig for den gAr ikkje under null.

For det at den gar jo opp igjen.
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728 Intervjuar. Mmher.
729
730 Emma: SA er han fremdeles positiv [men
731
732 Intervjuar: [er ban framJeis [positiv.
733
734 Emma: [han synker.
735
736 Intervjuar: Ja I for det at I viss du sec pa am ban SIJfdc dec.
737
738 Emma: Mm.
739
740 Intervjuar. Om du ser pa at graCen til den deriverte sakk I kva kikkar du eigentleg pA d!?
741
742 Emma: Oa sec du pA da sec du pa vendepunktene og den andrederiverte.
743
744 Intervjuar. OA sec ein pA den andrederiverte ja I sA n!r grafen er positiv?
745
746 Emma: SA. er den deriverte?
747
748 Intervjuar: SA lean han likevel sekka.
749
750 Emma: Ja for bvis han skal stige sA gAr banjo under null og da blir jo det I feil.
751
752 Intervjuar: Mm.
753
754 Emma: SA hvis han gAr Iliksom oppover sAnD I her I sA viIjo han vaere oegativ.
755
756 Intervjuar: Dl viII ja.
757
758 Emma: For da er del under null.
759
760 Intervjuar: Mm.
761
762 Emma: SA da rnA denjo gA [ned
763
764 Intervjuar: [Det ser litt rart ul for han er positiv sjalv am han gAr.
765
766 Emma: Selv am han synker.
767
768 Intervjuar. Sjalv om ban sakkja I av di han er pi den positive delen.
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7.4.2 Intervju med Markus

1 Intervjuar:
2
3
4
5
6
7
8 Markus:
9
10 lntervjuar.
Jl
12 Markus:
13
14 lntervjuar.
15
16 Markus:
17
18 Intervjuar:
19
20 Marl<us:
21
22 lntervjuar.
23
24
25 Marl<us:
26
27 Intervjuar:
28
29 Markus:
30
31 IntervjuarL
32
33 Markus:
34
35 Intervjuar.
36
37
38
39 Markus:
40

. 41 lntervjuar:
42
43 Markus:
44
45 Intervjuar:
46
47 Marl<us:
48
49 Inlervjuar.
50
51
52 Marl<us:
53
54 Jntervjuar:
55
56
57 Marl<us:
58

Der gh microfonen I deT I eehm I fyrst (utydetig) II Cynte oppgAve er ei oppgAve de ikkje
badde pa I praven dJ. I noko som liknar lin I og det er den her I skal ta a lesa den fyrst I det stAr
kva av grafane nedafor bar fylgjande eigenskapar? I sA sth det tre eigenskapar I f derivert av
null I den skal vet'8 stene enD null alts! positiv I f derivert av em I skal vera mindre eon null
negativ I og f andrederivert av x er negativ for aile x I og sa er det teib:la opp fem grafar I aile
er slike f av x grafar I ooh og ein av grafane bar aile eigenskapane samstundes.

(Svakt) okei.

Da I sa I ja I sA rnA du berre tenkja begt.

(Utydelig) hva det blir her da? I f derivert av null II ~",h I nei n! star det lin stille her ahsA.

Viss den I deriverte er positiv I korleis er grafen dJ.?

Da er den I positiv I sant?

la og nh grafen er positiv I korleis ser du det pa I grafen?

Den er I da er x stene eon null I eehm I nei.

Sa nh ein grafI viss ein graf er eeeh I der x er mindre enn null alts! viss du er nede pAl viss du
er pA x mindre enn null sida I lean grafen ikkje vera positiv der'l

10 ban k.a.n vel egentlig det I det er yen som er I under null da.

la I ehm I men korleis ser du det pa graCen? I at den deriverte er positiv'?

Uf'fn! er del lenge siden jeg bar hatt om [det

[000ja

[sa det bar gjeme ramlet lin ul igjen.

Ta ein I skal berre leikne ein heilt I (arbeider) vilk!rteg graf I til dames I til demes I ein graf
som gAr I ja I s!nn! I ooh DAr den deriverte er positivI viI grafen Ilrorleis vii grafen I SeT du
nom stader pa den grafen I der I den deriverte viI vera positiv?

Nh den deriverte I del er valgt om den 0ker eIler minker.

Han auk I grafen aukar alter minkar ja

Han er en av detene I bele veien.

la I sA her er denne denne er positiv heile vegen.

la.

Mm I det er nh den deriverte er I er SlRlrre enn null I dA auker graCen I og viss me ser pA den
andre type eigenskap dJ. er det snakk om at den deriverte i eil punlet er mindle enn null?

Da minker den..

Sa dA viI graCen minka I og I den siste eigenskapen I viss ein graf I den andrederiverte er
negativ I kva tenker du dA?

00hm I da I det var e[ eller annet bvor mye han I krummer eUer DOe slnt DOe.
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59 Intervjuar.
60
61 Morlrus,
62
63 Intervjuar:
64
65
66 Morlrus,
67
68 lntervjuar:
69
70
71 Morlrus,
72
73 lntervjuar:
74
75 Morlrus,
76
77 Intervjuar.
78
79 Morlrus'
80
81 Intervjuar:
82
83
84 Madrus,
85
86 lntervjuar:
87
88
89 Morlrus,
90
91 Intervjuar:
92
93 Markus:
94
95 lntervjuar:
96
97 Morlrus'
98
99 InterVjuar.
100
101 Morlrus'
102
103
104 Intervjuar.
105
106 Markus:
107
108 Intervjuar:
109

212 InterVjuar.
213
214
215 Morlrus,
216
217 Intervjuar.
218
219 Markus:

Mm.

la.

Hugsar du nAr de teikna dei der I foneiknslinene I viss de hadde I (arbeider) f 8V x sa hadde du
nokre nullpunkt I det har du sikkert nytta mykje sant?

J•.

(Arbeider) og sA I viss du dA sag pa I andrederiverte /I til d0mes slik I sa den andrederiverte viI
bervera?

Negativ.

1a I og sa viI han vera?

Positiv her.

Og her viI han vera?

Negativ.

Og kva var det i dei punkta sam me kalla nullpunkt I nullpunkta til den andrederiverte I hugsar
du?

Da I da vaT der vendepunktetja.

Det var vendepunkta j a I sa dei badde du her I ehm I og viss du d! etterpA. skulle I teikne opp
grafen I kva informasjon fekk du ut av den I andrederiverte? Ihugsar du del?

Eehmll (svakt) nei nA stAr det belt stille.

Eehml hugsar du nom slike I smilefjcs og?

Ja /I (utydeleg)

Kjcnner du att dei?

Ja nA husker jeg de.

1a I og I kva tyda dei?

Ehhm det var I hvor mye I nei I det er vel sinn grafen omtrent SCT ut I at han Iaum.mer I sam en
r I oppc I toppunkta deriverte I f8rstederivertc er lik null.

SA den: fonalde altsA den andrederivene fortalte som du sa om I om krumminga til grafen?

J•.

Mmm rcpetert Iittegrann dei der tioga der I viss me no killer her oppe II scr pA dei ulike
gnofane.

Mm I sA det eineste I eg ikkje flr til Astemmc der var at du du sa I at oAr I eeh at i null pA. den
grafen her I sA viI den andrederiverte ha cit bompunkt I tenkte du pa noko anna?

Eja det gjorde eg nok da.

Nei du I nei den derivertc vii ba eit botnpunkt sa duo

10.
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220
221 Intervjuar.
222
223 Markus:
224
225 Intervjuar.
226
227
228 Markus:
229
230 Intervjuar.
231
232 Mmrus,

264 Intervjuar:
265
266 Mmrus'
267
268 lntervjuar:
269
270 Markus:
271
272
273 lntervjuar:
274
275 Mmrus,
276
277 Intervjuar.
278
279
280 Mmrus'
281
282 lntervjuar:
283
284 Markus:
285
286 Intervjuar:
287
288 Mmrus'
289
290 lntervjuar.
291
292 Markus:
293
294 lntervjuar.
295
296 Markus:
297
298 lntervjuar:
299
300 Mmrus'
301
302 Inter'1uar.
303
304 Marl",,,
305
306 Intervjuar:
307
308 Mmrus,
309

Vedlegg

Dl tenkte du 'lin skeivt?

1a' det gjorde ego

Mm sl du er ei , sA du ryklcjer at den ser weir rett UI enn at , for der bar du jo ikkje DOlco

botnpunlct.

Nei den ja , den deriverte 'nei , den vanlige.

Den vanlege bar eit bompwtkt.

Ja.

Den her' Jill meir , knmunelurer pi' same oppgive I teikne opp den deriverte.

(Arbeider) da er den i aile falllik null der og der og der.

Mm.

(Arbeider) og sA er den positiv og negativ og positiv og negativ II ehIn men jeg er ikke sikker
pi om det skat VlEre eller I om del skat vz:rc s!nne rette linjer eUer om det er' bueu: grafer.

Nei.

(Arbeider)

Mm I skal me sji litt p3 I eehm I cler er grafen til den deriverte ja I 00h I lean du forldarc den litt
i have till den der?

1a I der er i aIle fall [nullpunktet

[pi den der.

Det er pi I pA cine toppunktet til.

Ja.

Ja.

Og der er pi bunnpunlctet og der er pi toppunktet igjen.

Og sA I men ellers sA I ja jeg er ikke belt sikker pi den der.

Mm log fer I fur I nullpunktet korleis gAr grafen dl?

Da er den positiv.

1a I og mellom nullpunkta er den?

De! er han negativ.

Mm/ogsA?

Positiv her nede.
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ElevaT si graflSke forstaing av derivasjon - ei kvalitativ tilna::rming

310 Inter.juar:
311

J8 I det SCT heilt ren ut det er jo ikkje sillert at den gAr opp an der det veit me ikkje I men det I
set me ikkje I sA del var beilt riktig.
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Vedlegg

7.4.3 Intervjn med Andreas

356 Intervjuar:
357
358
359 Andreas:
360
361 Intervjuar.
362
363
364
365 Andreas:
366
367 lntervjuar.
368
369 Andreas:
370
371 Intervjuar:
372
373
374 Andreas:
375
376 Intervjuar.
377
378
379 And=s,
380
381 Intervjuar.
382
383 Andreas:
384
385 Intervjuar.
386
387 Andreas:
388
389 Intervjuar:
390
391 And=s,
392
393 Intervjuar:
394
395
396 And=s,
397
398 Intervjuar:
399
400
401 And=s,
402
403 Intervjuar:
404
405 And=s,
406
407 Intervjuar:
408
409
410 Andreas:
422
412 lntervjuar:
413

SA det er eig heih ren I men I dA er det store sporsntAJet I kan I den stig kan den grafen til den
derivene stiga I sjelv am den skal vise at stigningstalet er negativt?

Ja det rna den jo kunne gjere hvis den er rilctig!

Ja det er for han /can det I og det er heiJt ren det svaret du bar teikna I for det den ber viser I er
jo at I til oomes dersom eg teiknar inn tangentar her I (Arbeider) sant I sa gAr jo dei slik den
derivene ville gjon I sa det cr beilt ren slik du seier I at den derivene er negati\l her.

la.

Og den grafen her I er jo og som du seier den I delco her sa er den jo negativ.

Ia.

Du fir negative verdiar slik at viss I tangenten her I den bar ein I ein verdi ein stignigsverdi
sam er negativ.

Mm.

Og den tangenten her viss du les a\l viss du hadde rekna bar du la:rt I Arekn.e bon og ned slik
for AmAla verd.

la.

For i. mAla stingningstalet I sa badde det vore negativt du badde fin minus pi. stigningstalet

Mm.

Viss du skulle lest av same stigningstalet I pA den grafen.

Ia.

Di. badde du og fln ein? I {negativ

(Negativ verdi.

Mm I og difor sa stemmer det I sjelv om du I stigningstalet til den er jo positiv sjelv til den
derivcrte for den stig helle tid&.

Mm.

Men sjelve den deriverte er jo negativ I og det viser ban her I (arbeider) sA vi) du fll her er han
ganske bran sA dA viI du fl gansu stor I negativ minking

Mm.

(Arbeider) og dA vil det vise pA grafen og at dA kjem du heilt ned pA minus I tre til oomes.

Ia.

(Arbeider) her sa D:!:rmar den scg Dull I og dA ser du og at den derivertc mermar
scg nult

Ia.

Og sA her er det lin meir logisk dA.
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414 An<h=;,

415
416 Intervjuar.
417
418 Andreas,
419
420 Inter\juar.
421
422
423 An<h=;,

424

la.

For d! er han positive verdiar for den deriverte I og tangentane er positive.

la.

SA du fann jo ren svar I men det heyrdes litt Tart ut? I var det? I forstod du det no I eller er det
fomatt lin ech.

Jo del er jo I oAr du forklarer sA er det jo belt logisk I meo I jeg vet ik.ke I jcg blander vcldig
med dette og sA Idette med hul side opp og ned som [vi haddc i dobbelderivene
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Vedlegg

7.4.4 Intervju med Jonas

302 Jonas:
303
304
305 Intervjuar:
306
307 Jonas:
308
309 Intervjuar.
310
311
312 Jonas:
313
31'
315 lntervjuar.
316
317 Jonas:
318
319 Intervjuar:
320
321 Jonas:
322
323 Intervjuar.
32'
325 Jonas:

1a jeg bar I jeg bar v;r;n etr At i utlandet da I i Australia I sinn at I vi gill. en god del gjennom I
derivert og I hva I inverse I grafen I ganske mye.

Ja.

Vi hadde mye graflzrc der.

1a I ja sA I for s!nn sam her ebm I da hadde de meir undervisning der de nytta I meir I grafar og
ikkje berre a1gebraisk'?

Ja det var mye mer I mye mer at vi fikk. en grafI og sA stod det inge.nring til grafen sA mAne vi
broke grafen til afinne den deriverte ut av deL

Ja.

Eller vi fikk: den deriverte sA skulle vi finne I grafen.

Mm.

SA det var veldig mye.

Ja.

Mye pA det I i stedet for at du sant sitter med I moo tallene og sA.
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7.4.5 Intervju med Kristian

Intervjuar: Slik at viss andrederiverte av x er negativ I (arbeider) sa vender den den hule sida ned I viss me
veit det d! I sa tek me for oss desse grafane an I du kan beTTe fortsetje I du trudde det var E sA kan sA var den
sisle I det fant du ut stemte for f derivert og f derivert avein.

123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146

Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:

Kristian:

Oet er lin vanskeleg a sja pa grafen I men hugsar du 1/ (arbeider) koplar du dette til noko? I viss
ein ser I desse smilefjesa I og sure?

Ia du vet jo I at den andrederiverte er negativ her men I og at I ja I fortegnet til den I
andrederiverte er negativ I men I det viI jo vrere et bunnpunkt der I [viI det ikkje det da?

[Ja I for desse her I desse
sam eg teikna opp no I (arbeider) skal visa litt korleis I grafen til den deriverte gltr

Ia.

At oar den deriverte I andrederiverte er negativ.

Ia.

Sa er det I slik krumming I slik at den vender den hu1e sida ned I og nar den andrederiverte er
positiv I er krumminga andre vegen I slik at den vender den hule sida opp I slik var det den der
var d! I at slik seT ein.

Mm.

180 Kristian:
181
182 lntervjuar:
183
184
185 Kristian:
186
187 Intervjuar:
188
189 Kristian:
190
191
192 lntervjuar:
193
194 Kristian:
195
196 Intervjuar:
197
198 Kristian:

[For det var grafen til den deriverte var det ikkje det I aller var [det?

[Jo det viI det fortel J
andrederiverte [fortel

[Er dene grafen til den deriverte eller er [dene?

fNei dene erf av x I aile [desse er f av x

[Okei
for jeg trodde det var grafen til den deriverte

[A du trudde at ei var'!

Ia

aile var grafen til den deriverte?

la I jeg synes du sa del.
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