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FOREORD

Denne hovudfagsoppgéva er ein del av eit hovudfagsstudium i1 matematikkdidaktikk ved
Matematisk Institutt, Det matematisk-naturvitskaplege fakultet, UiB. Dette er eit tilbod som
etter kvalitetsreforma vart erstatta av ei integrert lerarutdanning, som mellom anna tilbyr eit

femarig masterprogram.

Etter fullfert 4-drig allmennl@rarutdanning, starta eg hausten 2000 pa det som seinare vart mi
emnegruppe 1 matematikk ved UiB. Motivasjonen var auka kompetanse som skulle koma meg
og mine framtidige elevar til gode. Matematikk var eit fag eg alltid hadde likt og eit fag der eg
med litt innsats fekk bra resultat. Eg vart difor overraska da eg starta pd M 100, grunnkurs i
matematikk, og for fyrste gong opplevde at matematikk var vanskeleg. Oppgéver som kunne
loysast ved hjelp av ein algoritme gjekk bra, men forstdinga var det verre med, sjolv om eg la
ned mykje arbeid.

I staden for & ta motet frd meg vart denne oppdaginga ein inspirasjon, og eg sette meg mal om
& fa ei betre forstaing av dei matematiske begrepa. Prosessen eg da gjekk gjennom er mykje
av grunnen til at eg hausten 2002 valde a starta pa eit hovudfagsarbeid i matematikkdidaktikk.
Kunnskap om ulike matar a forstd matematiske begrep er vesentleg for a leggja til rette for
undervisning i matematikk. Det ville eg arbeida vidare med!

I arbeidet med denne oppgéva vil eg fyrst og fremst takka rettleiarane mine. Hovudrettleiar
Ole Einar Torkildsen, fyrsteamanuensis ved Hegskulen i Volda har gjeve gode bidrag i alt fra
problemformulering til drefting av resultat. Birettleiar Cristoph Kirfel, fyrsteamanuensis ved
Universitetet i Bergen, kom inn pa eit seinare tidspunkt og har kome med gode innspel i
dreftinga av oppgava og i den avsluttande skrivefasen.

Samtidig ma det nemnast at denne oppgéva ikkje hadde blitt til utan velvillige lzrarar og
elevar pa utvalde skular. Ein stor takk til dykk!

Eit hovudfagsarbeid er til tider eit egoistisk feretak. Eg vil takka kona mi, Linda, som har
vore positiv heile vegen.

Molde 21. Mai 2006

Jon Arild Jergensen



SAMANDRAG

Denne oppgéva handlar om elevar si grafiske forstiing av derivasjon. Mélet med oppgéava har
vore & fa ei oversikt over elevar sitt begrepsbilete i samband med ei grafisk framstilling av
den deriverte, samt sjd pa samanhengen mellom begrepsbilete og loysingsstrategiar i
derivasjonsoppgaver der dei skal tolka den deriverte grafisk.

Derivasjon er eit stort emne for elevar som vel & fordjupa seg i matematikk pa vidaregaande
skule. For & forstd den deriverte til fulle er elevane avhengig av mellom anna begrep som
funksjonar, grenseverdi, kontinuitet og stigningstal. Det er ikkje muleg & ga inn pa alle delar
av elevar si forstding av derivasjon innafor ramma av eit hovudfagsarbeid. Eg har difor vald &
ga nzrare inn i elevar si grafiske forstaing av den deriverte.

Motivasjonen for 4 velja ei grafisk vinkling er at den deriverte kan tiln@rmast pa ein meir
intuitiv mate enn den tradisjonelle grenseverditilnzrminga, som er vald i lereplan og mange
leereboker. David Tall har forska mykje pa dette omradet. Bakgrunnen for arbeidet hans er
Piaget og konstruktivismen. Det er ogsa teorigrunnlaget i denne oppgava.

Vidare er den kvalitative metode nytta som arbeidsreiskap i denne oppgadva. Bakgrunnen for
det er at dei store kvantitative undersekingane (til demes TIMSS) seier meg lite om kvifor
elevar svarer som dei gjer nar dei leyser oppgaver. Eg har difor vald a intervjua seks elevar
som arbeider med derivasjonsoppgaver og analysera desse intervjua grundig.

Resultata tyder pa at elevane har god oversikt over den fyrstederiverte til ein funksjon. Dei
har eit tilfredsstillande bilete av stigninga til grafen i eit punkt, og nyttar ofte tangentar for &
visualisera dette. Dei har likevel nokre kognitive konfliktar som gjer det vanskeleg & tolka den
fyrstederiverte grafisk. Dei har ogsa problem med & visualisera den andrederiverte. Vidare ser
ein at elevar som har eit rikt begrepsbilete og mange kognitive einingar er meir fleksible nér

dei skal leysa oppgaver.

P3a bakgrunn av desse resultata kan det difor argumenterast for at det ber arbeidast meir med
den grafiske tolkinga av den deriverte i klasserommet. Dei grafiske framstillingane og dei
kognitive konfliktane elevane meter ber nyttast som springbrett mot ei hegare forstding av
derivasjonsbegrepet. Det finst mange gratis, lett tilgjengelege digitale verktey som med fordel
kan nyttast i undervisninga. Dette kan gjerast pa ein mate som er lite arbeidskrevjande for
leraren, men likevel er med pa a gje elevane eit rikare begrepsbilete.
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Innleiing og problemstilling

1 INNLEIING OG PROBLEMSTILLING

1.1 Innleiing

Matematikk har i nzr sagt uminnelige tider vore forska pa, bade i teoretiske og anvendte
samanhengar. Den vitskaplege disiplinen knytt til forsking pa korleis ein underviser og lerer
matematikk er demimot ein langt yngre disiplin. The International Commission for
Mathematics Instruction (ICMI) vart stifta pd ein internasjonal matematikkonferanse i Roma i
1908, og etter kvart har globale konferansar som International Congress on Mathematics
Education (ICME), medverka til at ein har fatt eit internasjonalt fellesskap av forskarar pa
omradet matematikkdidaktikk. Biehler et al. (1994) definerer matematikkdidaktikk som den
vitskaplege disiplinen som er relatert til forsking og forskingsbasert utviklingsarbeid pa
korleis ein underviser og l&rer matematikk.

Dette er ein ganske vid definisjon, og eit studie i matematikkdidaktikk kan sdleis ha mange
ulike fokus. Motivasjonen bak dette studiet er & sja nzrare pa kva forstaing elevar har av
matematiske begrep, og korleis dette paverkar deira loysingsstrategiar 1 arbeid med oppgaver.
Dersom ein skal seie noko om dette innafor ramma av eit hovudfagsarbeid, ma ei avgrensing
til. I denne oppgéva har eg vald 4 sja nzrare pa elevar si forstding av derivasjonsbegrepet.

Som mange andre matematiske begrep nyttar me derivasjonsbegrepet 1 kvardagen, ofte utan a
reflektera over det. Til demes kan ein medpassasjer pa biltur kommentera at “akkurat i det me
passerte fotoboksen koyrde me heldigvis i 50 km/t.” Fart og akselerasjon er kvardagsbegrep,
men er samstundes den fyrste- og andrederiverte nar me ser pa avstand som ein funksjon av
tid. Ogsa politikarar andrederiverar: “Det gir nedover, men det gir ikkje s mykje nedover
som det gjorde forre manad!”

Elevar vert introdusert for derivasjonsbegrepet pa grunnkurset i matematikk i vidaregaande
skule, men derivasjon er hovudsakleg ein del av matematikkurset 1 VK1 og VK2. Vidare
meter ein begrepet i mange samanhengar i hegare utdanning. Fra dei reine matematikkfaga pa
universitet som gar nzrare inn i definisjonar, teorem og prov, til anvendte fag som nyttar
derivasjon i ulike modelleringar. Derivasjon finn ein og i andre realfag som fysikk, kjemi og
biologi. Ogsé dei skonomiske faga nyttar derivasjon i ulike samanhengar.

For & forstd derivasjon ma ein mellom anna ha eit godt utvikla funksjonsbegrep, ein ma forsta
gjennomsnittleg og momentan vekstfart og ha god kontroll pa grenseverdiar. Det er ikkje
muleg a undersekja alle delane av derivasjonsbegrepet innafor tidsramma eit hovudfagsarbeid
gjev. Eg har difor vald & fokusera pa grafisk forstding av derivasjon. Motivasjonen bak valet
er at derivasjonsbegrepet kan tilnzermast pa ein meir intuitiv mate enn ved den tradisjonelle
grenseverditilnarminga (Tall 1985a), og det kan auka forstdinga for begrep som er viktige
grunnlag for derivasjon, men som er opphav til kognitive vanskar hjd elevane (til demes
tangent, grenseverdi og vekstfart).

Derivasjon er vidare eit deme pa eit matematisk begrep som lett kan nyttast utan at ein har ei
djup forstiing av det. Derivasjonsreglane kan puggast og nyttast 1 algoritmar og ein kan
mellom anna finna botnpunkt, toppunkt og vendepunkt for ein graf berre ved hjelp av
derivasjonsreglane, utan at ein nedvendigvis forstar kva ein har gjort. Den djupare forstdinga
har ein derimot nir ein oppfattar derivasjon som eit objekt 1 seg sjolv, ikkje som ein prosess.



Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvahitativ tilnerming

Ei viktig kjelde til elevar sine kunnskapar i matematikk er dei store internasjonale
undersgkingane Programme for International Student Assassement, PISA og Third
International Mathematics and Science Study, TIMSS!. PISA-undersokinga ynskjer mellom
anna a mala skuleelevar sine kunnskapar i matematikk ved avslutta obligatorisk skulegang. I
Noreg vil det vera elevar frd 10. klasse. Desse elevane har enno ikkje mett begrepet
derivasjon. TIMSS er ei internasjonal underseking om matematikk og naturfag i skulen, og
vert gjennomfort pa ulike alderstrinn. I den eine gruppa er det elevar frd siste dret pa
vidaregdande skule. Nokre av oppgavene omhandlar derivasjon, og undersegkinga kan difor
seia noko om elevar si forstding av derivasjonsbegrepet.

Mellom anna viser det seg at 46,5 % av dei norske TIMSS-deltakarane svarer feil pa oppgéva
1 figur 1 — ei av oppgadvene som omhandlar grafisk forstiing av derivasjon (Vikse, 1999).
Problemet er at kvantitative undersekingar som TIMSS ikkje seier noko om kvifor deltakarane
svarer som dei gjer. Kva framgangsmatar ligg bak nar ein deltakar til demes meiner at
alternativ B er det rette svaret?

Hvilken av grafene nedenfor har felgende egenskaper
7(0)>0, 7°(1)0 0g 7*(x)er negativ for alle x?
A. y B. y e y

I VI N
N Eaaa
L h

I N | T

Figur 1: Oppgéave K05 frd TIMMS tilleggsunderseking 1998.

Det vert difor tilneerma umogleg 4 finna ut kva den enkelte deltakar tenkjer i slike store
undersgkingar. Ei alternativ framgangsmate er ein kvalitativ forskingsmetode, som er mykje
nytta i matematikkdidaktisk forsking. Da far ein ikkje resultat som automatisk kan
generaliserast til ei stor gruppe, men ein kan ga nzrare inn i korleis eit individ tenkjer i mote
med til demes oppgidva over. Den kvalitative metoden er vald for 4 gje svar pd mine
problemstillingar.

! Den siste undersekinga vert no kalla "Trends in International Mathematics and Science Study”.



Innleiing og problemstilling

1.2 Problemomride og problemstillingar

1.2.1 Problemomride

Som nemnt i innleiinga var motivasjonen bak dette studiet & sja@ nerare pa kva forstaing
elevar har av matematiske begrep og finna ut meir om korleis dette paverkar deira
leysingsstrategiar i arbeid med oppgaver.

For & avgrensa oppgéva har eg vald & sjd narare pd begrepet derivasjon og eg har vald ei
kvalitativ tilnerming. I oppgdva har eg difor eit utval av elevar som har fordjuping i
matematikk og saleis har gjennomgdtt emnet derivasjon slik lzreplanen legg opp til. Utvalet
bestar difor av elevar som har fullfert 2MX.

1.2.2 Problemstillingar

Med bakgrunn i problemomrédet vert difor problemstillinga for denne hovudfagsoppgava
todelt. Eg ynskjer fyrst 4 sjd nzrare pa:

Begrepsbiletet hja eit utval elevar i vidaregdande skule i samband med ei grafisk
framstilling av den deriverte.

Tall og Vinner, 1981 definerer begrepsbiletet slik:

We shall use the term concept image to describe the total cognitive structure that is
associated with the concept, which includes all the mental pictures and associated properties

and processes.
(Tall og Vinner, 1981_s. 2)

Med utgangspunkt i intervju og observasjon av elevar som leyser derivasjonsoppgaver i ein
grafisk kontekst, ynskjer eg & fa ei oversikt over (delar av) deira kognitive struktur knytt til
begrepet derivasjon. Mellom anna vil eg preva & svara pa desse forskingsspersmala:

- Har elevane eit “funksjonelt” begrepsbilete av den deriverte i heve til den formelle
begrepsdefinisjonen. Nyttar dei eventuelt den formelle definisjonen?

- Har elevane mange bilete i samband med den deriverte. Har dei “rike” eller fattige”
begrepsbilete?

- Kan ein identifisera kognitive konfliktar 1 begrepsbiletet?

(93]
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Vidare ynskjer eg a:

Sja pa samanhengen mellom begrepsbilete og leysingsstrategiar i derivasjonsoppgaver
der ei grafisk tolking av den deriverte er feremalstenleg.

Med bakgrunn i resultata frd den fyrste delen av problemstillinga vil eg sji nzrare pa om
elevane sine ulike begrepsbilete har noko a seia for korleis dei loyser eit utval grafiske
derivasjonsoppgaver. Felgjande forskingsspersmal er eit utgangspunkt for arbeidet:

- Klarcr elevane 2 tolka den deriverte grafisk, eller vel dei andre loysingsmetodar?

- Er det slik at eit “rkt” be grepsbilete gjer det lettare a& loysa grafiske
derivasjonsoppgaver?

- Kva har kognitive konfliktar a seia for elevane nar dei arbeider med oppgavene?

1.3 Oppgava sin struktur
Eg vil no kort skildra den vidare oppbygginga av oppgava.

I kapittel 2 vert det teoretiske grunnlaget for oppgédva presentert. Teorikapitlet gar neerare inn 1
kva aktuell forsking seier om korleis ein tileigner seg matematiske begrep. Utgangspunktet er
kognitiv psykologi og konstruktivismen. David Tall er sentral i dette kapitlet. Han ser mellom
anna nzrare pd eit individ sin kognitive struktur knytt til eit begrep. Han innferer uttrykka
begrepsbilete, begrepsdefinisjon (Tall og Vinner, 1981), og kognitive eining (Barnard og Tall,
1997), som hjelpemiddel for & drefta kognitive strukturar knytt til begrep’. Det vert ogsa
drefta korleis eit individ kan ha ulike forstiingar av eit begrep. I tillegg vert teori som ligg
neert Tall sine teoriar presentert.

Dei vurderingar som ligg til grunn for val av metode og dei avgrensingane som er gjort gjer
eg greie for i kapittel 3. Det vert argumentert for eit kvalitativt forskingsdesign. Sjolve
gjennomforinga av datainnsamlinga, med skriftleg test, observasjon og intervju vert presentert
og det vert gjeve ein gjennomgang av korleis det innsamla materialet er handsama. Til slutt
vert begrepa reliabilitet og validitet drofta.

Det innsamla materialet med skriftleg test og transkripsjon av intervju vert analysert i kapittel
4. Utgangspunktet er dei to problemstillingane, og kapitlet er difor todelt, slik at desse vert
analysert og drefta kvar for seg. Det vert gjeve ei oppsummering av elevane sitt begrepsbilete,
kvar for seg og samla, for samanhengen mellom begrepsbilete og loysingsstrategiar vert
presentert som ei grafisk framstilling av tre elevar sine loysingsstrategiar.

I kapittel 5 dreftar eg resultata samla og prover a trekkja nokre konklusjonar, samt gje nokre
mulege konsekvensar for undervisning. Til slutt kjem ei kort oppsummering av
hovudfagsarbeidet, og nokre idear & arbeida vidare med vert nemnt.

2 Tall har samarbeida med andre nar han har utvikla desse uttrykka. Til demes er begrepsbilete og
begrepsdefinisjon like knytt til Shlomo Vinner.
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2 TEORI

Det teoretiske grunnlaget for denne oppgava er basert pa konstruktivistiske laringsteoriar. Det
har samanheng med forfattaren sitt syn pa laering, samt at dette synet er rddande i den
litteraturen som vert nytta i oppgava og lereplanen. Det konstruktivistiske synet har paverka
ein monaleg del av forskinga innan laring og lerevanskar. Dette kapitlet vil ta for seg teori
som er relevant i heve til dette hovudfagsarbeidet.

2.1 Piaget og konstruktivismen

Kognitiv psykologi er, i motsetnad til behaviorismen, oppteken av at det ikkje berre er ytre
stimuli og responsar som er viktig i studiet av lzering. Mennesket er eit aktivt og handlande
vesen. Dei ytre stimuli vert tolka pa eit sjolvstendig grunnlag gjennom indre, hegare mentale
prosessar for ei handling (Imsen 2001). Eit prinsipp for individet, i folgje kognitivistar, vert a
finna meining og samanheng i tilvaeret.

Det konstruktivistiske lzringssynet er nzrt knytt til kognitiv psykologi. Utgangspunktet er at
mennesket konstruerer eigen kunnskap. Individet er med andre ord aktivt og konstruerande.
Det er ein vekselverknad mellom péaverknaden og det ein sjelv gjer med paverknaden — ogsé
kalla interaksjonisme.

Jean Piaget (1896 — 1980) var utviklingspsykolog og konstruktivist. Arbeidet hans har hatt
stor innverknad pd matematikkundervisninga 1 fleire land. Han har og paverka og inspirert
andre som har lansert alternative teoriar kring kognitiv utvikling, til demes Ausubel. Piaget
laga ein teori for intellektuell utvikling basert pa intervju med bam. Pa bakgrunn av forskinga
si sat han opp stadium for intellektuell utvikling knytt til alder.

2.1.1 Begrep knytt til leringsprosessen

Piaget hadde ei relativt snever tolking av begrepet le@ring. Han sdg pa det som 4 lagra
kunnskap frd ytre paverknad. Lzring som krev forstding kalla han utvikling (Imsen, 2001).
Det viktige var & finna struktur i kunnskap — korleis vert kunnskap konstruert? Han kom til at
me tolkar den informasjon me far frda omverda, og dersom gamle syn pd verda ikkje held
lenger, revurderer med desse. Fire viktige begrep knytt til l®ringsprosessen skildrar
hovudtrekka i teorien; Begrepet for indre representasjon, skjema. Begrepa i sjelve
leeringsprosessen, assimilasjon og akkomodasjon, og motivasjon bak leringa, ekvilibrium
(Piaget, 1970).

Individet lagrar kunnskap i skjema. Skjema er indre representasjonar av ytre fenomen. Skjema
vert mellom anna nytta for & sjd samanhenger, forstd og organisera situasjonar. Det er den
kunnskap me har om eit begrep. Av den grunn har me mange skjema. I matematikk er det
skjema for prosessar og objekt, grafar, grenseverdiar, forhold, derivasjon osv.

I folgje Piaget har individet behov for & vera i likevekt (ekvilibrium) med miljeet. Nar ny
kunnskap kjem 1 konflikt med eksisterande, vert denne likevekta forstyrra. I ein
overgangsperiode vil individet prova & tilpassa den eksisterande kunnskapen til den nye slik at
det igjen er likevekt, men no pa eit hegare niva. Piaget skildra den intellektuelle utviklinga i
fire stadium; det sensori-motoriske, det pre-operasjonelle, det konkret operasjonelle, og det
formal-operasjonelle. Fyrst pa det formal-operasjonelle stadiet er vitskapeleg tenking muleg



Elevar si graficke forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnzrming

da ein ikkje lenger er avhengig av konkrete deme, men kan gjera abstraksjonar som er
nedvendig i store delar av matematikken.

Piaget sin teori om overgang fra eit mentalt steg til eit anna er og viktig. Her nytter han to
begrep, assimilasjon og akkomodasjon. Assimilasjon er knytt til det & akseptera ny
informasjon. Dersom me meter eit problem, og ved hjelp av dei skjema ein har tilgjengeleg
klarer a lgysa problemet, vert problemet assimilert av skjemaet. Dersom me ikkje klarer dette,
onskjer me at skjema verta endra, akkommodert, slik at problemet kan leysast.
Akkommodasjon er prosessen der individet sin kognitive struktur vert endra/tilpassa og
assimilasjon utan akkomodasjon er difor ikkje muleg. Desse overgangane gér ikkje alltid
smertefritt. Dei forer ofte til kognitive vanskar.

Piaget sin teori er omdiskutert og delar av teorien, mellom anna stadia er kritisert. Det som
likevel er grunnleggjande og som mykje anna forsking byggjer pad er at barnet (eleven)
konstruerer sin eigen kunnskap. Ein kan ikkje, 1 felgje Piaget, overfera kunnskap direkte fra
voksen til bamn (eller lerar til elev).

2.1.2 Konstruksjon av matematiske strukturar — abstraksjon og begrepsmessige
heilskapar

Piaget skil mellom to typar kunnskap. Figurativ kunnskap er kunnskap som vert lagra i
minnet utan at den (nedvendigvis) er knytt til kognitiv struktur. Pugg og fysisk kjennskap til
objekt er deme pé figurativ kunnskap. Operativ kunnskap er varig kunnskap som er konstruert
av individet sjolv. Det er kunnskap som er knytt til skjema basert pa korleis ein behandlar
objekta og ikkje berre dei eigenskapane objekta sjolv har. Piaget kalla slik kunnskap for
logisk-matematisk lering (Dubinsky, 1991).

Reflekterande abstraksjon er eit begrep introdusert av Piaget for & skildra eit individ sin
konstruksjon av logisk-matematiske strukturar gjennom kognitiv utvikling. I folgje Piaget har
reflekterande abstraksjon inga absolutt byrjing, men er tilstades allereie i det sensori-
motoriske stadiet. Det er ogsa til stades i alle andre stadium (Piaget 1970).

Piaget skilde mellom tre typar abstraksjon:

-  Empirisk abstraksjon. Ein far kunnskap direkte fra eigenskapane til eit objekt.

- Pseudo-empirisk abstraksjon. Ein far kunnskap om ein situasjon pd bakgrunn av
handlingane ein sjelv utferer pa eit objekt.

- Reflekterande abstraksjon. Subjektet er kjelda til kunnskap ved at ein dreg generelle
koordineringar av handlingar.

Dei ulike typane abstraksjon er ikkje heilt uavhengige av kvarandre. Ein far kunnskap direkte
fra objekta, eller ved a utfera handlingar pa dei (empirisk og pseudo-empirisk abstraksjon).
Handlingane vert sa koordinert og det vert konstruert (nye) indre prosessar og (matematiske)
objekt (reflekterande abstraksjon). Empirisk abstraksjon kan vidare dra kunnskap direkte fra
dei nye objekta.

Reflekterande abstraksjon star for sjelve konstruksjonen av matematiske strukturar. Piaget
meinte at det var reflekterande abstraksjon som ferte til matematisk tenking der form/prosess
vert separert frd innhald og prosessane sjolv vert konverterte til objekt (hja matematikaren)
(Dubinsky, 1991). Reflekterande abstraksjon startar ved at ein trekkjer ut eigenskapar frd
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handlingar (mentale eller fysiske). Deretter konstruerer ein nye kombinasjonar. Denne
konstruksjonen er svart viktig. Det er den som ferer til matematisk utvikling.

Piaget finn fire typar reflekterande abstraksjon i matematisk tenking i felgje Dubinsky (1991):

- Konstruksjon av indre prosessar. Ein overset mange synlege handlingar til eit system
av indre operasjonar. Piaget kalla dette fortetting/fortruleggjering (interiorization).

- A koordinera to eller fleire prosessar til ein prosess.

- Generalisering. A utvida eit skjema slik at det passar fleire fenomen.

-  Encapsulation, eller a gjera ein prosess om til eit objekt. Dette er kanskje den
viktigaste og vanskelegaste konstruksjonen.

- Dubinsky ser i tillegg reversering, a sja pa ein prosess baklengs, som ein konstruksjon.

Den matematiske strukturen vert i folgje Piaget lagra 1 skjema. Det at me konstruerer denne
strukturen, samt at konstruksjonane kan tilpassast og endrast (assimilerast og akkommoderast)
tyder pa at ein ikkje skal oppfatta skjema som noko statisk.

Dreyfus (1991) ser ogsd pa abstraksjonsprosessen og meiner at eit av dei viktigaste mala i
hegare matematisk utdanning er & tileigna seg evna til 4 abstrahera. Nar ein student bevisst
kan abstrahera fra matematiske situasjonar er han/ho pa eit hegt niva i matematisk tenking.

Dreyfus nemner tre prosessar som viktige grunnlag for abstrahering. (Mental) representasjon,
som er dei skjema eit individ nyttar 1 mete med ulike situasjonar, matematiske eller
daglegdagse. Desse kan vera ulike frd individ til individ. T.d. kan ein person si mentale

representasjon i mete med derivasjonssymbolet % innehalda ingenting anna enn symbolet i

seg sjelv. Ein annan person kan tenkja stigningstalet til ein graf. Mentale representasjonar er
skapt pa bakgrunn av konkrete representasjonssystem. A kunna gi frd det spesielle til det
generelle, generalisera, er viktig for & seinare kunna abstrahera. Nokre generaliseringar
inkluderer eit behov for 4 laga nye begrep. Den tredje prosessen Dreyfus nemner er
syntesebygging (synthesizing) der ein kombinerer/set saman delar til eitt heile.

Abstraksjonsprosessen er nzrt knytt til generalisering og syntesebygging, men & abstrahera
stiller mykje sterre kognitive krav. Ein kan ikkje lenger stotta seg til konkrete situasjonar.
Dette er ein konstruktiv prosess der ein endrar fokus fra objekta til strukturen og relasjonane
mellom objekta. Nér ein student til demes skal forstd det algebraiske begrepet kropp, kan
han/ho ikkje lenger fokusera pa tala sjelv, men ma sja pa forholdet mellom tala (Dreyfus,
1991).

Representasjon og abstrahering er i folgje Dreyfus komplementzre prosessar i motsette
retningar. Eit begrep er ofte abstrahert fra mange ulike representasjonar, men representasjonar
er alltid representasjonar av abstrakte begrep. Ein treng ofte ein konkret representasjon for a
utfora matematiske oppgaver. Det gjev eit kognitivt krav i tillegg til det matematiske; det kan
vera lettare & tenkja matematisk dersom ein klarer a nytta til demes ein visuell representasjon.
Med andre ord er det ein komplementaritet ogsa mellom det kognitive og det matematiske
aspektet i representasjon av matematiske strukturar. Dreyfus finn med dette fire steg i
leringsprosessen; nytta ein enkelt representasjon (1), nytta meir enn ein representasjon
parallelt (2), laga samanhengar mellom parallelle representasjonar (3) og integrera
representasjonar og skifta til den som til ei kvar tid er mest passande (4). Dreyfus seier vidare
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at ”...nar ein har abstrahert begrepet har ein kontroll over eigne representasjonar, ein eig
begrepet...” (Dreyfus, 1991, s. 39).

Piaget si forestilling om danninga av begrepsmessige heilskapar (Harel og Kaput, 1991) er
vidare viktig for & skilja mellom form og innhald og har vore til hjelp for andre i forsking pa
undervisning i matematikk. Liknande definisjonar er nytta, som encapsulation (Ayers, Davis,
Cobb, 1988). Greeno (1983) definerer ein begrepsmessig heilskap som eit kognitivt objekt der
det mentale systemet kan ta objektet som eit argument.

Harel og Kaput, (1991) ser pad konstruksjon av slike begrepsmessige heilskapar som ein
vertikal vekst i kunnskap. Konstruksjon av slike heilskapar gjev fleire fordelar. Harel og
Kaput (1991) nemner tre; Dei lettar arbeidsminne ved at ein ser pa heile prosessen som eit
objekt. Dei gjev betre forstaing av komplekse begrep. Til demes er ein ved derivasjon
avhengig av & sja pa delar av funksjonen (regelen, definisjonsmengd, verdimengd) som eit
heile og nytta ein derivasjonsoperator pa funksjonen. Vidare hjelper dei til & halda rett fokus
nér ein skal loysa oppgaver. Nar ein skal loysa ei oppgave er det viktig at ein klarer 4 leggja
vekt pa dei delane av problemet som er relevant for a lgysa problemet. Figuren under viser eit
deme pa ei enkel oppgave, men der ein ma sja den overliggande strukturen for 4 finna den

enkle lgysinga:

A QUARTER-CIRCLE PROBLEM

B
v P
1
o] X A

Given a quarter-circle OAB of radlus 10cm, where O is the
centre of the circle. Find the length of XY, where OXPY
is a rectangle.

Figur 2: Finn lengda XY (Orton 2004, s. 89).
2.2 Sfard sin teori om utvikling av matematiske begrep

Anna Sfard (1991) presenterer ein teori for korleis begrepsmessige heilskapar vert konstruert.
Teorien legg vekt pa at begrep kan oppfattast pa to matar og at det er ein kvalitativ skilnad i
desse begrepsforestillingane.

Det matematiske universet bestar av matematiske objekt. Desse objekta har visse eigenskapar
og me kan utfera prosessar pa dei ved hjelp av gjevne lovar og reglar (Sfard, 1991). Dei
matematiske objekta er derimot abstrakte og me treng ulike representasjonar for dei. Ein
funksjon kan til demes representerast algebraisk eller ved hjelp av ein graf. Den deriverte av
ein funksjon i eit punkt er ein grenseverdi, men kan ogsa illustrerast med ein tangent.
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Sfard hevdar vidare at matematiske begrep kan oppfattast strukturelt og operasjonelt. 1 ei
operasjonell forestilling vert matematiske begrep behandla som prosessar, handlingar og
algoritmar, medan ein 1 ei strukturell forestilling behandlar det matematiske begrepet som eit

objekt. Ei strukturell ferestilling av broken (objektet) % kan ein ogsé sja pa operasjonelt som

prosessen 5:8. Liknande begrepspar finn me i litteraturen som figurativ/operativ,
instrumentell/relasjonell, prosess/produkt, men Sfard hevdar at hennar skildring skil seg fra
dei andre ved at ho legg vekt pa at oppfattingane er komplementzre. Det er ikkje slik at ein
nedvendigvis oppfattar breken ovafor enten operasjonelt eller strukturelt (pd same maéte som
at dei matematiske objekta ofte er prosessar og objekt samstundes).

Generelt kjem dei operasjonelle forestillingane for dei strukturelle i begrepsdanninga. Til
domes ma barn telja mange gonger til fem med ulike konkret for dei kan nytta talet 5

strukturelt. P4 same mite tek det tid for derivasjonsregelen (x’) =r-x"" vert oppfatta
strukturelt. Vegen til ei strukturell forstding er i mange samanhengar lang og for nokre elevar
ikkje oppnéeleg (slik Piaget hevda at nokre bam aldri kom pa eit formal-operasjonelt nivi 1
nokre samanhengar).

Eit anna viktig poeng for Sfard er at dei matematiske begrepa historisk har vore oppfatta
operasjonelt i lange tider for dei har fatt ein strukturell definisjon og dette har noko 4 seia for
korleis ein lzrer matematiske begrep. Sfard viser til den historiske utviklinga bide av
talbegrepet og funksjonsbegrepet (Sfard 1991). Figuren under viser korleis talbegrepet i folgje
Sfard vert konstruert:

Complex

Positive

Positive ex. root  Posilive

Natural division Positive
numbers | measuring  fractions

Seuot/ \

concreie
objects

counting

Figur 3: Konstruksjon av talbegrepet (Sfard, 1991, s. 13).
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Danninga av begrep skildrar Sfard i tre fasar, kjeder av overgangar fra operasjonelle til
strukturelle forestillingar. Dei tre fasane vert kalla interiorization (fortetting/fortruleggjering),
condensation (sjelvstendiggjering) og reification (tingleggjering, reifikasjon). Figuren under
viser ein generell modell for danning av begrep:

Object B

Object B .

Object A

Object A

Concrete Processes
objects on concrete objects

A 4

Figur 4: Ein generelle modell for danning av begrep (Sfard, 1991 s5.22).

Interiorization viser til fasen der ein utferer operasjonar pa kjende begrep. Til demes arbeider
ein med gjennomsnittleg og momentan vekstfart for ein del grafar. Grafane er kjende objekt
og ein ser nzrare pa kor fort grafen veks for eit gitt intervall og etter kvart for eit gitt punkt.
Elevane vert pd denne maiten kjend med prosessar som leiar mot grenseverdi og
derivasjonsbegrepet. Etter kvart er ein ikkje lenger avhengig av konkrete objekt, men ein
utferer prosessen ved hjelp av mentale representasjonar.

I den neste fasen, condensation, gjer ein lengre sekvensar av operasjonar om til einingar som
er lettare 4 behandla. Sjelv om begrepet framleis er prosess-relatert, er det muleg & utfera
vanskelegare operasjonar pa ein tilfredsstillande mate. Det vert danna nye begrep i denne
fasen og ein er ikkje nedvendigvis lenger avhengig av ein bestemt representasjon. Ein treng
kanskje ikkje & teikna opp tangenten med tilhoyrande hjelpeliner for & finne momentan
vekstfart. Likevel er begrepet framleis oppfatta som ein prosess.

I den siste fasen, reification, er ein ikkje lenger avhengig av ein bestemt prosess. No er
begrepet fullt utvikla. Ein ser no heile prosessen som eit objekt, ein statisk struktur. Dette er
ein enorm og plutseleg overgang, i motsetnad til interiorization og condensation, som er
gradvise overgangar. Overgangen til reification medferer nye muligheiter til matematisk
behandling av objekta, mellom anna generelle eigenskapar, relasjonar mellom representantar

10
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og problemloysing. Reification er og starten pa ei ny interiorization; av begrep pa hegare niva
(figur 4). Det ma og nemnast at reification, som er eit stort sprang i forstaing, eit ontologisk
skifte (Sfard 1991), ikkje er ein lett overgang. Mange elever klarer aldri a fullt utvikle somme
begrep, for andre tek det svart lang tid. Halmos (1985) fortel at han brukte 4-5 &r pd &
verkeleg forstd begrepet A-matriser’. P4 same mate kan det ta langt tid for elevar for
derivasjonsbegrepet er tingleggjort. Ein ma mellom anna oppfatta den deriverte som ein
funksjon av x, som ein kan utfera nye operasjonar pa.

2.3 Prosess og begrep samstundes — proceptual thinking

Dubinsky (1991) formulerer ein teori, der dei finn tre steg i innkapslinga av ein prosess til eit
objekt (Sfards tingleggjering). Ein dannar seg etter kvart forestillingar av konkrete handlingar
(action) slik at dei vert prosessar. Desse vert innkapsla som mentale objekt som seinare vert
ein del av mentale skjema, APOS. Dei finn difor at det er fleire métar 4 konstruera objekt pa:

... an individual can reflect on a schema and act upon it. This resulis in the schema becoming
a new object. Thus we now see that there are at least two ways of constructing objects — from

processes and from schemas.
(Tall et al. 1997, 5. 2)

Gray og Tall (1994), Gray et al (1999, 2001), Tall et al (1997, 2001a) utvikla denne teorien
vidare og sag pa symbola si rolle 1 skilnaden mellom det dei kalla procedural and proceptual
thinking (Gray og Tall, 1994). Procedural thinking er karakterisert ved at ein fokuserer pa
relativt enkle manipuleringar av (matematiske) objekt representert pa ulike métar (symbol,
bilete, ord). Ein kan til demes derivera uttrykket 2x* +4o0g fA 4x ved hjelp av ein
derivasjonsalgoritme. Men den deriverte kan ogsa oppfattast som eit begrep. Her er dei pa line
med Sfard. Gray og Tall ser n@rare pa symbola si rolle 1 denne samanhengen. Til demes er

symbolet -i— eit uttrykk for bade divisjonsprosessen og begrepet. P4 same mate er % eit

uttrykk for derivasjonsprossen og begrepet den deriverte. For 4 unngé 4 sjé pa denne todelinga
mellom prosess og begrep innferte Tall og Gray ordet procept som ei samansmelting av dei to
forre orda. Dette kan direkte oversetjast med ordet progrep, men 1 det vidare vert likevel
procept nytta. Ogsa her er dei pa line med Sfard som legg vekt pa at begrep vert oppfatta
strukturelt og operasjonelt samstundes. Dei definerer procept slik:

An elementary procept is the amalgam of three components: a process which produces a
mathematical object, and a symbol which is used to represent either process or object.

A procept consists of a collection of elementary procepts which have the same object.
(Gray og Tall, 1994, s. 6)

* )-matriser er eit begrep i hogare matematikk innan emnet kombinatorikk.

11
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Symbolet uttrykkjer saleis bade prosessen og begrepet og kan pd den maéten vera ei
omdreiingsakse mellom desse:

process
symbol il procept
T~ concept

Figur 5: Symbolet som ei omdreiingsakse mellom prosess og begrep (Tall e al, 2001a, s. 5).

Det er difor ein fordel & sja pa eit symbol badde som prosess og begrep og a fleksibelt vera i
stand til & endra fokus fré 4 utfera ei algoritme til 4 tenkja pa eit begrep. Det er dette Tall og
Gray kallar proceptual thinking (Gray og Tall, 1994).

...It is proceptual thinking that gives great power trough the flexible, ambiguous use of

symbolism that represents the duality of process and concept using the same notation.
(Gray et al, 1994, 5. 7)

Figuren viser korleis Gray et al. ser for seg at ein loyser problem etter utviklingsniva

Spectrum of outcomes

Progress Process(es)
Sl )

Pre- Sophistication

Figur 6: Ulike utfall i arbeid med matematiske prosessar (Gray og Tall, 2001, s. 69).

Dersom ein meter eit problem som berre krev ein rutinemessig framgangsmate (procedural) er
det a loysa oppgéva eller ikkje berre skilnaden mellom dei to fyrste stega i figuren. Pa
prosessnivaet kjenner ein fleire matar 8 komma fram til svaret. Ein vert meir fleksibel og vel
ofte den mest effektive loysinga. Det mest effektive er likevel nir symbola fungerer bide som

prosess og begrep.

12
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2.4 Begrepsbilete og begrepsdefinisjon

Tall og Vinner (1981) nyttar nemningane begrepsbilete (concept image) og begrepsdefinisjon
(concept definition) for a synleggjera kva rolle individet sin begrepsmessige struktur speler.

Begrepsbiletet er den totale kognitive struktur som er assosiert med eit begrep. Det inkluderer
alle mentale bilete og dei eigenskapane og prosessane som er knytt til desse. Det mentale
biletet ein har i samband med eit begrep har ein bygd opp over tid, gjennom erfaring, og det er
eit bilete som har endra seg 1 mete med nye situasjonar.

Begrepet funksjon er eit deme. Det vert nytta i ulike situasjonar, mellom anna som eit
geometrisk bilete av ein graf, ein algebraisk formel eller som eit forhold mellom ein avhengig
og ein uavhengig variabel. Ofte vert det knytt symbol som f (x) til funksjonen. Ein elev
moter desse ulike representasjonane i undervisninga og dei vil paverka og endra eleven sitt
begrepsbilete av begrepet funksjon. Begrepsbiletet utviklar seg og er ikkje det same heile tida.

.. ulike stimuli aktiverer ulike delar av begrepsbiletet, og utviklar det pa ein mate som ikkje

nodvendigvis er eit koherent heile...
(Tall og Vinner, 1981, s. 152)

Den delen av begrepsbiletet som vert aktivert i ein gitt situasjon vert kalla det
[framkalla/vekka/aktiverte begrepsbiletet (evoked concept image) (Tall og Vinner, 1981). Nar
eleven meter funksjonen f (x) =x’ +2, og far i oppgéve 4 finne eventuelle nullpunkt, kan det
framkalla begrepsbiletet fora til at han/ho vel ein algebraisk framgangsméte. Eit anna
framkalla begrepsbilete kan gje ein grafisk framgangsmate. Sjelv om Tall og Vinner nyttar
ordet framkalla begrepsbilete er det viktig & presisera at det ogsa kan vera framkalla
prosessar.

Begrepsdefinisjonen har ei anna rolle. Det er ... ord som er nytta for a spesifisera eit
begrep...” (Tall og Vinner, 1981, s. 152). Det er altsa dei orda ein person nyttar for a forklara
sitt begrepsbilete. Dersom det er ein definisjon som er allment (matematisk) godkjend, seier
me at det er ein formell begrepsdefinisjon, i motsetnad til ein personleg. Definisjonar vert ofte
leert gjennom pugg, andre gonger klarer ein a knytta definisjonar til det begrepsbiletet ein har.
Ein definisjon vil vansett framkalla eit begrepsbilete. Det vert kalla begrepsdefinisjonsbilete
(concept definition image) (Tall og Vinner, 1981). Det er ikkje alltid dette er riktig relatert til
andre delar av begrepsbiletet.

Begrepsbilete som tilsynelatande er i konflikt kan aktiverast i1 ulike situasjonar. Likevel treng
det ikkje fora til kognitiv konflikt. Berre nér ulike bilete vert aktivert samstundes er det ein
muleg konflikt eller forvirring. Difor kan ein ha syn som er i konflikt me kvarandre, men
ikkje vere klar over det for dei vert aktiverte samstundes. I mekanikk lzrer me at krafta er
proporsjonal med akselerasjonen. Likevel er det svart mange elevar som trur at krafta er
proporsjonal med fart. Eit syn som er svart resistent mot undervisning. Likeins finn Roper at
mange elevar trur at kraft verkar i retninga av rersla i vertikal sirkuler rersle (Orton, 2004).
Tall og Vinner (1981) kallar delar av begrepsbiletet eller -definisjonen som kan vera i konflikt
med andre delar av begrepsbiletet eller -definisjonen for potensielle konfliktfaktorar. Dersom
dei vert vekka samstundes vert dei kalla kognitive konfliktfaktorar.

13
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Vinner meiner at ein ma ha eit begrepsbilete for a forsta eit begrep til fulle.

...we assume that to acquire a concept means to form a concept image for it. To know by

heart a concept defenition does not guarantee understanding of the concept ...
(Vinner, 1991, s. 69)

Difor er det ikkje nok & vita at f '(x) er grenseverdien for % nar Ax gar mot null for a

forsta den deriverte til ein funksjon 1 eit punkt.

For a tileigna seg eit begrep er det difor ei samhandling mellom begrepsdefinisjon og

begrepsbilete over lengre tid. Definisjonen er sdleis til hjelp nar begrepsbiletet vert “forma”.

Eit deme er at ein har nokre idear om korleis ein graf endrar seg nar det er stor og liten vekst.

Seinare ser ein nzrare pa korleis stigninga er i eit punkt pa grafen og dette vert kalla

fla+Ax) - f(x)
Ax

stigningstalet til tangenten og definert som f (x]=£lda = . Figuren under

viser korleis denne interaksjonen gar fore seg over tid:

Begrepsdefinisjon [«——| Begrepsbilete

Figur 7: Interaksjon mellom begrepsdefinisjon og begrepsbilete (Vinner, 1991, 5.70).

I undervisninga meiner Vinner derimot at leerarar (og leerebokforfattarar) har eit bilete av at
begrepsdanninga er “einvegskoyrd” — begrepsdefinisjonen styrer danninga av begrep. Vinner
er her pé line med fleire andre, mellom anna Tall (1985a), Cornu (1991), og @sterlie (2005):

Begrepsbilete

v

Begrepsdefinisjon

Figur 8: Begrepsdanninga (Vinner, 1991, 5.71).

Ein framgangsmate for 4 tileigna seg eit begrep vert difor a introdusera begrepet ved hjelp av
definisjonen samt utfyllande deme. Begrepsbiletet vil gradvis verta rikare.

I mote med (matematiske) problem og oppgaver vil det vera naturleg at bade
begrepsdefinisjonen og begrepsbiletet vert »aktivert™. Vinner meiner at lrarar har ei
oppfatting av at elevane alltid nyttar begrepsdefinisjonen for den endelege loysinga vert
presentert. Ei av folgjande tre oppsett vil difor skjematisk uttrykkja kva som skjer:

* Boksane med begrepsdefinisjon og begrepsbilete skal ikkje oppfattast som biologiske/fysiske delar av hjernen.

...In order to present our ideas by means of diagrams, assume the existence of two different "cells” in our
cognitive structure... (Vinner, 1991, s. 69).
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T Svar pa oppgava

/ 1. Interaksjon mellom
Begrepsdefinisjon b Begrepsbilete begrepsdefinisjon og
-:'\ begrepsbilete
TProblcmsﬁlling/Oppgﬁve
_T Svar pa oppgéva
Begrepsdefinisjon Begrepsbilete 2. Formell deduksjon.
TProblcmsﬁlling/Oppgéve
_T Svar pa oppgava
Begrepsdefinisjon —r—‘ Begrepsbilete 3. Intuitiv ide fer deduksjon.
TPrUblemstilling/Oppgévc

Figur 9: 3 modellar for laysing av eit (kognitivt) problem. (Vinner, 1991, s. 70 — 72).

Me ser at her vil eleven gé via definisjonen for ei leysing vert presentert. Dette er ikkje alltid
tilfelle. Bade Davis og Vinner (1986), Tall og Vinner (1981), Vinner (1983), Orton (2004) og
Nygaard ef al. (1999) gjev deme pa at elevar ikkje nyttar definisjonen i mete med eit problem.
Ei betre skjematisk framstilling er:

T Svar pa oppgava

iy

Begrepsdefinisjon Begrepsbilete Intuitiv ide for deduksjon.

fProbIemstilling/Oppgﬁve

Figur 10: Ein alternativ modell for leysing av eit (kognitivt) problem (Vinner, 1991, s. 73).
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2.5 Kognitive einingar, kognitive reter

Eit begrep som er nzert knytt til det vekka begrepsbiletet er kognitive einingar (cognitive
units) (Barnard og Tall, 1997, 2001).

A piece of cognitive structure that can be held in the focus of attention all at one time will be

called a cognitive unit.
(Barnard og Tall 1997, s. 1)

Kognitive einingar og (vekka) begrepsbilete er difor mykje to sider av same sak Alle bilete
som er vekka/framkalla er nedvendigvis kognitive einingar sidan dei er noko som ein
fokuserer pa i eit gjeve tidspunkt. Delar av var kognitive struktur som refererer til eit bestemt
begrep er knytt til det vekka biletet. Motsett er det muleg for ulike begrep a vera relatert til
same kognitive eining.

Det som er ei kognitiv eining for nokon er ikkje nedvendigvis det for andre. Evna til 4 tenkja
seg og manipulera kognitive einingar er heilt nedvendig for matematisk tenking. Barnard og
Tall tenkjer seg to komplementare faktorar som er viktige for ein fyldig kognitiv struktur:

1) the ability to compress information to fit into cognitive units.
2) the ability to make connections between cognitive units so that relevant information

can be pulled in and out of the focus of attention at will.
(Barnard og Tall 1997, 5. 1)

Ein méte 4 pressa saman informasjon slik at dei passar i ei kognitiv eining er 4 sja pa til
demes eit symbol som ein prosess og objekt samstundes, det Tall kallar procept. Dersom ein
ogsa evnar a setta fleire kognitive einingar saman vert det ein rik kognitiv struktur til god
hjelp i arbeid med matematiske oppgaver. Konstruksjon av kognitive einingar er sileis relatert
til det Harel og Kaput kalla begrepsmessige heilskapar. Mellom anna lettar kognitive einingar
arbeidsminne ved at dei “pressar saman” informasjon. Dei gjev ogsa betre forstiing ved at
den kognitive strukturen vert styrka.

Ei spesiell gruppe kognitive einingar er kognitive roter (Tall, 1989). Dei vart fyrst sett i
direkte samanheng med korleis ein legg opp undervisning. Tall nytta grenseverdibegrepet som
deme. Grenseverdibegrepet er eit matematisk grunnlag/fundament (Tall 1992) som er godt
definert, men det viser seg at den formelle definisjonen av ein grenseverdi er vanskeleg 3
forstd og nytta for studentar. I staden for & jobba med dei formelle definisjonane i oppstarten
av eit tema er det i folgje Tall (1992) betre & finna ei tilneerming som byggjer pa begrep som
béde er kjende for studenten og kan vere grunnlag for seinare matematisk utvikling. Slike
tilneermingar kallar han kognitive roter.

... ei kognitiv rot er ulik fra eit matematisk fundament; der det matematiske fundamentet er eit
passande startpunkt for ei logisk utvikling hja subjektet, er ei kognitiv rot meir passande for

utviklinga av pensum...
(Tall 1992, s. 497)
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Seinare gav Tall ef al. (2000b) felgjande definisjon pa ei kognitiv rot der samanhengen med
kognitive einingar vert tydelegare:

Ei kognitiv rot er eit begrep som:

(1) Er ei meiningsfull kognitiv eining av kjemekunnskap for studenten i starten av
leringssekvensen.
(i)  Tillet byrjande utvikling gjennom ein strategi der kognitiv utvikling er meir
framtredande enn kognitiv rekonstruksjon.
(i1i))  Inneheld muleg langvarig meining i seinare steg i utviklinga.
(iv)  Ersarobust at den er nyttig sjelv nar meir sofistikert forstding utviklar seg.
(Tall et al, 2000b)

Tall (1989) nytta lokal linearisasjon som eit deme pa ei kognitiv rot 1 tilnerminga til den
deriverte. Seinare er funksjonsmaskina nytta som kognitiv rot for eit rikt begrepsbilete i
samband med funksjonsbegrepet (Tall et al 2000b, 2000c) og datamaskina som ei stette for
matematisk tenking og leering (Tall 2000a).

2.6 Vygotsky og spriak av 1. og 2. orden

Piaget la lite vekt pd sprdket i sine teoriar. Her skil han seg frd den russiske
utviklingspsykologen Lev Vygotsky, som 1 sterre grad la vekt pa korleis individet nyttar
spriket som ein reiskap for tanken. Spraket er sdleis ein del av kunnskapsbegrepet. For
Vygotsky er eit begrep sett saman av sprak og tanke. Alle tankar, erfaringar, handlingar som
er knytt til begrepet vert kalla begrepsinnhald. Alle sprakuttrykk som, munnleg sprik,
symbol, skrift, teikningar, kroppssprak vert kalla begrepsuttrykk (Hoines, 1998).

Vidare skil Vygotsky mellom sprakuttrykk som er i direkte kontakt med begrepsinnhaldet,
sprak av l.orden, og sprikuttrykk som ikkje er knytt til begrepsinnhaldet og difor treng
oversetjing, sprak av 2.orden. Denne oversetjinga krev sprdk av l.orden som
oversetjingsledd.

I denne samanhengen er det naturleg a sjd pa likskapane mellom Vygotsky og Tall/Vinner.
Ein kan seie at alle tankar, erfaringar og handlingar som er knytt til eit begrep
(begrepsinnhaldet) berre er ei anna formulering for ein kognitiv struktur som er assosiert med
eit begrep (begrepsbiletet). Vidare ser ein at Tall og Vinner definerer begrepsdefinisjonen som
ord ein nyttar for & spesifisera eit begrep. Desse orda kan ein sjd pd som eit sprakuttrykk
(begrepsuttrykk) hja Vygotsky.

Tall er ogsa oppteken av a finna tilnzrmingar til ny matematikk som byggjer pa kjende
begrep. Desse tilnzrmingane kalla han kognitive reter. Vygotsky var og oppteken av dei same
prinsippa og meinte at eleven fyrst skulle fa arbeida med sin uformelle matematikk og vinna
ny kunnskap i kjende sprakstrukturar (1.ordens sprdk). Néir ein sd skal tilfera den nye
matematikken er oversetjingsleddet viktig for & gjera 2.ordens sprak om til sprik av 1. orden.
Ein ser at ei kognitiv rot pa denne méten kan vera eit oversetjingsledd.

Likevel er det viktig a skilja mellom desse framstillingane. Vygotsky forma ein teori for
korleis kunnskapsbegrepet utviklar seg. Tall og Vinner prover derimot berre 4 synleggjera ein
begrepsmessig struktur. Det er ikkje ein teori om utvikling, slik mellom anna Piaget og
Vygotsky formulerer. Men det er interessant at mange av begrepa til Vygotsky kan nyttast i
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samband med framstillingane til Tall og Vinner. Utgangspunktet deira var Piaget sine teoriar,
som skil seg frd Vygotsky pa sentrale punkt.

2.7 Tidlegare publiserte forskingsresultat om derivasjon

Dette avsnittet vil kort ta fore seg noko av forskinga som er gjort pa elevar si forstiing av
derivasjon. Det er forska mykje pa dette omradet og ein grundig gjennomgang av all
tilgjengeleg forsking er eit studie i seg sjolv. Dette vert difor berre ei kort gjennomgang av
hovudtrekka i noko av litteraturen pa omradet, med hovudvekt pa den grafiske forstdinga av
derivasjon.

Orton (1983) undersekte 110 studentar si forstiing av elementzr kalkulus ved hjelp av
kliniske intervju. Han nytta ein skala frd 0 — 4 1 vurderingane av svara, og grupperte dei etter
om elevane hadde gjort strukturelle, vilkarlege eller utovande feil. Gjennomsnittsresultata var
av sveert varierande grad alt etter oppgéave. Ein av konklusjonane pa arbeidet var at ein méte &
betra forstdinga pé vil vera & nytta grafiske hjelpemiddel i innleringa. Han seier mellom anna
at arbeid med grafar er av stor nytte for a utvikla begrepet veksthastighet, og han nemner at
den grafiske kalkulatoren er eit nyttig hjelpemiddel i skulen

Tanken om at grafiske hjelpemiddel kan hjelpa elevar i innl@ringa av matematiske begrep er
mykje forska pd dei siste tidra. Tall og Sheath (1983) sig at elevar hadde problem med
grunnleggjande idear som krev relasjonell forstding av matematiske begrep. Dei nytta mellom
anna programma Gradient og Blancmange i undervisninga av ei gruppe hegskulestudentar.
(Gradient teiknar stigninga til grafar, Blancmange kan teikna kontinuerlege funksjonar som
aldri er deriverbare). Malet var & finna ut kva paverknad programma kunne ha pa innlzringa
av matematiske begrep. Resultata pa grafiske oppgaver var tilfredsstillande og reaksjonane fra
studentane var positive.

Undersekinga er difor eit tidleg deme pa at rett bruk av grafiske hjelpemiddel i undervisninga
kan vere positivt. Ein kan og leggja merke til at hjelpemidla ikkje nedvendigvis ma vera
avanserte. Sa tidleg som i 1983 var datamaskin og programvare lite utvikla, likevel fekk
elevane god hjelp i den kognitive prosessen.

Fordelen med datamaskina er at elevane kan sja kva som skjer og dermed fa ei intuitiv kjensle
av kva begrep som stigninga til ein graf og derivert er, utan at ein krev forkunnskapar om
grenseverdi og tangent. Tall (1985b) nyttar datamaskina til 4 introdusera det han kallar ein
lokal rettlina graf som ei kognitiv rot i innleeringa (lokal linearisasjon). Malet er at elevane
etter kvart utviklar sa god forstiding at overgangen til formelle bevis gér lettare. D4 har i
tilfelle datamaskina vore ein god “advanced organizer” (Ausubel, 2000), og ein betre
innfallsvinkel til kalkulus enn meir tradisjonell undervisning. I Tall og Blackett (1986) og Tall
(1987) vert denne undervisningsforma prevd ut, med gode resultat og i England er denne
framgangsmaten no med i lzreplanen (Artigue 1991).

Med bakgrunn i svake resultat pa prever (Mundy og Graham 1991) og mange studentar som
ikkje fullferer kurs i grunnleggjande matematikk, har universitet og hegskular i USA gjort
forsck med grafiske hjelpemiddel i undervisninga. Dette medferer ei utradisjonell
matematikkundervisning og ofte total omlegging av kursa. Bruk av PC og grafiske
kalkulatorar gjennomsyrer undervisninga. Studentane ma sjelve skaffa seg ein grafisk
kalkulator. Datamaskiner er lett tilgjengelege og dei nytter programvare som True Basic,
Matematica, Derive og Maple.
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Undersekingar av studenthaldningar tyder pad at dei generelt er positive til den nye
undervisninga. Etter eigne utsegn jobbar dei hardare og far meir utbytte i form av betre
forstding av dei matematiske begrepa. Skulane har derimot ikkje kvantitative resultat som
viser at denne type undervisning gjev betre resultat pa prever. Hogskulen i Darthmouth gav
elevane som hadde gjennomfert den nye modellen neyaktig den same eksamen som dei hadde
hatt tidlegare (Tucker, 1990). Dei fann ingen signifikant forskjell, noko som viser at
undervisninga i alle have ikkje har vore gydeleggjande.

Tall og Watson (2001b) undersekte om ei undervisning som legg vekt pa ei visuell/konkret
tilnerming i arbeid med grafar, medferer at elevane i sterre grad ogsa nyttar visuelle
prosessar i oppgaveloysing. | testutvalet nytta ein lerar ei visuell tilneerming der ho felgde
kurva til grafen med handa, fra venstre mot hegre, for 4 knyta visuelle og symbolske idear
saman. Dei andre lzrarane nytta ei meir tradisjonell undervisning, 1 stor grad basert pd ei
algebraisk tilneerming. Det var 40 elevar i heile utvalet, 13 av desse vart undervist visuelt.

Elevane frd klassen til “den visuelle leraren” viste storre fleksibilitet i maten a loysa
oppgéavene pa. Dei hadde fleire tilnzrmingar til oppgévene i og med dei ikkje var si avhengig
av ein formel for & sja korleis stigninga endra seg. Ein sterre del av dei andre elevane var
avhengig av 4 kunna loysa oppgéavene algebraisk. Dei hadde ikkje intuitiv kunnskap om
stigninga, noko som er eit nyttig hjelpemiddel i slike oppgéver.

Denne undersekinga viser ogsa at det ikkje er nedvendig med mykje avansert utstyr for &
endra undervisninga noko. Samstundes er eit vanleg hjelpemiddel som lommereknaren etter
kvart blitt sd avansert at den gjev mange mulegheiter i undervisninga. Osterlie (2005) gjorde
eit forsok med 4 nytta ein symbolregnande kalkulator (kalkulator med sdkalla CAS-teknologi)
i undervisninga. Han meiner at eit godt argument for & nytte CAS 1 undervisninga er at dei
multiple representasjonane (grafisk/algebraisk/numerisk) kan gje fordelar i lzeringsprosessen.

Kalve (2002) viser korleis dataloggar kan vera eit godt, praktisk hjelpemiddel til
begrepsforstiding av den deriverte. Ho nytta mellom anna ein rerslesensor og eit dataprogram
for grafiske framstillingar av ei posisjon-tid kurve og ei fart-tid kurve. Ho fann at mange av
elevane etter dette arbeidet klarte & gje uttrykk for den deriverte med eigne ord, noko som kan
tyde pé ei god begrepsforstaing

Mange forskarar legg altsa vekt pa at visualisering er viktig for forstdinga av matematikk, og
at pensum er for sterkt prega av ei algebraisk tilnzrming til matematiske tema. (Tall og
Vinner 1981, Tall, 1991b; Tucker, 1990; Vinner 1989, referert i Aspinwall et al. 1997,
Eisenberg 1991). Eit argument er ofte at studentar presterer darleg pd oppgéver som krev
grafisk/visuell forstding.

Aspinwall et al. (1997) argumenterer derimot for at det visuelle kan eydeleggja for forstdinga
i nokre tilfelle. Dei nytter begrepet ukontrollerbart bilete, som er eit hinder for ein meir
fruktbar tankegang og finn deme pa dette i eit case-studie av ein kalkulus student.

Tim, ein kalkulus III student (har fullfert eit &rs studium i kalkulus), fekk ulike oppgaver som
omhandlar den deriverte. Fyrst fekk han tre oppgéver som gjekk ut pa a finna den deriverte av
funksjonar. Desse, samt andre liknande oppgaver viste at han meistra (dei algebraiske)
reglane for derivasjon. Det vart og gjeve ei oppgidve for 4 undersgkja forstiinga av
samanhengen mellom den deriverte og den grafiske framstillinga til ein funksjon. Figuren
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under viser grafen som vart gjeven og Tims respons da han fekk i oppgave & skissera grafen
til den deriverte:

Figur 11: Grafen til X~ og Tims respons (Aspinwall, 1997, s. 309).

Det viste seg i lopet av intervjua (som gjekk fore seg over fleire dagar) at Tim hadde eit
ukontrollerbart bilete av at parabelen vart brattare. Grafen til den deriverte ville difor til slutt
verta tilnzerma loddrett. Dette synet var problematisk. Intervjuaren minna han om kva grafen
til den deriverte av y =x” var. D4 klarte han 3 finna ei loysing, sjelv om denne ikkje vart
heilt godteke.

Aspinwall meiner at dette er eit deme pa eit levande bilete som ikkje lenger er kontrollerbart,
og det resulterer i eit mentalt bilete som gjer ting uklart i staden for & forklara. Dei
konkluderer med at ein ma moderera argumentet om at all forstding vil auka med grafiske
hjelpemiddel. Studiet deira viser korleis ukontrollerbare bilete kan vera barrierar i forstdinga
av grunnleggjande matematikk.

I dette tilfellet er det likevel ikkje nedvendigvis Tim som tek feil. Dersom ein samanliknar
grafen til x> og grafen til x*, vil ein sji at dei er svart like. Dersom Tim i dette tilfelle
tenkjer seg at grafen er x*, vil svaret hans vera rimeleg, di den deriverte av ein
fjerdegradsfunksjon er ein tredjegradsfunksjon.

1 samband med dette kan ein ogsd minna om at det ikkje er sikkert at ei grafisk tilnzerming er
lettast for alle elevar. Mellom anna har Krutetskii (i Orton, 2004) gjennomfert ein stor studie
av matematisk evne hjé elevar. Studia er basert pd observasjon og samtale med elevar.
Krutetskii sitt syn var at ”... matematiske evner er ikkje medfodd, men er eigenskapar, tileigna
i lepet av livet, som er basert pa preferansar. Nokre har medfodde karakteristikkar som er
ekstremt gunstige i utviklinga av matematiske evner...” (Orton, 2004, s.114).

Krutetskii fann tre typar matematiske evner, analytisk, geometrisk og harmonisk (Aspinwall
et al. 1997), der den analytiske ikkje nyttar visuelle tiln2rmingar i problemloysing.

Det er forska mykje pa korleis kvart enkelt individ leerer best. Mange meiner at det er gunstig

a jobba sdkalla lzringsstilbasert. Det finst mange leringsstilmodellar. Modellen til Dunn og
Dunn tek utgangspunkt i 5 stimuli:
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Figur 12: Dunn og Dunn sin lzringsstilsmodell (Sveriges Larstilcenter).

Me ser her at dei fysiologiske elementa tilseier at nokre elevar er visuelle av natur, medan
andre elevar har andre preferansar. Eg har vald 2 ikkje ga nerare inn i denne teorien sjolv om
det er ein interessant innfallsvinkel.

2.8 Oppsummering

Dette teorikapitlet har teke for seg noko av den forskinga som er gjort pa begrepsdanning i
matematikk fra eit konstruktivistisk synspunkt. Slik eg ser det gar det ei line fra Piaget sine
begrep om leringsprosessen (akkomodasjon og assimilasjon) og konstruksjon av matematiske
strukturar (reflekterande abstraksjon og begrepsmessige heilskapar) via Sfards reification til
Tall (og andre) sine idear om procedural og proceptual thinking og procepts.

Vidare er det gjeve ei innforing i1 korleis ein kan skildra individet sin begrepsmessige struktur
ved hjelp av begrepsbilete og begrepsdefinisjon, begrepsinnhald og begrepsuttrykk. Neert
knytt til begrepsbiletet er kognitive einingar/kognitive reter — fokus pd ein del av den
kognitive strukturen til hjelp i loysing av matematiske oppgaver.

Til slutt er det kort vist til noko av forskinga pé elevar si forstding av derivasjon. Elevar slit
med grenseverdibegrepet og det er mykje som tyder pa at den mest vanlege méten & starta opp
undervisninga i derivasjon, med utgangspunkt i grenseverdiar, ikkje er den mest gunstige for
elevane. Ulike grafiske hjelpemiddel kan derimot vera stettande i innleringa av
derivasjonsbegrepet.
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3 METODE

I dette kapitlet ynskjer eg 4 gjera greie for metodiske problemstillingar og utfordringar knytt
til hovudfagsarbeidet. Ulike forskingsdesign vert drefta og det vert argumentert for ei
kvalitativ tilnserming til problemstillinga. Vidare vert det gjort greie for utval, innsamling og
handsaming av data, validitet og reliabilitet.

3.1 Ulike tilnzermingar til forsking
3.1.1 Koyvalitativ og kvantitativ metode

Ulike forskingsarbeid har ulike metodiske innfallsvinklar og stiller difor ulike krav. Dei store
internasjonale undersekingane TIMSS og PISA har eit klart mal om & vera metodisk gode. "It
is not enough to be good, you must prove that you're good!"” (Kjemsli og Lie, 2003) er eit
motto for TIMSS. Difor er dei heile tida i utvikling for a gjera resultata mest muleg pélitelege.
Sjelve mottoet kan nyttast ogsé i andre forskingsarbeid, bade sma og store.

TIMSS og PISA er deme pa forskingsarbeid som nyttar kvantitativ metode. Dei inneheld store
mengder data som kan teljast og madlast. Ved hjelp av statistiske testapparat kan ein
samanlikna dei ulike landa som er med i1 undersekinga. Kvantitativ metode vert ogsa nytta i
mindre skala. Ein kan mellom anna tenkja seg eit kvantitativt forskingsdesign for mitt
hovudfagsarbeid; Ein skriftleg test til eit stort tal (>100) elevar. Svara kan teljast opp og
samanliknast. Séleis finn ein kva oppgéver som er vanskelege og lette. Ein kan og fastsla med
ein gjeven sannsynsgrad kva typar feil elevar gjer nar dei loyser oppgaver knytt til grafisk
forstaing av derivasjon. TIMSS gjer ogsa dette (Johansen et al., 1998).

Slike deskriptive og eksperimentelle design gjev viktige bidrag til forskinga og har
tradisjonelt sett vore dominerande. Dei seinaste tidra har derimot den kvalitative metoden
vunne hevd i det matematikkdidaktiske fagmiljeet. I denne oppgava har eg vald eit kvalitativt
forskingsdesign. Bakgrunnen for det er at det ut fra mine problemstillingar ikkje er sjelve
svaret som er av interesse. Eg ynskjer & sjd narare pa tenkinga som ligg bak svaret. D3 er det
lite nyttig med eit stort tal svar pa skriftlege oppgéver.

3.2 Eit konstruktivistisk kunnskaps- og lzringssyn som grunnlag for ei
kvalitativ tilnzrming

Carr og Kemmis-typologien viser til ulike innfallsvinklar til forsking (Merriam 1998).
Dersom ein ser pi det saksomrddet ein studerer som noko ein kan fa objektiv kunnskap om
(reynda er stabil, observerbar og malbar), vel ein kvantitative metodar. Dette er ein
positivistisk innfallsvinkel til forskinga. Med ein fortolkande innfallsvinkel vert saksomradet
oppfatta som komplekst med ei mengd ikkje-malbare prosessar (kvar einskild konstruerer sin
eigen kunnskap). For 4 fi ny kunnskap vel ein kvalitative metodar som intervju, observasjon
og analyse av dokument.

Kvale nyttar to metaforar for korleis forskaren jobbar, forskaren som gruvearbeidar eller
reisande reporter (Kvale 2002). Gruvearbeidaren oppfattar verda som objektiv gjeven.
Oppgéva er 4 avdekkja den eigentlege meininga. Grev ein djupt nok, finn ein gull. Ein
reisande reporter jobbar derimot ut frd at meininga ligg 1 ein interaksjon mellom til demes
intervjuaren og intervjuobjektet.
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Dette hovudfagsarbeidet er basert pa eit konstruktivistisk leerings- og kunnskapssyn. Den som
lzerer er aktiv. Kunnskap vert konstruert, ikkje (passivt) motteke. Det er stor interesse for det
konstruktivistiske synet pa undervisning og lering, og forsking framhevar kvalitative
forskingsmetodar (Lythcott og Duschl, 1990). Likevel kan det diskuterast kva forskarsyn eg
jobbar ut frd. Forskingsarbeidet er designa for & avdekkja delar av elevar si forstding av
derivasjon. Eg leitar etter gull. Men eg nyttar det kvalitative forskingsintervjuet som
hovudreiskap’. P4 den méiten vert eg ein slags “reisande gruvearbeidar”, men det som for meg
veg tyngst er kva kunnskap eg er ute etter. Eg er ikkje ute etter kva svar elevane gjev pa ei
oppgéve, men korleis dei tenkjer nir dei layser oppgava.

Eit kvalitativt forskingsdesign er kjenneteikna av at det er forskaren sjolv som er instrumentet
for datainnsamlinga og analysen. Observasjon og intervju er vanlege framgangsmatar og
forskaren er ofte ein aktiv deltakar. Ein naturleg konsekvens er at ein utferer ein eller annan
form for feltarbeid. Ein oppsekjer situasjonar og skildrar og tolkar det ein opplever. I analysen
prever ein ofte a finna eit menster i det innsamla materialet.

Ein ser med andre ord at den kvalitative tilnzrminga har noko & seia for alle delar av
forskingsprosessen, val av informantar, instrument for datainnsamling og analyse.

3.3 Etiske problemstillingar og krav til forskaren

Det finst mange etiske "kodar” og retningsliner for korleis ein skal gjennomfera eit studie.
Desse er ulike for ulike disiplinar. Ein har ogsa nasjonale/internasjonale retningsliner og lovar
(Kvale, 2002)

I kvalitativ forsking er det viktig a vurdera forskar-deltakar-relasjonen, som skil seg mykje fra
ein eksperimentell situasjon. Der forskaren har kontroll er det fare for overgrep. I kvalitativ
forsking er det etiske dilemma knytt til badde innsamling av data, analyse og formidling av
funn.

Det er mange etiske dilemma knytt til observasjon og intervju. Ikkje minst kan det kvalitative
forskingsintervjuet by pa utfordringar. I ein intervjusituasjon kan ein mellom anna oppleva at
informanten kjem med sensitiv informasjon, eller at sjolve intervjusituasjonen vert si
ubehageleg at informanten ikkje taklar han. I denne oppgéva vert intervjuet nytta for a leysa
matematikkoppgaver. Det er ein ganske ufarleg” situasjon for elevane. Det kan sjelvsagt
vera ubehageleg 4 ikkje fa til ei oppgdve medan intervjuaren ser pa, men elevane vert trass alt
ikkje konfrontert med personlege meiningar, problem o.l. Eg prevde likevel under heile
intervjuet 4 leggja til rette for ei roleg atmosfere og pressa ikkje elevane unedig nar dei var
usikre pa oppgévene.

Det viktigaste for meg 1 datainnsamlinga var 4 sikra at informantane var anonyme. Elevane
noterte namna sine pa den skriftlege testen slik at eg lettare kunne ta kontakt med eventuelle
intervjuobjekt. Anonymiteten er difor sikra ved at skulen ikkje er nemnd i oppgava og namna
pé elevane er fiktive. Dette vart elevane gjort merksam pé for dei godtok 4 vera med pa
undersekinga. Intervjua var ogsa friviljuge. Elevane hadde heve til & “reservera” seg mot
intervju. Det gjorde dei ved a skriva ein merknad pa den skriftlege testen.

% Kvale ser pa forskingsintervjuet som “Inter views " — kunnskap konstruert gjennom utveksling av synspunkt
(Kvale, 2002).
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Ogsa analysen av data kan gje etiske dilemma. I kvalitativ forsking er det forskaren sjelv som
er hovudinstrument i datainnsamlinga, og det er forskaren som vel korleis dei innsamla data
skal nyttast. Det er fullt muleg a (meir eller mindre medviten) ta med i studiet det som passar,
og utelata det som motseier forskaren. Det eksisterer ingen metode som tek vekk alle
forskarbiasar. Sjelv om eg ikkje har noko personleg ynskje om at elevane skal ha god eller
dérleg grafisk forstding av derivasjon er det ikkje tvil om at eg har pa meg briller som er farga
av den teorien eg har lest om emnet. Kanskje dette forer til at eg tolkar data slik at det passar
med tidlegare teori?

Eit botemiddel er a skildra analysen sa godt som rad er. Dersom ein har data som ikkje til
fulle stetter forskaren sitt syn, ber ein inkludera sd mykje data at lesaren kan gjera opp si eiga
meining (Merriam, 1998). Av den grunn har eg vald a ta med delar av den transkriberte
teksten i analysen av datamaterialet. D4 vert det lettare for lesaren & vurdera om mine
slutningar er rimelege.

3.4 Utval og innsamling av data

Nér problem og val av forskingsdesign er identifisert er det tid for a velja eit utval som gjer
ein i stand til & kasta lys over problemstillinga. Merriam opererer med to typar utval,
probability sampling (sannsynsutval) og nonprobability sampling (ikkje-sannsynsutval)
(Merriam, 1998). Det siste er mest vanleg 1 kvalitativ forsking sidan ein ikkje nedvendigvis
skal generalisera resultata til ein stor populasjon. Vidare treng ein eit utval som gjev den
informasjonen ein treng, eit foremalstenleg utval. For 4 velja ut dei tilfella treng ein
utvalskriterium.

Mitt foremalstenlege ikkje-sannsynsutval vert elevar 1 den vidaregdande skulen. Eit
utvalskriterium som vil gje meg informasjonsrike tilfelle er at elevane har mett
derivasjonsbegrepet i undervisninga. Elevane ma ha kunnskapar som tilsvarer 2MX/2MY. Eit
anna kriterium var at elevane, sjelv om dei formelt hadde 2MX/3MX, skulle ha eit minimum
av kunnskapar om derivasjonsbegrepet. Difor er dei svakaste elevane utelukka frd dette
forskingsarbeidet. Det er ingen tvil om at elevar med store vanskar i matematikk er
interessante “forskingsobjekt”, men desse informantane er ikkje feremalstenlege for & finna
svar pd mine problemstillingar. Dersom elevar ikkje har kunnskapar om den deriverte i det
heile, vert det meiningslaust & diskutere kvifor dei ikkje klarar a4 tolka den andrederiverte
grafisk.

3.5 Pilotundersokinga — deltakarar, skriftleg test og intervju

Hovudfagsarbeidet er for mange studentar det fyrste motet med forsking. Difor er det svert
viktig 4 ferebu seg godt slik at ein eliminerer feil og kompenserer for manglande rutine.
Pilotundersekinga vart gjennomfort for & betra kvaliteten pa hovudfagsarbeidet ved at eg fekk
testa utval av elevar, oppgaver og intervjuform.

Den skriftlege testen vart gjennomfert i ein 2MX-klasse pd@ ein vidaregdande skule,
allmennfagleg line. Det var 18 elevar med i undersekinga. Elevane vart delt vilkarleg i to
grupper og begge grupper hadde ein skriftleg test med 7 oppgéaver. Ved 4 dela gruppa i to fekk
eg provd ut fleire oppgaver enn om eg hadde gjeve same test til alle elevane. Oppgévene
omhandla ulike delar av derivasjonsbegrepet. Grenseverdiar, definisjonen pa den deriverte,
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tolking av grafar. Oppgavene var henta fra ulike leereboker 1 matematikk (Erstad et al, 2004,
Oldervoll et al 2001, Adams, 1999), samt TIMSS-undersekinga (Johansen ef al., 1998).

Med bakgrunn i denne testen valde eg ut to intervjuobjekt. Intervjua gjekk fore seg eit par
veker etter den skriftlege testen. Intervjuet var friviljug og begge elevane samtykka i & vera
med. Under intervjuet fekk dei oppgaver dei ikkje hadde 1 tcsten For a strukturera intervjuet
og ferebu meg best mogleg nytta eg ein intervjuguide®. Erfaringane frd denne
pilotundersgkinga tok eg med meg i den vidare datainnsamlinga (Denne hovudundersekinga
vert frd no av kalla "datainnsamlinga”™).

3.6 Innsamling av data

3.6.1 Deltakarar

I pilotundersekinga nytta eg elevar fra ei 2MX-klasse. Undersokinga vart teken i
varsemesteret slik at dei kapitla som omhandla derivasjon var unnagjort. Eg kunne ikkje nytta
den same klassen i datainnsamlinga. Det tok litt tid for eg hadde fatt kontakt med ein ny skule
som stilte klassar disponible. Datainnsamlinga vart difor gjennomfert tidleg 1 haustsemesteret.
Derivasjonsbegrepet er relativt ukjend for elevar i 2. klasse tidleg i haustsemesteret. Difor
valde eg a nytta elevar frd 3MX-klassar. Da var eg sikra at elevane (formelt) hadde nedvendig
bakgrunnskunnskap. X-retninga vart vald av di dei har storre vekt pd derivasjon enn Y-
retninga. Datainnsamlinga er gjort i to 3MX klassar pé ein vidaregaande skule, allmennfagleg
line. Det var 15 elevar i kvar klasse. Begge klassane hadde nytta lzreverket Matematikk 1MX,
2MX og 3MX (Erstad et al., 2001, 2004, 2002). '

3.6.2 Skriftleg test

Ei av erfaringane frd pilotundersokinga var at oppgdvene i den skriftlege testen ikkje var
einsretta nok for 4 undersokja elevar si grafiske forstding av derivasjon. Nokre av oppgavene
fra pilotundersekinga vart nytta vidare, men for a fa eit betre utval av oppgéver tok eg ein ny
gjennomgang av lereverk. I tillegg fekk eg oppgédver fra Cyril Martin Julie, professor ved

University of the Western Cape (UWC) og professor II ved UiB. Den nye skriftlege testen
bestod no av sju oppgaver der alle omhandla grafisk tolking av den deriverte’.

Det same oppgdvesettet vart nytta 1 begge klassane. Elevane hadde ein dobbeltime til
disposisjon. Elevane fekk sileis god nok tid til & preva pa alle oppgavene. Det var eit poeng at
tid ikkje skulle vera ein stressfaktor.

Det er eit poeng at mélet med denne skriftlege testen ikkje nedvendigvis var 4 fa svar pa
forskingsspersmala og problemstillingane mine. Den skriftlege testen var eit middel til 4 finna
gode (feremalstenlege) informantar som seinare skulle intervjuast. Testen fungerte godt til det
formaélet. Det var elevar som av ulike grunnar ikkje var gode informantar. Mellom anna var
nokre elevar sa svake at det virka vanskeleg 4 seia noko om deira forstding av ulike sider av
derivasjonsbegrepet. Andre elevar derimot peika seg ut som gode intervjuobjekt. Til demes
var det nokre elevar som svarte rett pd oppgéver der funksjonsuttrykket til grafen var gjeven,
medan dei fekk problem ndr berre grafen var gjeven. Det var observasjonar som var
interessante & sja narare pa.

¢ Vedlegg 7.1 og 7.2.
"Vedlegg 7.3.
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3.6.3 Intervju

Som nemnt tidlegare valde eg eit kvalitativt forskingsdesign. Merriam (1998) meiner at
kvantitativ forsking, der ein generaliserer frd mange individ ofte er lite nyttig. Mason og
Davis (1991) gjev uttrykk for at ein ikkje skal fokusera pa svara, men kvifor elevane gjer som
dei gjer nér dei loyser oppgaver, medan Grouws (1992) og Kvale (2002) papeiker at intervju
er sveert viktig 1 forskinga.

Det kliniske forskingsintervjuet er difor hovudmetode i datainnsamlinga sidan det for meg var
den beste maten & undersekja korleis elevar tenkjer nar dei arbeider med oppgéver knytt til
grafisk forstding av derivasjon. Val av innsamlingsmetode er ogsd knytt til
problemstillingane. Dersom ein ynskjer & finna ut meir om kvifor elever svarer som dei gjer
nér dei leyser oppgaver, mi ein vera til stades under oppgavelsysinga. Men observasjon vert
for passivt. Intervju er ein god metode sidan det medforer ein dialog som kan kasta lys over
problemstillingane. Vidare kan ein analysera notat og transkripsjonar grundig i etterkant av
intervjuet. '

Det er viktig 4 forebu seg godt for & sikra seg at intervjua vert sd bra som muleg. Dette gjeld
kanskje i sarleg grad nar ein er uerfaren. Eg vil no gjera greie for korleis intervjua vart
planlagt og gjennom{fert.

Graden av struktur pd intervjuet er avgjerande for kva type informasjon ein fir ut av
informanten. Merriam nemner tre typar intervju, gradert etter struktur, veldig strukturerte
(standardiserte), semistrukturerte og ustrukturerte (uformelle), (Merriam 1998).

I dei standardiserte intervjua er spersmila og rekkjefolgja av dei bestemt pa forehand.
Sperjeundersekingar, gallupar og marknadsundersgkingar er deme pa standardiserte intervju.
Problemet med desse intervjua er at det vert vanskeleg 4 fa tilgang til informanten si
verdsoppfatning. I staden far ein reaksjonar pa forskaren si oppfatting av den same verda. I
motsett ende av skalaen har ein dei ustrukturerte intervjua. Dei er meir som ein samtale &
rekna. Intervjuaren stiller opne spersmal og intervjuet kan ta mange vendingar. Dersom
intervjuaren sjelv ikkje veit nok om fenomenet til 4 stilla gode spersmdl er dette ei god
intervjuform. Dei semistrukturerte intervjua er ein kombinasjon av dei to forre og vanleg i
kvalitativ forsking. Her er det ofte ei blanding av meir eller mindre strukturerte spersmal. Pa
den maéten kan ein sikra seg at ein kjem inn pa tema som er bestemt pa ferechand, samstundes
som at ein har heve til 4 folgja opp interessante utsegn fra informanten.

Intervjua i datainnsamlinga var relativt strukturerte. Elevanc loyste eit sett med gjevne
derivasjonsoppgaver. Nokre oppgaver var felles for alle intervjuobjekta. I tillegg gjekk eg
nzrare inn pd nokre oppgaver frd den skriftlege testen. Desse oppgdvene varierte med
intervjuobjektet. Likevel vil eg ikkje kalla intervjua mine standardiserte. Eg var open for &
endra rekkjefolgja av oppgaver, og dersom eg gjorde interessante observasjonar i lepet av
intervjuet vart dei felgd opp umiddelbart. Eg vil difor seia at intervjua i stor grad var
semustrukturerte.

For a beta for manglande erfaring laga eg meg som nemnt ein intervjuguide for pilotintervjua
Erfaringane fra pilotintervjuet var sa positive at eg nytta omtrent same intervjuguide ogsa i
datainnsamlinga. Utvalet av oppgaver varierte likevel noko med informant. Intervjuguiden
hadde to feremadl. I tillegg til at den var ei hjelp i1 hove til det & strukturera intervjuet, var den
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eit nyttig reiskap til 4 finna gode intervjuspersmal. Eg nytta intervjuguiden som ein mental
gjennomgang av intervjuet for intervjuet fann stad.

Fer kvart intervju valde eg ut kva oppgaver som skulle vera med. Eg sig for meg mulege
leysingar av oppgédvene og problem som kunne dukka opp. Eg laga meg nokre hjelpespersmal
som kunne nyttast dersom eleven sat fast og eg ikkje ville gje loysinga direkte, eller dersom
eleven svarte korrekt, men lite utfyllande. Eg hadde heile tida i baktankane at intervjua skulle
gje meg nok informasjon til 4 kasta lys over problemstillingane. Kvale nemner at sporsmala
ein stiller i intervjuet kan evaluerast etter ein tematisk og ein dynamisk dimensjon (Kvale,
2002). Den tematiske dimensjon er kanskje viktigast. Spersméla ein stiller skal gje meir
kunnskap om problemstillingane. Men spersmaila skal samtidig vera dynamiske ved at dei
skaper ein god samtale under intervjuet.

Difor var det viktig at eg stilte dei "gode” spersmaila under intervjuet. Ein skil mellom
forskingsspersmal og intervjuspersmal og eit godt forskingsspersmél er ikkje alltid hoveleg i
ein intervjusituasjon. Derimot er forskingsspersmala opphav til gode intcrvjuSparsmils. Eit
forskingsspersmél kan i denne oppgédva vera “Er begrepsbiletet til elevane i samsvar med
begrepsdefinisjonen? ”. Dette kan overferast til intervjuspersmalet "Kan du forklara kva den
deriverte til ein funksjon er?”

Det er ogsa viktig at spersmadla vert utforma slik at det er informanten som introduserer nye
begrep. Det er betre 4 stilla spersmélet: “korleis kan ein sja pa ein graf at den deriverte er
positiv?” enn den alternative formuleringa “stemmer det at grafen er stigande ndr den
deriverte er positiv?”.

I kvantitativ forsking er det avgjerande for kvaliteten pa undersgkinga at ein har eit stort tal
objekt med i undersekinga. Det er ikkje tilfellet for kvalitative forskingsintervju. Det ideelle i
kvalitativ forsking er at ein forset med nye intervju heilt til fleire intervju ikkje gjer meir
informasjon. Dette ma likevel sjadast i samanheng med den tida ein har til ridvelde. Eg valde &
intervjua 6 av dei 30 elevane i datainnsamlinga, men grunna tekniske problem vart berre 5 av
dei med i denne oppgéva. Det kan henda at fleire intervju ville gjeve ny informasjon, men dei
5 intervjua gav mykje datamateriale, og arbeidet var sapass tidkrevjande at fleire intervju ville
sprengt rammene for denne oppgéva.

3.7 Handsaming av data

Eit kvalitativt forskingsarbeid gjev store datamengder. Det er viktig at ein held system og
organiserer innsamla data. D4 er det lettare & klargjera for vidare analyse. Sars viktig er det at
ein finn ut korleis ein ynskjer & nytta intervjua.

Pa pilottesten retta eg oppgavene og sat karakter pa svara. I ettertid sdg eg at talet rette svar pa
testen var lite relevant for dei problemstillingane eg hadde. Den skriftlege testen var i
hovudsak eit middel til 4 finna feremalstenlege informantar. Elevsvara vart difor samla og eg
tok ein grundig gjennomgang av kvart elevsvar. Eg laga meg for kvart elevsvar ei oversikt
over interessante observasjonar og nytta desse oversiktene for a velja ut intervjuobjekt. Dette
er ein del av analysen og vert diskutert nzrare nedafor.

¥ I denne oppgava kan ogsa ei oppgive vera eit intervjuspersmal. Oppgava er eit utgangspunkt, og miten eleven
gar fram pé skal, pa same mate som eit godt intervjuspersmal, kasta lys over problemstillingane.
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Ein minidisk med mikrofon vart nytta for a ta opp intervjua. Pilotintervjua viste seg a vera
nyttige, di dei gav trening i 4 nytta det tekniske utstyret (mellom anna gleymde eg a sla pé
mikrofonen under det fyrste pilotintervjuet). Mikrofonen stod midt mellom intervjuar og
informant, men stod sa langt unna at den fekk std uforstyrra under intervjuet. Lydkvaliteten
vart sveert god. Det var med fd unntak lett & hoyre kva som vart sagt under intervjua. I
etterkant ser eg likevel at eg kunne ha betra kvaliteten pa denne delen av datainnsamlinga ved
& ogsd ha filma intervjua. I nokre tilfelle var det som vart sagt tvetydig og notata
ufullstendige. Da var det ei utfordring & rekonstruera elevane sine loysingsstrategiar.

Opptaka vart sd nytta som grunnlag for transkripsjon. Eg nytta tekstbehandlingsprogrammet
"Word” for dette arbeidet. Det som vart sagt av meg og informantane vart transkribert
tilnzerma ordrett. Av den grunn har eg nytta skriftforma nynorsk pa meg sjolv. Derimot var
bokmaélsforma ei meir naturleg skriftform p4 intervjuobjekta. Dette har lite 4 seia for analysen,
men det var arbeidssparande for meg 3 sleppa oversetjinga nynorsk til bokmal og andre

vegen.

Transkripsjonen gjekk fore seg i to etappar. Fyrst ei “grovtranskribering”, der eg gjorde tale
til tekst. Her eit deme pa korleis den transkriberte teksten sig ut etter dette:

Intervjuar: Eech den neste oppgéva er og da har eg ein heilt vanleg ein graf det star ikkje noko som helst
namn pa han det er berre ein graf.

Mathias: Ja

Intervjuar: Dette er fav x da

Mathias: Ja

Interv_jum" Grafen heilt og sa skal eg be deg om & teikne grafen til den deriverte

Den neste etappen hadde som mal & gjera den ftranskriberte teksten meir lik
intervjusituasjonen. Eg fann at ein framgangsmate som er nytta av Streitlien (2002) passa godt
til mitt feremal:

/ = kort pause: <2sek
// = lang pause >2sek
Overlappande tale: [
Ord med spesielt trykk: i kursiv
Utrop: !
Sperjande tonefall: ?

Aktivitet som ikkje kjem verbalt til uttrykk er skrivne i parentes.

Linenummerering vart ogsd nytta, slik at det skulle vera lettare & henta deme frad
transkripsjonen inn i oppgava. I tillegg la eg luft inn i teksten slik at det heile vart meir
oversikteleg. Domet over sig slik ut nar transkripsjonen var heilt ferdig:

Intervjuar: Eech den neste oppgéva / er og /d4 har eg ein heilt vanleg / ein graf det stir ikkje noko som
helst namn pa han det er berre ein [graf

Mathias: [Ja

Intervjuar: [Dette er favx da

Mathias: Ja

Intervjuar: Grafen heilt // og sa skal eg be deg om & / teikne grafen til den deriverte
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3.8 Analyse av data

Transkripsjonen, saman med dei skriftlege testane er grunnlag for ein grundig gjennomgang
for &4 laga meining av data, dataanalysen. Desse meiningane er funna i studiet (Merriam,
1998). Intervjua er som sagt hovuddatakjelda, men ogsa dei skriftlege testane er nytta som

grunnlag for analysen.

Analysen startar for sjolve datainnsamlinga ved at ein legg til rette for ei fruktbar
datainnsamling. (Kvale, 2002). Som nemnt tidlegare vart intervjuspersmaéla utarbeidd med
tanke pa at dei skulle gje kunnskap om problemstillingane, og er difor ein del av analysen.

Ein viktig del av planlegginga av intervjua (og ein byrjande analyse av data) var
gjennomgangen av dei skriftlege testane. Eg studerte kvar enkelt prove grundig og markerte
interessante svar og feilsvar med tilhoyrande kommentarar. Eit deme illustrerer denne
prosessen:
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Figur 13: Elevsvar med kommentar.

Nir dette var gjort for alle elevsvara hadde eg eit godt utgangspunkt for & velja ut
foremalstenlege informantar, og det var muleg for meg 4 laga ein intervjuguide for kvart
intervjuobjekt.

Bogdan og Biklen har utarbeidd ei tipunktsliste til hjelp under analysen som feregir medan
ein samlar inn data. (Bogdan og Biklen, 1992 i Merriam, 1998). Fleire av desse punkta var
relevante for meg:

- Snevra inn studiet etter beste evne (grafisk forstding av derivasjon).

- Bestemma seg for kva type studie ein ynskjer (kvalitativt studie).

- Laga relevante spersmaél (problemstillingar, forskingsspersmal og intervjuspersmal).

- Kommentera undervegs i datainnsamlinga (m.a. ved 4 notera under og umiddelbart
etter intervjua).

- Prove ut idear pd informantane (m.a. lokal linearisasjon).

- Utforska litteraturen (har lese teori bade for, under og etter datainnsamlinga).

Likevel, analysen er i hovudsak fereteke etter at intervjua var ferdige. Den transkriberte

teksten, saman med notata fra intervjua vart sdleis den viktigaste kjelda for & finna svar pa
problemstillingane mine.
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Framgangsmaten eg nytta var 4 ga gjennom kvart intervju i detalj. Fyrst skildra eg korleis
oppgéavene i intervjuet vart loyst. Utdrag frd transkripsjonen samt notat og teikningar gav ei
god skildring av korleis eleven hadde arbeidd. Vidare leita eg etter relevante utsegner og
framgangsmatar som kunne seia noko om forskingsspersmala/problemstillingane mine. Teori
var eit svert nyttig hjelpemiddel i dette arbeidet (t.d. ved at eg provde & fa ein oversikt over
eleven sitt begrepsbilete). Néar dette var gjort hadde eg redusert den franskriberte teksten
kraftig. T.d. vart ei transkripsjon p& opphavleg 16 sider til eit dokument pa 8 sider med
relevante utdrag fra intervjuet, framgangsmatar, utsegner og eigne notat.

Dei nye dokumenta vart sd nytta til & fA ei oversikt over elevane sin kognitive struktur
(elevane sitt begrepsbilete) knytt til derivasjonsbegrepet. Metoden eg nytta var at eg gjekk
grundig gjennom eit dokument (eit “komprimert intervju”) og markerte interessante
observasjonar. Vidare prevde eg 4 oppsummera for kvart av intervjua kva forstaing eleven
hadde av derivasjonsbegrepet. Nokre utsegn/observasjonar var i samsvar med definisjonen pa
den deriverte, medan andre utsegn/observasjonar tyda pa potensiclle konfliktar. P4 denne
maten fekk eg ei god oversikt over det eg vel a kalla eleven sitt begrepsbilete. I den same
gjennomgangen sag eg etter kva loysingsstrategiar eleven nytta i oppgaveloysinga.

Nér dette var gjort for alle dokumenta, samanlikna eg elevane sine begrepsbilete og val av
loysingsstrategiar. Dette vart gjort bade for 4 sj@ om dei hadde noko til felles, og om det var
ein samanheng mellom begrepsbilete og leysingsstrategiar. Dette arbeidet gjorde det ogsa
muleg & visualisera ulike méatar & loysa den same oppgdva pa, og sectja desse
loysingsmetodane i samanheng med begrepsbiletet. Dei grafiske framstillingane er
eigenproduserte, men inspirert av Crowley og Tall (1999).

3.9 Validitet og reliabilitet

Metodekapitlet vart innleia ved & visa til at det er ulike métar a tilneerma seg forsking p4, og at
metodar ofte har samanheng med kva lerings- og kunnskapssyn ein har. I den kvantitative
forskinga er det svaert viktig at bade resultat (og metode) er pilitelege og gyldige. Pélitelege i
den forstand at dersom ein gjer det same studiet pa nytt sa skal ein fi same resultat, og gyldige
ved at studiet skal kunne nyttast i andre situasjonar, studiet skal kunna generaliserast. Begrepa
reliabilitet og validitet ma difor vurderast grundig. Som sagt skil den kvalitative forskinga seg
frd den kvantitative ved at den har ei anna oppfatting av reynda. Reynda er ikkje stabil og
malbar. Difor er ogséd méla pd om forskinga er péliteleg og gyldig annleis.

Kriteriet for om eit studie er til & stola pd er annleis dersom forstiing er malet for
undersekinga. I fagmiljea vert det difor diskutert om ein skal utvikla alternative begrep for
validitet og reliabilitet 1 kvalitativ forsking (Merriam, 1998). Eg vel likevel & nytte desse vel
innarbeidde begrepa i mitt studie. I kvalitativ forsking kan validitet og reliabilitet tilnzrmast
gjennom & noye vurdera om alle delar av studiet er gjennomfert pa ein god mate. '

3.9.1 Indre validitet

I ei snever (positivistisk) tolking av ordet validitet kan ein stilla seg spersmélet om ein “maler
det me trur me maler?” Ei vidare tolking vil vera om ein metode undersgkjer det den skal
undersokja eller om resultata passar med den verkelege verda. Innafor denne tolkinga er
kvalitativ forsking valid, vitskapleg forsking (Kvale, 2002).
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Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnerming

Eg har tidlegare problematisert at eg i nokre samanhengar opptrer som ein gruvearbeidar. Eg
har vald eit kvalitativt forskingsdesign pé eit emne som ofte vert tilnzerma kvantitativt. Difor
har eg ogsé 1 noko grad vurdert validiteten 1 snever forstand. Malet med den skriftlege testen
og intervjuet var a undersegkja elevar si grafiske forstaing av derivasjon. Difor nytta eg mykje
tid pa 4 finna gode oppgéver som gjorde meg i stand til 4 identifisera korleis elevar tenkjer nir
dei loyser derivasjonsoppgéaver. Gode oppgédver gjer at eg med sterre sannsyn maler det eg
trur eg maler.

Det er likevel det kvalitative synet pd laring og kunnskap som er grunnlag for
forskingsdesignet. Difor ma spersmalet om korleis resultata passar med reynda, eller indre
validitet, vurderast. Den indre validiteten er som me ser avhengig av reynda. Men ei av
feresetnadane i kvalitativ forsking er at reynda ikkje kan malast. Difor er samanhengen
mellom data ein finn og reynda eit upassande mal pa indre validitet.

Derimot kan ein utnytta det at forskaren er hovudinstrumentet bade i datainnsamling og
analyse. Eg var til stades under intervjua og mine tolkingar av reynda er knytt direkte til det
eg sag og hoyrde nar elevane jobba med oppgaver. Det er ei styrke i hove til 4 fa resultata frd
ein standardisert prove.

Likevel meiner eg at det viktigaste bidraget til & auka den indre validiteten er at eg i sterst
muleg grad har prevd 4 gjera greie for eigne fordommar, ferehandsoppfatningar og tankar,
med andre ord eventuelle forskarbiasar.

3.9.2 Reliabilitet

I kvantitativ forsking er det viktig at ein fir det same resultatet dersom ein gjentek forsoket.
Det er eit krav som vanskeleg let seg gjennomfora i kvalitativ forsking. Eit menneske opptrer
ikkje nedvendigvis likt kvar gong det vert stilt ovafor den same oppgédva. Gjentakingar gjev
ikkje same svar sidan det er avhengig av korleis individet oppfattar roynda. Det fann eg
konkrete deme pa i datainnsamlinga. Elevar som svarte feil pa ei oppgave pa den skrifilege
testen gav eit anna svar pa same oppgéava under intervjuet .

Sjelv om det er umogleg (i positivistisk forstand) med reliabilitet i kvalitativ forsking betyr
ikkje det at resultata ikkje kan vera gode! Det er kanskje meir fruktbart & bytta ut begrepet
reliabelt med péliteleg, og i staden stilla spersmalet om resultata er samsvarande med
innsamla data. For & sikra at resultata mine er pilitelege (reliabiliteten) har eg i sterst muleg
grad gjort greie for min eigen posisjon og skildra framgangsmaéten som er nytta i studiet.

3.9.3 Ytre validitet

Ytre validitet tek for seg spersmaélet om studiet kan nyttast i andre situasjonar. Med eit lite
utval er det vanskeleg 4 generalisera. Ein kan seie at det i dei fleste samanhengar er lite nyttig
4 generalisera til ein heil populasjon frd eit lite utval. Samstundes er det heller ikkje
foeremalstenleg & generalisera fra ein stor populasjon til eit enkeltindivid. I kvalitativ forsking
vel ein eit lite utval nettopp grunna at ein ynskjer 4 forsta eit fenomen i djupna. Dei tidlegare
nemnte internasjonale undersekingane TIMSS og PISA seier noko generelt om kor gode
mellom anna norske elevar er i matematikk, ogsd derivasjon. Men dei gar ikkje i djupna pa

% Sja analyse av Markus, line 377 — 464.
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elevar si grafiske forstding av derivasjon og dei seier lite om kvifor elevane svarer som dei
gjer.

Det er ikkje sikkert at mitt utval er representativt for elevar som tek fordjuping i matematikk
péa vidaregaande skule. P4 same mite kan ein ikkje seie at det er 53.5 %'° sjanse for at Markus
skal svare rett pd oppgéve 1 i intervjuet, som hadde vore tilfelle dersom ein nytta TIMSS-
resultata.

Likevel ynskjer eg at andre skal kunne dra nytte av dei resultata eg kjem fram til i oppgava.
For & auka generaliseringsmuligheitene har eg forsekt & skildra datainnsamling, analyse og
resultat sd godt at lesaren kan setja seg inn i situasjonen og eventuelt nytta resultata. Eg har
ogsd prevd 4 fad fram typiske hendingar som kan nyttast i andre situasjonar, t.d.
undervisningssituasjonar.

1 Viser til landa sin prosentvise fordeling pa svaralternativa pa oppgave K5, TIMSS.
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Resultat. analyse og drefting pa individplan

4 RESULTAT, ANALYSE OG DRGFTING PA INDIVIDPLAN

4.1 Innleiing

I dette kapitlet gér eg nerare inn i intervjutranskripsjonane. Kapitlet er lagt opp slik at det
fyrst vert ein gjennomgang av kvart av dei fem intervjua. Her vert det lagt vekt pa a skildra
elevane si forstding av begrepet derivasjon, samt sja nrare pa korleis dei har loyst
oppgavene. Etter kvar gjennomgang kjem ei oppsummering av intervjuet, der eg prever &
samanfatta dei viktigaste “funna” i kvart intervju. Etter at dei fem intervjua er analysert pd
denne maten, vert resultata samla i ei kort oppsummering. Vidare vel eg ut tre av elevane frd
intervjuanalysen. For kvar av desse vert det laga eit kart/diagram over korleis dei har loyst to
av oppgdvene fr intervjua. Desse vert klassifisert for 4 sja om det er ein samanheng mellom

begrepsbilete og laysing av oppgaver.

Til hjelp i analysearbeidet nyttar eg begrepa fra teorikapitlet. I den samanheng vil eg klargjera
korleis nokre av dei ulike begrepa vert nytta:

Med utgangspunkt i elevane sitt arbeid med oppgavene i intervjuet prover eg & skildra elevane
sine begrepsbilete. P4 den méten ynskjer eg a fa ei oversikt over elevane sin kognitive struktur
(begrepsbiletet). Nokre bilete vil vera i konflikt med den matematisk korrekte framstillinga av
(delar av) derivasjonsbegrepet, medan andre bilete ikkje vil vera det. Eg nyttar ordet
“definisjon” noko lausleg 1 denne samanhengen. Definisjonen er ”det korrekte svaret” og ma
ikkje blandast saman med “begrepsdefinisjonen”. Nar eg skriv at eit bilete er i konflikt med
definisjonen, betyr det at eleven har ei eller anna form for misoppfatning og at biletet (i form
av ei ytring, teikning, utrekning e.l.) ikkje stemmer overeins med det som er matematisk
korrekt.

Det er ikkje muleg & *’sja™ eit begrepsbilete. Nér eg likevel prover a skildra dette, tek eg som
utgangspunkt at elevutsegnene (begrepsbileta/begrepsuttrykka) er representasjonar av delar av
det totale begrepsbiletet. Difor nyttar eg formuleringa aktivert/vekka/framkalla bilete om
elevane sine utsegn og leysingsstrategiar. Nokre av desse strategiane er medvetne delar av ein
kognitiv struktur og elevane reflekterer over denne. Strategiane vert sdleis deme pa det ein
kan kalla kognitive einingar.

Begrepa kognitiv eining og vekka bilete er vanskeleg a skilja. Alle vekka bilete er pa ein méate
kognitive einingar og kognitive einingar er ein del av begrepsbiletet. Og ulike delar av
begrepsbiletet vert vekka til ulik tid''. Eg nyttar nemninga “vekka bilete” slik det er definert i
Tall og Vinner (1981). Den kognitive eininga er for meg “kognitivt sterkare” og er eit bilete
som eleven klarer & dra nytte av i oppgéaveloysinga.

! Noko av grunnen til at dei to begrepa er sa like er at David Tall nyttar dei primzrt til 4 snakka om sine idear.
Tall seier pa direkte spersmal i e-post: "Your guestion is interesting as it relates two concepts I have formulated
which are related, but I have never related them myself” (e-post motteke 14/12-05).
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Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnzrming

4.2 Analyse og drefting av intervju

I denne delen av analysen tek eg ein grundig gjennomgang av elevintervjua. P4 den maten
ynskjer eg 4 fa ei oversikt over begrepsbiletet til kvar elev og kva konfliktar som eventuelt
gjer seg gjeldande nar dei loyser oppgavene fra intervjuet. Pilotintervjuet og eitt av intervjua i
datainnsamlinga er ikkje teke med i1 denne analysen grunna at dei i liten grad skil seg fra dei
fem folgjande intervjua.

4.2.1 Intervju med Emma

Oppgéve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

Emma: Okei / f innsatt null skal veere storre enn null da kan det jo ikke vare nei hvis du deriverer den /
sa blir jo det.

Intervjuar: Deter A-en du tenker pa?

Emma: Ja/jeg ma jo se pa alle ma jeg ikke det da?
Intervjuar: [Jo.

Emma: [he-he-he

Intervjuar: Det er veldig bra!

Emma: Ehm / og det at / det blir jo da / toppunktet der det er null / og / da vil den ga sénn // gjor han
ikke det? / tror det / da tror jeg ikke det er den i hvert fall.

Figur 14: Emma teiknar grafenltil f'(x).

Emma prover 4 teikna inn grafen til f '(x) . Ho meiner at den deriverte er null nar graf A har

eit toppunkt. Ut frd dette teiknar ho f '[x) som ein parabel med toppunkt i origo. Her ser me
at det er konfliktar mellom definisjonen og bileta til Emma. Fyrst ser me at Emma meiner at
toppunktet pa grafen til den deriverte skal ga gjennom origo. Det er uklart kvifor ho meiner
det, men det kan ha samanheng med at den opphavlege grafen f(x) er ein parabel med eit

toppunkt. D4 vil den deriverte vera null i toppunktet. Det kan tolkast som at grafen til den
deriverte har “toppunkt der det er null”. Vidare ser me det ein kan kalla ei biletleg tolking av

grafen nar Emma finn at grafen til den deriverte stig for toppunktet og sekk etter (sidan f (x)
gjer nettopp dette). Det er i dette tilfellet eit bilete av at grafen til den deriverte ma stiga nér
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den opphavlege grafen stig'’. Dermed ser ein at f"(x) ikkje er sterre enn null i origo, og A
kan utelukkast. Sjelv om desse bileta er i konflikt med definisjonen ferer det ikkje til noko
kognitiv konflikt. Dei er likevel potensielle konfliktfaktorar.

Ho gér no vidare til graf B der ho vel ein annan framgangsmate:
Emma: Skal vi se / den gér sann det er en sann / x i andre-funksjon.
Intervjuar: Ja det er riktig no er det B du snakkar om ja.
Emma: Ja / og det er en minus / x 1 andre-funksjon.

Intervjuar: Mm/ ja.

Emma: Og x i andre / denivert er jo / to x // og / to x denivert er jo to / og hvis du andrederiverer to x /
hvis du deriverer to x far du to / og da kan ikke den vzre negativ.

Intervjuar: Nei.

Emma: Nei he-he // og den her // den blir minus to // na tenker jeg i ett.

Intervjuar: Det er veldig bra / berre tenk hogt.
Emma: Mm og s& / pA B s er jo det/ x i andre / og x i andre derivert er to x / si da blir det to

Emma kjenner att graf B som x’. (Eit framkalla begrepsbilete av at funksjonsuttrykket til
parabelen er x*). Ho ser og tilbake pd A og kjenner den att som —x* . Nir funksjonsuttrykket
er kjent vert det lettare 4 sja at f"'(x) er negativ for alle x. Det er berre & derivera uttrykket to

gonger. B vert difor utelukka av di den andrederiverte er positiv. Ho vurderer likevel ikkje
graf A pi nytt, sjglv om ho ved hjelp av funksjonsuttrykket kunne ha sjekka dei tre
eigenskapane. Her dreg Emma nytte av eit begrepsbilete som ikkje er i konflikt med
definisjonen.

Nar Emma gér vidare til graf C prever ho som ved graf A i teikna grafen til f*(x). Det forer
ikkje til leysing.

Intervjuar: 1 C sé far ein eit botnpunkt for x er lik null?

Emma: Ja / eller han krysser jo.

Intervjuar: Ja.

Emma: Han gar / gjennom origo.

Intervjuar: - Gjennom origo ja.

Emma: Og s / skal vi se // her gar han jo s&nn / der den er null det blir jo et/ bunnpunkt / gjer det ikke
det?

Intervjuar: Botnpunkt pa den grafen til den deriverte?

Emma: Oaja.

12 Uttrykket biletleg tolking” vil i denne oppgéva verta nytta pa denne miten, sjelv om uttrykket ikkje er
eintydig. Problemstillinga vert drefta nzrare 1 kap. 4.2.6 og kap. 5.
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Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei1 kvalitativ tilnzrming

Intervjuar: Ja.
Emma: Altsa / den gér liksom / den gar noe / sinn.
5 y

{

Figur 15: Emma teiknar grafen til f7(x).

Emma er klar over at grafen til f ’(x) vil gd gjennom origo. Det er det same framkalla
begrepsbiletet som me sig tidlegare; f° '(x)= 0 nér grafen til f(x)har eit toppunkt. Ho meiner
og at grafen til den deriverte vil ha eit botnpunkt der f(x) kryssar x-aksen, "der den er null”.
Det kan sji ut som at grafen har eit vendepunkt der. I s tilfelle stemmer det at f(x) har eit

botnpunkt der. Ho klarer likevel ikkje a skissera grafen. Me ser at ho har ei biletleg tolking av
grafen og difor ynskjer at grafen til den deriverte skal stiga/sekka nar den opphavlege grafen
stig/sekk. Dermed justerer ho resten av grafen slik at den passar med det ho har funne (den
passar med begrepsbileta).

Sjelv om ho no har teikna ein graf klarer ho ikkje & dra nytte av denne. Eg ber ho difor teikna
inn nokre tangentar for 4 samanlikna med eigenskapane som var gjevne i oppgava. Da vert C
utelukka.

Emma: (Teiknar) ja tangenten gér jo sann sant / da er stigningstallet pos / itivt / men / 43h / dette var
skumle greier he-he-he / mm skal vi se / mm / men det er i hvert fall ett nullpunkt / dette her
blir // (utydeleg)

(Arbeider)

Intervjuar: No har du teikna inn nokre tangentar.

Emma: ja.

Intervjuar: Mm // viss du samanliknar dei tangentane nokre av eigenskapane / ech / kan du utelukke eller
stadfesta / at du er pa rett graf da?

Emma: Eehm hvis vi ser pa / at f innsatt null er sterre enn null.

Intervjuar: D er det den [deriverte.

Emma: [Ja

Intervjuar: [som er storre enn null ja
Intervjuar: Men / han er jo / null akkurat
Intervjuar: Han er null akkurat.

36



123
124

136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171

Resultat, analyse og drefting pa individplan

Emma: Akiurat i null / s han er jo ikke stgrre enn null!

Emma klarer & teikna inn tangentar og nytta dei til  lesa av forteiknet til den deriverte. I dette
tilfellet er det nok til a utelukka graf C.

Den neste grafen framkallar mange bilete som kjem i konflikt med kvarandre og gjer Emm
usikker. _

Emma: Ja / og her sa er jo / skal vi se / det var en snal funksjon / ehm he-he / skal vi se / her ma jo
vare sann / toppunkt borti her da / eller noe sént / men her / med et vendepunkz her liksom? /
skal det forestille et vendepunkt?

Intervjuar: Det ser ut som eit vendepunkt / pad D?

Emma: Ja / og dette er jo den andrederiverte / som skal vare toppunktet.

Intervjuar: Ja.

Emma: I hvert fall // hvis [den

Intervjuar: [Sé nar du ser at / eller les at andrederiverte av x er negativ for alle [x
Emma: [og den
Intervjuar: (kva

tenker du da? / Nar du ser den der cigenskapen / at andrederiverte av x er negativ for alle x /
korleis vil du finna det att pa grafen?

Emma: Det mé jo vere for det at han synker.

Intervjuar: Ta.

Emma: Og det gjor han jo!
Intervjuar: Mm.
Emma: Sa // (svakt) f innsatt null / er sterre enn null / er han det da? / ja! / er han ikkje det? f innsatt en

er storre enn null / den er jo der.
Intervjuar: F innsatt ein skulle vera mindre [enn

Emma: [Mindre enn null ja! / ja! / skal vi se / og der / det blir jo et toppunkt pa
den deriverte grafen // for det at / den / jeg er helt ute nad / jeg har en folelse av det /
eehm. ;

Det kan sji ut som at Emma har eit framkalla begrepsbilete av at nir f”(x) er negativ for alle
x, da sekk grafen heile tida. Det kan likevel henda at ho meiner at det er vendepunktet som
sokk. Seinare i intervjuet er det sitat som tyder pa det (line 268 — 278). Me ser og at den
deriverte vert sett pd som positiv nar grafen ligg over x-aksen og negativ nér grafen ligg under
x-aksen'. I tillegg finn ho eit toppunkt pi den deriverte grafen. Det er usikkert kva ho meiner
med dette, men ho nemner det i samband med den andrederiverte i line 142. Kanskje ho er
kjend med at nullpunktet til den andrederiverte kan vera opphav til eit toppunkt for den

> Emma seier "f innsatt null” og “f innsatt en”, men det vert seinare i intervjuet stadfesta at det er f"(x) deter
tale om (vedlegg 7.4.1, line 182 — 192).
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deriverte. Det er i alle hove tydeleg at ho har problem med & utnytta informasjonen ho far fra
grafen.

Eg ber ho difor om 4 sja pé eigenskapane ei gong til, slik ho gjorde pé graf C. D4 finn ho at D
kan vera rett graf'’. Ho har to begrepsbilete som ikkje stemmer med definisjonen, men som
vert nytta som grunngjeving pa at D kan vera rett graf. (Ein kan leggja merke til at Emma pa
graf C hadde eit framkalla begrepsbilete som ikkje var i konflikt med definisjonen, og som
vart nytta til & utelukka grafen).

Pi graf E vert det nok ein gong gjort eit forsok pé 4 teikna grafen til f’(x). Emma finn
nullpunkta og toppunktet til f"(x) ved hjelp av hevesvis tangentar og vendepunktet til graf E.
Ved hjelp av denne grafen ser ho at dei to fyrste eigenskapane stemmer.

Emma: Her er 1 hvert fall / her er et vendepunkt / og / her er jo den deriverte / altsi her er jo / den /
sann //
(Arbeider)
Skal vi se / og da er jo / toppunk / disse to skal jo g& gjennom null / begge to.

Intervjuar: mm.

Emma: (Arbeider) Sa de blir sann / og s& blir den liksom / sann / tror jeg / fordi at / det er jo et
[vendepunkt

Intervjuar: Mm.

Emma: [akkurat her / og siden den stiger s& ma det vaere positivt / s3 blir han siann

Intervjuar: Mm.

Emma: og sa / gar den nedover sann? / tror eg he-he-he / jeg er ikke sikker! // eehm / noe sant / kanskje
/ og der er 1 alle fall den sterre enn null i null / mindre / enn null med en [og

Intervjuar: [s8 d& meiner du at
den stemmer for dei to eigenskapane der i alle fall

Emma: Ja.

E. 3

Figur 16: Emma teiknar grafen til f'(x).

" Vedlegg 7.4.1, line 173 — 205.
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Resultat, analyse og drefting pa individplan

Dei framkalla begrepsbileta gjer Emma 1 stand til 4 teikna ein graf som er nesten rett. Ho har
eit bilete av at grafen til f”(x) vil fa eit ekstremalpunkt i vendepunktet til f(x), og i dette
tilfellet vil det vera eit toppunkt sidan grafen stig i vendepunktet. Samstundes finn ho
nullpunkta ved hjelp av tangentar. Me ser likevel at hennar biletlege tolking av grafen gjer at
f '(x) vert ein tredjegradsfunksjon i staden for ein parabel. Ho er likevel ikkje lenger i
konflikt med definisjonen nar ho finn at dei to fyrste eigenskapane stemmer.

Denne grafen vert derimot utelukka grunna den siste eigenskapen, sjelv om ho har ulike og
uklare framkalla begrepsbilete av kva det grafisk vil seie at den andrederiverte er negativ for
alle x.

Emma: Der er den jo positiv / er han ikke det? S& da kan det ikke veere den / den er jo ikke det for null
/ for der er det jo vendepunkt / og det skal jo veere toppunkt / og da er ikke den negativ.

Intervjuar: Sa det at f/ nei s& da utelukkar du E pa grunn av det.

Emma: Ja.

Intervjuar: Siste punktet / og det at f andrederivert av x er negativ / for alle x i ein graf.

Emma: Mm.

Intervjuar: Kwva er det?

Emma: Da tenker jeg at den ma hele tiden / synke.

Intervjuar: Grafen mA heile tida sekka?

Emma: Ja altsa vendepunktet kan ikke vare / det kan ikke gi oppover det mé gi nedover.

Emma nyttar biletet av at eit vendepunkt som gjev eit toppunkt pa f '(x) medferer at den
andrederiverte er positiv. Det stemmer at vendepunktet her gjev eit toppunkt pa f '(x), og da
vil i tilfelle den andrederiverte vera null, ikkje negativ. Samstundes meiner ho at dersom den
andrederiverte er negativ for alle x, s ma grafen sekka heile vegen. Vidare nemner ho pa nytt
at vendepunktet ma gé nedover dersom den andrederiverte er negativ. Det kan sja ut som at ho
meiner at vendepunktet gir nedover nar det sokk fra venstre mot hogre (pa same méte som at
nér den deriverte er negativ vert tangenten kalla sgkkande) . Det er likevel usikkert om dette
er to ulike bilete, eller om det berre er spraket som er upresist. Ho seier at ’den md hele tiden
synke” (line 274). Kanskje er det vendepunktet ho meiner mé sekke (dvs frd venstre mot
hegre) heile tida, ikkje grafen. Dette vert i alle hove nytta for a stadfesta at det ikkje er graf E.

Ho er no av den oppfatning at det er graf D som er det rette svaret. Eg ber ho difor sjekka den
fyrste eigenskapen ein gong til.

Intervjuar: Mm/ ta & / den fyrste eigenskapen / f derivert av null skal vera sterre enn null.
Emma: Ja.

Intervjuar: Korleis mé tangenten g i null da?

Emma: Inull? / da ma den ga oppover.

Intervjuar: Ja.

39



365
366
367
368
369

386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399

401
402
403
404
405

407
408

410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422

Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnzerming

Emma:
Intervjuar:
Emma:

Men han gér jo nedover.
Ja.

Da kan det ikke vaere den.

No utelukkar ho graf D grunna at tangenten “gar oppover”. Biletet av at den deriverte var
positiv nér grafen 13g over x-aksen vert ikkje framkalla no, og skaper difor ikkje konflikt.

No vert graf A og B vurdert pa nytt. Denne gongen gar ho fram p2 ein algebraisk méte og tek
utgangspunkt i at graf A og B er —x” og x” hevesvis.

Emma:
Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:

Intervjuar:

Emma:

Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:

Emma:

Hvis du sant / hvis det er minus x i andre.

Mm.

S4 blir jo det / minus to x / og sa deriverer du en gang til s blir det minus to

Mm.

Og den skulle vera negativ for alle verdier.

Mm.

Og da / hvis vi sier at det er den da / at den hadde gatt helt oppi / men det gjer han jo ikke s
han er minus et eller annet pa slutten / men / sa / sé er jo han / minus to x null / s tar du null
inn der si er jo han / er jo han null / er han ikkje det da?

Viss du teiknar inn / slik du gjorde her / tangentar i dei tre punkta / ikkje i dei tre punkta men i
null / og i ein for & sja pa dei deriverte eigenskapane.

Ja sénn her cirka er en da.

Ja!

Og her er / null / i null s& stiger han.
Mm.

Og sa / si da er jo han / positiv i null.
Ja.

Og/ i en s& synker han.

Ja.

Sé da er den under null og / f/ dobbeltderivert av x / eech / den / vil va:rc negativ / fordi / det
er en x i andre funksjon / minus x i andre funksjon / kan jeg kan jeg si det sann?

Graf B vert utelukka ved a derivera funksjonsuttrykket to gonger. No klarer ho 4 sjekka dei to
fyrste eigenskapane med tangentar. Ved a nytta ein algebraisk framgangsmate for 4 sja pa den
andrederiverte slepp Emma 3a nytta eit bilete av den andrederiverte som i beste fall er uklart
(dersom ho meiner at den andrederiverte fortel om grafen sekk, er det eit bilete som er i
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Resultat, analyse og drefting pa individplan

konflikt med definisjonen). Derimot forer ikkje derivasjonsteknikken (prosessen'®) til
konflikt.

Oppgéive 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel).

Nér Emma prover 4 teikna grafen teiknar ho fyrst ein graf med terassepunkt i origo'®.

Figur 17: Emma teiknar grafen til f"(x).

Det som viser seg & vera mest problematisk er at grafen ho har teikna stig sjelv om den
opphavlege grafen sekk (den deriverte er negativ). Her er det to bilete som er i konflikt.
Tangentane til grafen gjev at den deriverte er negativ. Men ho har og eit bilete som seier at d

kan ikkje grafen til f"(x) stiga.
Emma: Men da vil han jo faktisk stige / sa det virker litt rart / for jeg har jo sagt at han er negativ her /

men han er jo negativ / er det i funksjons / altsi sinn / er det 1 sénn at det er minus /eller er det
sénn at han synker? / det er det som er problemet

Ho set faktisk ord pa denne konflikten sjolv, og dermed ser me at me har eit eksempel pa ein
potensiell konfliktfaktor som vert ein kognitiv konfliktfaktor. Denne konflikten loyser ho ved

4 5ja pa kva som skjer dersom ein seier at funksjonen er x*.

Emma: (arbeider) x derivert.

Intervjuar: mm.

Emma: Og da vil jo han egentlig / skulle han egentlig gi som en rett strek da / gjennom origo / da ma
jeg bare viske litt.

Intervjuar: Mm.

Emma: For det der er jo / altsa hvis du setter inn minus en/ s& blir det jo minus to

Intervjuar: Ja.

Emma: Og setter du inn null / s& far du null / setter du inn en sd blir det / pluss to / s& det skal jo
egentlig bare ga sann / jeg er ikke si veldig flink 4 tegne rette streker da men.

!5 Me hugsar at i samband med eit begrep inneheld den kognitive struktur (begrepsbiletet) ikkje berre mentale
bilete, men og prosessar og eigenskapar.
'* Emma fortalde at grafen skulle g4 gjennom origo sjolv om ho teikna den hegare oppe.

41



585
586
587
589

630
631
632
633
634
635
636
637
638
639

641
642

Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tiln@rming

Intervjuar: Nei men eg skjonar kva du meiner.

Emma: (Arbeider) sdnn // vil han gi.

Ein ser nok ein gong at derivasjonsteknikken gjer at ho er i stand til 4 loyse oppgdva, medan
det er potensielle konfliktar mellom bilete nir oppgava skal loysast grafisk.

Oppgéive 3: Teikna grafen til den deriverte (fjerdegradsfunksjon).

Det er vanskelegare d finna funksjonsuttrykket til denne grafen. Emma kjem likevel fram til
ein graf som er nesten korrekt.

Figur 18: Emma teiknar grafen til ).

Ho tek utgangspunkt i nullpunkta. Dei finn ho ved hjelp av tangentar. Vidare prover ho &
skissera grafen mellom desse. Grafen stemmer ikkje mellom fyrste og andre nullpunkt og det
kan virka som at ho har eit bilete av at vendepunkt pa graf ferer til toppunkt pa grafen til den
deriverte. Det viser at ho ikkje er heilt trygg pad den andrederiverte. Tidlegare har ho
argumentert for at nar grafen stig i vendepunktet forer det til eit toppunkt. Likevel far ho to
toppunkt i grafen til den deriverte, sjolv om den opphavlege grafen sokk i det eine

vendepunktet.
Emma: (Arbeider) uansett / og da skal den gi her / og det vil den gjere ogsd her / for der er det et
bunnpunkt / s& den har i hvertfall tre nullpunkter / og s& her / s& stiger / han // veldig kraftig her

/ her har han ett / ett vendepunkt // det har han ogsd her // (utydelig) her er jo ikkje noe
vendepunkt pé slutten her / der gér han jo bare nedover.

Intervjuar: Mm.
Emma: Og her gar han oppover.

Intervjuar: Ja.

Emma: Og / vendepunktene / til / for toppunkt / i den deriverte / s& da blir det toppunktet her /
(arbeider) da mé det ga / sinn / sinn / sinn / sinn!

I tillegg kjem den potensielle konflikten me sdg i linje 552 — 554 fram att. Emma har eit bilete
av at den deriverte ikkje kan sekka nar den deriverte er positiv. Difor er ho usikker pa om ho
har teikna rett for fyrste nullpunkt.
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Intervjuar: Viss du ser / pa grafen / korleis er grafen / for toppunktet / altsd det som vil vera nullpunkt [pa

Emma: [Der
stiger han

Intervjuar: Der stig han heile tida.

Emma: Ja/ s& der vil / echh.

Emma: Den deriverte vzre positiv?

Intervjuar: Der vil den deriverte vera positiv sant?
Emma: Og da kan ikke han synke her he-he-he.

Dette tek me ei lang runde pé”, og Emma forstar tilsynelatande at den deriverte kan sekka
sjelv om den er positiv (eit begrepsbilete som ikkje er 1 konflikt med definisjonen). No klarer
ho pa eigenhand & teikna resten av grafen korrekt.

Intervjuar: Korleis er grafen til / y da?

Emma: Den / synker.

Intervjuar: Den sekk ja / korleis vil den deriverte vera da?
Emma: Da vil jo den // vere negativ.

Intervjuar: Mm.

Emma: Da skal den ga under og opp igjen da?

Intervjuar: Kan virke slik.

Emma: (Arbeider) sann?
Intervjuar: Mm.
Emma: (Arbeider) og sa her stiger han / si da skal da mé den vere over null.

Det er vanskeleg 4 seia om det er biletet av at vendepunkt pa f(x) ferer til toppunkt pa f (x),
eller om det er biletet av at den deriverte ikkje kan sekka nir den deriverte er positiv som gjer
at ho skisserer galt. Kanskje er begge to med pa 4 stadfesta at den fyrste skissa er rett.

Oppsummering av intervju med Emma

Emma svarte rett pd alle oppgivene pa den skriftlege testen. Likevel viser det seg at
oppgavene i intervjuet fell vanskeleg. Det kan virka som at dei framkalla begrepsbileta i
samband med grafisk derivasjon ikkje er til god nok hjelp nir ho skal lgysa denne type

oppgaver.

Me ser at Emma fil dels er avhengig av funksjonsuttrykket. Mellom anna kjenner ho att
parabelen som x’. Dersom ho kan tenkja algebraisk, nytta derivasjonsprosessen vert

17 Vedlegg 7.4.1, line 685 — 768.
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oppgavene lettare. Ndr ho har funne funksjonsuttrykket er ho derimot ganske trygg. Ho klarer
difor & nytta seg av informasjonen ho far frd denne prosessen. Mellom anna ser ho at

"

(x’) = 2. Difor er den andrederiverte positiv for alle x i det tilfellet.

Niér ho ikkje finn funksjonsuttrykket, prever ho ofte a teikna grafen til den deriverte. Bileta
topp- og vendepunkt er ofte utgangspunkt for a teikna grafar. Det er likevel to punkt som gjer
at ho har vanskar med & skissera f '(x). For det fyrste er ho ikkje trygg nok pa begrepsbileta
sine. Det kan sja ut som at dei ikkje er kognitive einingar for Emma. Me kan sja pa biletet av
at nar grafen stig i vendepunktet, vil grafen til den deriverte ha eit toppunkt. Dette biletet er
ikkje i konflikt med definisjonen, men for Emma vert det nokre gonger berre faktakunnskap
som ho ikkje klarer 4 dra nytte av. Ein ser og at nokre av begrepsbileta er i konflikt med
definisjonen. Ho veit at der f (x) har toppunkt vil den deriverte vera null. Me finn deme p4 at
dette vert tolka som at den deriverte har toppunkt i null (line 37 — 38).

Ei biletleg tolking av grafen spelar ogsa inn nér ho skal teikna grafen til den deriverte. Ho har
bilete av at f '(x) ma sokka ndr f (x) sekk (mellom anna figur 14 og 15), eller at nir den
deriverte er positiv kan ikkje grafen sekka (line 681 — 683). Her ser me likevel at den biletlege
tolkinga ferer til ein kognitiv konflikt. Den biletlege tolkinga av grafen vert sileis ein kognitiv
konfliktfaktor.

Emma har kontroll pa tangentar og forstdr kva den (fyrste)deriverte til ein funksjon er. Ho set
inn tangentar i nedvendige punkt og les av stigninga (til demes line 99 — 128). Ho nyttar
derimot ikkje tangentar som eit hjelpemiddel til & vurdera stigninga fer ho vert oppfordra til
det.

Emma gjorde det som nemnt sterkt pa den skriftlege testen, men far problem med & lgysa ein
del av oppgévene i intervjuet. Ho har fa kognitive einingar og reter, “"Grafspriket” vert ofte eit
sprdk av 2. orden. Dersom ho kan tenkja algebraisk vert det lettare. Fyrst og fremst ser ein at
ho har problem med & visualisera den andrederiverte, og at ho meiner at grafen til den
deriverte ikkje kan sekka nir den deriverte er positiv. Samstundes ser me at det i mete med
visse problemstillingar vert nytta eit begrepsbilete som stemmer med definisjonen, medan
andre tilsvarande problemstillingar vekker eit begrepsbilete som ikkje er korrekt. Ho har pa
mange maétar eit rikt begrepsbilete (kvantitativt sett, med tanke pa de framkalla begrepsbileta),
men det kan sj& ut som at ho ikkje har klart & gjera fakta om til kognitive einingar. Mellom
anna klarer ho ikkje a nytta eit grafisk bilete av den andrederiverte, eit bilete som kunne vore
eit godt hjelpemiddel.

4.2.2 Intervju med Markus
Oppgéve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

Markus treng ein repetisjon pa kva den deriverte er'®. Etter repetisjonen finn han umiddelbart
at det er graf A som er riktig svar.

Markus: Den er storre enn null // (Tenker) det betyr altsa at han / gker i/ null.

Intervjuar: Mm.

18 Vedlegg 7.4.2, line 1 - 109.
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Markus: Og i x er lik null og minker i x er lik en.
Intervjuar: Mm.
Markus: Da er han er det den da?

Han vel graf A grunna at den held for dei to fyrste eigenskapane, men han vurderer ikkje den
siste eigenskapen. Pa oppfordring utelukkar han dei andre grafane etter tur.

E vert utelukka grunna den andrederiverte.

Markus: Men den andrederiverte der / den eker jo borti her sa.
Intervjuar: Den andrederiverte i graf E?
Markus: Den er positiv her / mellom.

Han ser at den andrederiverte er positiv pa den fyrste delen av grafen grunna krumminga'®.
Han har difor ei visualisering av den andrederiverte som kan nyttast til 4 avgjera om det er rett

graf.

Graf D og C vert utelukka grunna dei to fyrste eigenskapane
Markus: Ja for den her er jo / heilt bare negativ hele veien.
Intervjuar: Mm.

Markus: Béde for null og x er lik den.

Intervjuar: Mm det er riktig / s& da utelukker du graf D grunna?

Markus: Pa grunn av at / den deriverte / av null ikke er / sterre enn null

Markus: Cen/ der // der er den lik mull.
Intervjuar: Mm.

Markus: S4 da kan det ikke veere den.

Me ser at Markus nyttar eit begrepsbilete av den deriverte som stemmer med definisjonen for
a utelukka to av grafane. Vidare finn han at graf B ikkje stemmer for nokon av eigenskapane

Markus: Ja // her er den deriverte / mindre enn null der / og sterre enn null der.

Intervjuar: Mm.

Markus: Ja/ og s er den andrederiverte / den er positiv.
Intervjuar: Ja.
Markus: S& da méa det vare A.

19 Vedlegg 7.4.2, line 54 — 57.
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Ingen av dei framkalla begrepsbileta er i konflikt med begrepsdefinisjonen. Markus har
kontroll over den deriverte og den andrederiverte og nyttar umiddelbart den/dei
eigenskapan(e) som utelukkar eller stadfestar grafar.

Oppgéive 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel).

Markus teiknar umiddelbart korrekt graf:

74__

Figur 19: Markus teiknar grafen til f"(x).

Markus: (Arbeider) Nullpunkt der i alle fall si da / det er et toppunkt / nei / det er et bunnpunkt pi
grafen til / fav x / nei! den deriverte / av fav x.

Intervjuar: S4 i x er lik null s4 vil han ha eit null / vil den deriverte ha eit nullpunkt / nei eit [botnpunkt,

Markus: [Et bunnpunkt
a/ og s& minker han / fram til null / og oker etterpa.

Intervjuar: Mm.

Markus: (Arbeider) men jeg er ikke helt sikker pa hvordan den ser ut i hvert fall / men // det skal vare
negativ / foran / sa da blir det noe sant et eller annet.

Intervjuar: Ja han er negativ for null og sa?

Markus: Og sé er han positiv etter / null.

Det kan sja ut som at Markus rotar litt med om det er botnpunkt pa grafen eller pa grafen til
den deriverte, men dette vert oppklara litt seinare i intervjuet’’. Ein legg merke til at Markus
ikkje loyser denne oppgéva ved & dra nytte av at grafen er ein parabel (og at det er lett 4 finna
funksjonsuttrykket). Etter eige utsegn er det like lett 4 finna grafen til den deriverte sjolv om
ein ikkje har funksjonsuttrykket. Det tyder pd at Markus har fleire begrepsbilete som han
effektivt kan nytta og at han nyttar det biletet som til einkvar tid er passande.

Markus: Det er en sann x i1 andre
Intervjuar: Ja.
Markus: Parabelfunksjon.

Intervjuar: Sa viss det hadde vore / ein / viss det hadde sttt ein funksjonsverdi der si hadde oppgéva
vore? / korleis hadde oppgava vore da? / lettare eller vanskelegare?

Markus: Nei at det tror jeg ikke hadde.

Intervjuar: Det var [like.

2 yedlegg 7.4.2, line 212 —232.
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Markus:

[Spiller ingen rolle egentlig.

Oppgave 3: Teikna grafen til den deriverte (fjerdegradsfunksjon).

Markus teikna ogsa her korrekt graf.

Figur 20: Markus teiknar grafen til f'(x).

Han finn nullpunkta, les av stigninga til grafen i intervalla mellom nullpunkta, og teiknar opp

grafen®.

Oppgave 4: Oppgéave 7 pa preven

Markus svarte feil pa to av spersmala pa denne oppgava pa den skriftlege testen. No er han
derimot ikkje i tvil og svarer korrekt utan & nola.

Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Kikke litt pa / den / siste oppgava og / den skulle vera med for & vera litt / vanskeleg / si pi
figuren her som sagt s er det den deriverte som er vist / og at den funksjonen den hayrer til det
er / viser salet av ei ny mattebok dei fyrste ara / da sper eg fyrst a / kva viser / grafen til den
deriverte her?

Mm den viser hvor mye det / om endringer i salget.

Mm.

Om de selger mer eller mindre enn / ja.

Ja / s& viss me da / tar me kan gi vidare det er muleg at du svarte pa dei men b / kva ar er salet
pé topp?

Deteri &r fem.
Og det pa grunn av at?
At da har det et toppunkt grafen til fav x / siden [da
[a.
[den deriverte er null.

Mm / eehm oppgéve ¢ da nar auker salet mest?

2 Vedlegg 7.4.2, line 264 - 311.
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Markus:

Markus:

Markus:

Intervjuar:

Markus:

Det mé vare pé tre det da.

At det pa tre / det er heilt rett og / og viss me ser pa / grafen til den deriverte / altsd nr aukar
salet mest? / viss du hadde hatt den opphavlege grafen / korleis ville / kurva sett ut der salet
auka mest?

Da ville da ha / krummet / krummet ganske masse.

Ho ville vore brattast.

Mm.

Og nar / grafen er brattast / korleis er den deriverte altsd viss du tenker viss du reknar ut
stigningstalet i eit punkt? / korleis vil den vera d& viss kurva er veldig bratt? '

Da vil det vaere et hoyt stigningstal.

Markus har eit tilfredsstillande bilete av kva den deriverte viser, han nyttar eit bilete av at
£(x) har toppunkt nir f '(x) er null, og finn at salet difor er pa topp i ar fem. Vidare veit han
korleis f(x) ser ut der salet aukar mest. End4 eit begrepsbilete som gjer at han kan loysa
oppgivene grafisk. Eg prever difor & utfordra han med ei oppgidve om den formelle

definisjonen.

Oppgéave 5: Definisjonen til den deriverte

Intervjuar:

Markus:

Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:

Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:

Markus:

Eehm // sat og lurte pa / skal me sja / viss eg tek eit ark // hugsar du // viss du skal forklara meg
/ definisjonen pa den deriverte.

@wja [ den / den som har en helt syk formel med masse xer og delta og sdnn?

Mm / sa du koplar det til ein formel?

Ja.

Ja/ den er litt / hugsar du den slik i hovudet?

Nei.

Klarer du & forklare det pa nokon annan mate?

Jass.

Viss eg ber deg teikne ein graf og visa det til meg.

Det er / jeg har lzrt et eller annet der ja

(Arbeider) no berre teiknar eg dette er berre ein heilt slik vilkarleg / graf di / eehm /
definisjonen pa den / deriverte / i eit punkt pd den grafen / kva det vil vera? / viss du ikkje /
tenker / slik formel da.

Det er vel hvor mye den / eller hvor mye den forandre seg / han stiger / sa det er tangenten til /
grafen i det punktet / for eksempel der sé er det der er den deriverte.

Me ser at Markus ikkje har memorert definisjonen til den deriverte, men han klarer 4 gje
uttrykk for kva den er pd ein meir uformell méite. Ein kan seie at den personlege
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begrepsdefinisjonen ikkje er den same som den formelle, men Markus sin personlege
begrepsdefinisjon er likevel ikkje i konflikt med den formelle.

At Markus er trygg pa tangentar og den deriverte vert stadfesta nar han far spersmal om lokal
linearisasjon.

gér / no teiknar eg sann cirka x i andre da / var litt bratt sikkert og s viss du tenkjer deg at eg
tek eit utsnitt der / sant? / og sa forsterrar eg det opp / kanskje tusen gonger / slik at du fir same
ruta opp og forsterrar tusen gonger / klarer du & tenke deg korleis grafen vil / sja ut?

Markus: Ja han vil nd vel vaere / bortimot rett nesten / vet ikke jeg / (arbeider) noe sann?

Intervjuar: Mm / sé vil det vera ei rett line altsa?

Markus: Ja bortimot.

7

Figur 21: Markus teiknar lokal linearisasjon.

Det hadde vore nyttig med nokre oppfelgingsspersmal om dette, men det vart diverre ikkje
gitt nzrare inn pa i intervjuet. Svaret er i alle fall korrekt og kan tyde pa at lokal linearisering
kan vera ei kognitiv rot.

Oppsummering av intervju med Markus

Intervjuet tydar pa at grafar og grafisk derivasjon er eit sprak av 1. orden for Markus. I mete
med oppgavene finn han raskt nedvendig informasjon i grafane. Dei begrepsbileta som vert
vekka i mote med oppgavene leier Markus til det korrekte svaret.

Markus vel grafiske loysingar og er pd den miten ikkje avhengig av funksjonsuttrykket.
Mellom anna ser me at han i oppgdve 1 nyttar dei to fyrste eigenskapane til 4 utelukka tre av
grafane, og den siste eigenskapen til & utelukka den siste. Nar han skal teikna den deriverte til
ein parabel teiknar han ei rett line utan & leita etter funksjonsuttrykket. Grafspriket er
tydelegvis eit sprik av 1. orden. Han har sileis gode visuelle bilete bade av den fyrste og den
andrederiverte. Desse bileta er ikkje i konflikt med definisjonen. Dei er heller ikkje berre
faktakunnskap men kognitive einingar/reter. Han har samstundes oversikt over eigenskapane
til den fyrste- og andrederiverte til ein funksjon. Mellom anna veit han at nér grafen til den
deriverte har eit toppunkt, er f"(x) lik null og f(x) har brattast stigning. Sjglv om han ikkje
kan reprodusera den formelle definisjonen til den deriverte (grenseverdien), har han eit
personleg bilete av den som ikkje er i konflikt med definisjonen. Han har ei god forstiing av
kva den deriverte er, og det er viktigare enn 4 pugga formlar.
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Det som likevel er mest pafallande er at Markus er sveert trygg ndr han loyser oppgdvene.
Han vel (grafiske) loysingar som er effektive og han nyttar tilsynelatande ikkje begrepsbilete
som er i konflikt med definisjonen. Han har eit rikt og kompakt nettverk av kognitive einingar
og kan difor effektivt laysa dei oppgdvene han meter.

4.2.3 Intervju med Andreas
Oppgave 1: kva graf har alle eigenskapane?

Andreas tek utgangspunkt i dei to fyrste eigenskapane. Han koplar den deriverte og
stigningstalet til grafen. Eit begrepsbilete som hever med definisjonen.

Andreas: Nei nei okei / Adh (mumler) nei ehm // ja! / nir den deriverte er positiv.

Intervjuar: Mm.

Andreas: S er altsi stigningstallet positivt.

Intervjuar: Mm

Andreas: Nar den deriverte er negativ er ogsa stigningstallet negativt / si hvis f derivert av null er starre
enn / eller er positiv / s& betyr det at stigningstallet er / positivt 1 punktet null.

Intervjuar: Ja.

Andreas: Hyvis f derivert av en er mindre enn null si mé den vare negativ i punktet en.

Med hjelp av dette vert graf B og D utelukka. Begge grunna av at den deriverte ikkje er
positiv for x =0. Han ser og at dei andre grafane er positive for x=0.

Andreas: Ja den sé ikkje spesiell / B sa ikke spesielt lovende ut.
Intervjuar: Nei.

Andreas: Men / eeh/ og / det gjorde ikke D heller.

Intervjuar Nei.

Andreas: S4 det er ikke de to.

Intervjuar: Ikkje D eller B nei.
Andreas: Nei og de andre er positiv.

Graf C vert derimot utelukka grunna at den er positiv for x =1.
Andreas: Mens den er positiv i en.

Intervjuar: Mm / det er [C er positiv
Andreas: [Sa da kan det ikke vare C.

Det er usikkert kvifor han tek feil pa akkurat denne eigenskapen. Dersom Andreas tenkjer pa
at f(x) ligg over x-aksen, s kan det vera eit deme pa eit begrepsbilete som er i konflikt med
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definisjonen. D3 har Andreas i tilfelle to potensielle konfliktfaktorar, som ikkje vert kognitive
konfliktar av di dei vert aktivert til ulik tid. Dette vart det diverre ikkje gétt nrare inn pé i
intervjusituasjonen.

Nar han skal avgjera om det er graf A eller graf E som er den rette grafen vert det tydeleg at
han har vanskar med a visualisera den andrederiverte.

Andreas: Og Een er negativ sa det ser bra ut / s3 da er det enten A eller E.
Intervjuar: Enten A eller E.
Andreas: Og nar / og / skal vi se / hvis han dobbeltderiverte sa skal den altsd vare negativ hele veien /

altsé stigningstallet skal vaere negativt / stigningstallet til stigningstallet skal he he / skal vare
negativt / eeh / skal vi se // da vil eg // hmm / da er det vel A da.

Intervjuar: Deter A ja.
Andreas: Ja.

Intervjuar: Mm / kvifor er det da ikkje E?

Andreas: Forﬁi at/ja/ den er jo / altsa det er jo forskjellig / altsa stigningstallet her / er positivt.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Og sa er det negativt / nedover her.
Intervjuar: Mm.

Andreas: Sa er det null pa toppen.
Intervjuar: Mm.

Andreas: Og/ja/ehm/ ja/sader/ vet ikke hvordan jeg skal si / det altsa // ja ehm / det / det endrer seg?
/ eller det er ikke det er i alle fall ikke negativt for alle x.

Intervjuar: Nei.
Andreas: Ehm vet ikke hvordan jeg skal forklare.

Andreas gér no for graf A, men klarer ikkje & gje ei fullgod forklaring pa kvifor det ikkje kan
vera E. Den dobbelderiverte vert (heilt korrekt) referert til som stigningstalet til stigningstalet.
Samstundes argumenterer Andreas for at stigningstalet (til grafen E) endrar seg. D4 er det
ikkje negativt for alle x. Men det er ogsa tilfelle for graf A. Difor er ikkje det eit argument for
& utelukka graf E. Det kan sja ut som at Andreas ikkje har eit godt bilete av kva andrederiverte
til ein graf er. Han gjer eit nytt forsek pa 4 tolka kva den andrederiverte er, til liten nytte.

Andreas: Ja / s ma jo / eller hvis jeg sier det sinn da // ja altsd / ja okei hvis den andrederiverte er
positiv da sd ma den jo stige for alle / s3 ma / s& ma / ehm / ja s& ma stigningstallet for alle / f
derivert av x vare positivt.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Og / hvis det skal skje s m4 // mmm.

Han har faktakunnskap om f"(x). Stigningstalet til f'(x) m& vera positivt dersom den
andrederiverte er positiv for alle x. Dette er likevel ikkje noko han klarer & dra nytte av i
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denne samanhengen. Det som i dette tilfellet vert forloysande er eit tips om krumminga til
grafen.

Intervjuar: Hugsar du noko om eeh / ehm / krumminga til grafen / er det eit ord som / de nytta?
Andreas: Ja det var sann hul side opp og hul side ned?
Intervjuar: Mm.

Andreas: Ja og den der har hul side ned.

Krumminga til grafen er eit deme pd noko som kan vera ei kognitiv eining for Andreas.
Krumminga til grafen (eller hul side opp/ned) vert eit verktoy til 4 tolka den andrederiverte i
ein grafisk kontekst. Men det var ikkje Andreas sjolv som introduserte krumminga. Det var
ikkje eit begrepsbilete som vart vekka nar han sag grafen.

Oppgave 2: teikna grafen til den deriverte (parabel)

Andreas stadfestar at han har oversikt over samanhengane mellom graf, den deriverte og
stigningstalet til grafen. Begrepsbiletet kan nyttast til a trekka ei riktig slutning.

Andreas: Ja alts3 da har nullpunkt / ker.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Og s har den negativt / stigningstall / eller / ja liksom / den stiger etter / her.

Intervjuar: Mm.

Andreas: S4 da er stigningstallet positivt.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Altsa pa / ja positive del av x aksen.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Mens pa den negative del av x aksen den er negativ / eller stigningstallet er negativt.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Og hvis den deriverte da skal vise stigningstallet / til / grafen s& ma den vare positiv her og
negativ der.

Intervjuar: Mm.

Andreas: Og // vet ikke blir han / linezr? / eller blir det en rett linje? // hmm.

Denne oppgava leyser Andreas grafisk. Han ser pa grafen korleis stigningstalet endrar seg og
meiner at resultatet vert ei rett line. Niar f”(x) skal skisserast moter likevel Andreas eit

problem. Han enskjer at grafen til den deriverte skal likna meir pa den opphavlege grafen. Ei
biletleg tolking av grafen ferer til ei konflikt.
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Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:

Ja / for det at // for det at nar / la meg se / hvis den deriverte blir vel // ja men hvis jeg har den
sann her s blir han jo positiv.

Mm.

Og det er jo feil / det kan han jo ikke vaere / men den er jo positiv ker da // ehm.
Sa du tykkjer at lina ser fornuftig ut 1?

[Nei.

[Positiv / nei.

Det jeg synes jeg ser her na er / hvorfor den ikke.bli.r veldig lik den som er der.
Mm.

Den ma jo nesten bli det.

Grunna at?

Fordi at / her er / her ser du at stigningstallet er [regativt hele veien

[Mm / mm.

Og s er den positiv pé hele veien men / ja / (arbeider) si da ma den jo bli noe sint / noe som
ligner i alle fall.

Andreas teiknar no ein graf som liknar den opphavlege. Han har eit bilete av at grafen til den
deriverte ma sekka nar den deriverte er negativ. Dette biletet kjem i konflikt med det tidlegare
vekka biletet som gav ei stigande, rett line. Sjelv om han vert gjort merksam pé at dette er ein
parabel loyser ikkje det konflikten.

Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar;
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:

Intervjuar:

Liknar den pa ein graf du har sett for?
Ja x 1 andre.

Liknar han p4 x i andre?

Ja.

Sa viss du / set opp x 1 andre.

Altsa deriverer den?

Og deriverer den.

Sa blir det to x.

Sa far du to x.

Mm.

Og viss du teiknar opp to x / korleis vil den ga?
Det blir jo en rett linje opp sénn.

Mm / og/ det vil verta det vil verta slik du har teikna han.
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Andreas: Ja.

Intervjuar: Mm / men det hayres ikkje fornuftig ut?

Andreas: Nei jeg synes ikke det // egentlig / for det at den er jo / sinn som denne grafen her da blir.
Intervjuar: Mm.

Andreas: Sa/ja/ s er jo dette / denne er jo negativ / og jeg synes ikke den ser spesielt negativ ut.

Intervjuar: [Nei

Andreas: [Bortsett fra at den er i den / bortsett fra at den er negativ for x verdiene her da / og y verdiene
her.

Intervjuar: Mm.

Andreas: S& er han ja / og den er i positiv / s& den eker jo og jeg liker ikke det helt.

Det er tydeleg at biletet av at grafen til den deriverte ikkje kan auka nar den deriverte er
negativ, er i konflikt med at f'(x)=2x, noko som gjev ei stigande rett line. Etter i lengre
forklaring™, der det vert fokusert pa at dei stigningstala ein kan lesa av grafen til f(x)finn ein
att som y-verdiar pd grafen til f"(x) (eller at den deriverte er ein funksjon av x), godtek
Andreas den rette lina. Problemet, i folgje Andreas sjolv, er at han blandar dette med den
andrederiverte (noko Andreas ogsd nemnte i innleiinga).

Andreas: Vet ikke helt hva jeg tror / ehm // skal vi se // nei vent! // (utydeleg) // nei for at jeg / jeg
blander et eller annet sint / er det noe som heter / vendepunkt eller noe sant?

Intervjuar: Ja.

Andreas: Og det er / det mé vare her eller noe sint / begynner han 4 stige / et eller annet sant?

m; Jo det er jo / nar du forklarer si er det jo helt logisk / men / jeg vet ikke / jeg blander veldig
med dette og si / dette med hul side opp og ned som [vi hadde i dobbelderiverte

Intervjuar: ; [Mm / mm.

Andreas: Det blander jeg veldig.

Det kan vera fleire grunnar til at Andreas blandar med den andrederiverte. I den skisserte
parabelen gér den deriverte frd 4 vera negativ til & vera positiv. I ein tredjegradsfunksjon til
demes kan den deriverte gd fra 4 vera aukande til minkande. Punktet (0,0) i parabelen kan da
fi rolla til vendepunktet i tredjegradsfunksjonen. Samstundes er parabelen relativt lik
teikningane ein nyttar for 4 markera hol side opp/ned i eit forteiknskjema.

Oppgave 3: Oppgife 4 pé preven

Den neste oppgdva stadfestar at Andreas har eit bilete av at nar grafen til f(x) sekk vil og
grafen til f’(x) sekka, ei biletleg tolking av grafen.

2 Vedlegg 7.4.3, Line 356 — 424.
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Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

Andreas:

Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

Nei vent // mmm skal vi se / ja! / nei da vil jeg tro at det er fire.

Mm.

For det at / ja /eller okei hvis vi tar det litt sinn / fra begynnelsen av / sa er jo den deriverte har
altsd negativ / ehm / ehm negativt sti / nei vent ja / stigningtall? / ech / eller okei / det den
deriverte sier er at grafen har negativt stigningstall fra / x er lik null til x er lik tre.

Mm.

Og her pé / denne nummer tre her / si oker han jo.

Mm.

S4 da kan det ikke veere den / og det ser veldig ut som den gker i to og sinn.

Graf fire er den eneste som har negativt stigningstall fram til / eh punktet da tre.
Mm.

Sa da mad det jo vare / den

Stigningstallet til grafen er null mellom tre og fem / ser det ut som / og / ja / pa graf o s& stiger
han jo / mellom tre og fem.

Mm.

Sa det er jo positivt stigningstall / mens / pa graf tre og fire sa er jo / stigningstallet null ser det
ut som.

Mm.
S& da / kan det jo veere en av de to / ehm // ja vent da // ja og den er jo ikke null i punktet seks

sa / si det ser merkt ut for toeren / ehm skal vi se / i/ ja / den skal jo vere negativ fra fem og
utover / stigningstallet skal vere negativt for fem og utover.

Andreas gav tidlegare i intervjuet uttrykk for at han forstod at grafen til den deriverte kan
stiga sjelv om den deriverte er negativ. Det begrepsbiletet vert likevel ikkje vekka her.
Kanskje Andreas no har to bilete der det tidlegare dominerer (begrepsbiletet er ikkje
tilfredsstillande akkommodert). Etter ein ny gjennomgang av dette ser Andreas samanhengane
og gjev rett svar.

Intervjuar:

Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

Det er det du ma tenke litt baklengs / viss du ser / her igjen / eeh / viss eg sper deg / om grafen
sjglve f derivert av x ikkje om stigningstalet men om grafen er positiv eller negativ / fra
mellom null og tre

Ja den er vel negativ.

Stigningstalet er negativt / for det at den gir nedover.

A ja/ja men den er pé riktig side av aksen.

Mm.
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Andreas:

Intervjuar:

Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

;‘mdreas:

Intervjuar.
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:
Andreas:

Sa den er [positiv.

[Det er der den det er lett & verta litt lurt / stigningstalet er negativt / men den
deriverte er faktisk positiv / mellom null og tre.

Men med en gang den kommer under / x aksen her borte sa er den negativ.
DA er den deriverte negativ.

Betyr det at den er positiv for alle her?

Heilt fram tl.

Helt frem til den kommer tilbake.

Ja da er det jo toeren.

Mm og sa det siste litt interessante punktet der / er det null.

Ja men ja / sinn i utgangspunktet si burde jo // vet ikke / det ser jo ut som ett toppunkt dette
her.

Det er eit toppunkt ja.
Ja og men / [ja han er positiv her ja / det er sinn det er / ja og sa er han negativ her
[Her er // mm.

Ah.

No ser det pa nytt ut som at Andreas forstar at grafen til f(x) viser stigningstalet til flx).
Difor ser han no at den deriverte er positiv for x = 6 og negativ etter. Det gjev eit toppunkt for
x=6pi f(x).

Oppgéve 4: Oppgive 7 pa preven.

Allereie pd den skriftlege testen viste det seg at Andreas hadde problem med & tolka grafen til
den deriverte. Toppunktet til grafen vart tolka som at salet var pé topp, og salet auka mest nar
grafen var brattast. Ei biletleg tolking av grafen. Etter & ha arbeida med tilsvarande oppgéver i
intervjuet kan det sjd ut som at begrepsbiletet ikkje lenger er i konflikt med definisjonen.

Andreas:

Intervjuar:
Andreas:

Intervjuar:

Altsa stigningstallet til f av x er jo positivt helt til ar fem / hvis vi skal ta [disse nye reglene vi
har lert na i dag.

[Mm.

Ehm / og det vil jo da si at / eeh / grafen fav x er / positiv og at / det selges / mer og mer boker
fram til &r fem.

Mm det er heilt riktig.

Mens etter ar fem sa er stigningstallet negative / pa en litt variert mate ser det ut som men
likevel.
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Intervjuar: Mm.
Andreas: S4 etter ar fem / sd minker salget.

Intervjuar: Ja / det er heilt korrekt / s d4 ech / (utydeleg) / kva ér vil salet vera pa topp?

Andreas: I 4r fem.

Intervjuar:  Og kvifor vil det vera i fem?

Andreas: For det at 1 punkt fem si blir / ehhm /si gér stigningstallet fra & vaere positivt til & vere
negativt.

Intervjuar: Mm / og du vil da fa eit toppunkt.

Andreas: Ja/ men da i ar tre s lurer jeg litt pd hva som skjer her / da mé jo vent / det ma vent den / da
mé / Da mé / selve stigningen ma vere brattest i ar tre?

Intervjuar: Mm.

Andreas: S4& de gker salget mest / men det er ikke der de har toppen av.
Intervjuar: Heilt korrekt.

Andreas: Okingen?

Intervjuar: Ja / sa nar auker salet mest?

Andreas: Deteri/artre

Intervjuar: Ehe.
Andreas: Og sé er det minst i ar syv

No er det tydeleg at Andreas far hjelp av bilete som ikkje er i konflikt med definisjonen. Han
klarer sjelv & finna ut at det er sjelve stigninga som er brattast i ar tre (line 872). Og ser at
salet aukar minst (eller minkar mest) i ar sju.

Oppsummering av intervju med Andreas

Andreas har ei bra oversikt over samanhengane mellom graf, den deriverte og stigningstalet
til grafen. Likevel vert det tydeleg at han har begrepsbilete som er i konflikt med
begrepsdefinisjonen, og som gjer at han far vanskar med nokre oppgaver.

Det er tydeleg at Andreas har ei biletleg tolking av grafen. Dette biletet pdverkar i stor grad
ndr han skal tolka oppgéver grafisk. Me ser at han forkastar ei riktig loysing grunna dette
biletet (line 241 — 267). I den oppgéava (oppgéve 2) ser me at det er ei kognitiv konflikt
mellom to ulike bilete. I oppgéve 3 ferer den biletlege tolkinga til feil svar, men der er det
inga kognitiv konflikt da det ikkje vert vekka eit anna begrepsbilete samstundes. Det ein kan
merka seg er at me hadde ein gjennomgang av den biletlege tolkinga for oppgéve tre, der
Andreas tilsynelatande forstod at den biletlege tolkinga var feil. Likevel vert det same biletet
vekka pa nytt. Slike misoppfatningar kan vera svert resistente mot paverknad (Orton, 2004).
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Me ser likevel at Andreas har god kontroll pa den (fyrste)deriverte til ein funksjon. 1 oppgéave
1 ser han pa stigninga i dei aktuelle punkta og utelukkar kjapt tre av grafane. Han les og av
stigninga til parabelen i oppgédve 2. Han har derimot sterre problem med a forklara den

andrederiverte. Han seier at f '(x) er stigninga til stigninga og at nar f '(x) er positiv sa er
stigninga til f"(x) positiv. To bilete som ikkje er i konflikt med definisjonen, men som han
likevel ikkje klarer a dra nytte av.

Difor har Andreas problem med a tolka den deriverte grafisk, sjelv om han har fleire
begrepsbilete i samhove med definisjonen. (Grafspriket er eit sprak av 2. orden for Andreas).
Likevel prover han ikkje a finna funksjonsuttrykk, sjelv om grafane er lett & kjenne att. Han
prover a loysa oppgdvene grafisk, men lukkast ikkje alltid grunna potensielle konfliktfaktorar
som nokre gonger ogsa skaper konflikt.

Me ser likevel ei utvikling i slutten av intervjuet. Nar Andreas for andre gong vert konfrontert
med at f '(x) ikkje nedvendigvis stig/sekk, sjglv om f(x) stig/sekk, ser me ei endring.
Oppgéve 7 fra preven, som var feil, vert no leyst med ™...dei nye reglane...” (line 835 — 836).
Han klarer no & dra nytte av begrepsbilete som ikkje er i konflikt med definisjonen. Grafen
til f'(x) er i dette tilfellet eit sprik av 1. orden. Kanskje bileta no er kognitive einingar.

4.2.4 Intervju med Jonas

Oppgéve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

Jonas: D.

Intervjuar: D4 tenkjer du D.

Jonas: Ja.

Intervjuar: Eeeh okei og s ma eg / be deg / forklara / eeh / kvifor.

Jonas: Det stér her at / deriverte / eeh / av f/ nér x er lik null / er hoyere enn null / da er den hayere
enn null.

Intervjuar: Mm.

Jonas: Videre stir det at den deriverte av / f/ innsatt en skal vare mindre enn null / da er den mindre
enn null.

Intervjuar: Mm.

Jonas: I tillegg skal den dobbelderiverte av f av x vare negativ for alle xer / og den krummer jo bare

nedover / mer og mer.

Jonas sin spontane respons pa oppgéava er D. Det kan her virka som at det begrepsbiletet som
vert framkalla er at nar grafen ligg over x-aksen er den deriverte positiv, medan den deriverte
er negativ ndr grafen ligg under x-aksen. Det stemmer ikkje med definisjonen. Jonas nemner
ogsa ordet “krumming” saman med den andrederiverte, eit vanleg uttrykk i lerebeker for
vidaregdande skule. Han finn difor korrekt at den siste eigenskapen stemmer. Det stadfestar
for han at graf D er korrekt svar.
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Vidare i intervjuet klarer Jonas pa oppfordring a gje uttrykk for kva den deriverte til ein graf”

er og endrar svar.
Intervjuar: Eeeh / den deriverte / til ein graf/ kva fortel den?
Jonas: Forteller om hvordan tangentens stilling er.
Intervjuar: Mm.
Jonas: Sa nar / den deriverte / er positiv.
Jonas: Ja.
Intervjuar: S4 vil tangenten?
Jonas: Den vil / vaere positiv og / grafen vil gke
Intervjuar: Grafen vil auka / det er det eg lurer pa / stemmer det / 1 dette tilfellet her? / i null / er den grafen
positiv? / eller tangenten vil den vera positiv? / tangenten til den grafen [der.
Jonas: [Nei selviolgelig / ja

den er // nei den vil veere negativ selvfalgelig / ja / fordi at den peker negati / nedover.

Jonas har her eit bilete av eit matematisk begrep som ikkje er i konflikt med den matematiske
definisjonen; Eit uttrykk for den deriverte til ein graf i eit punkt er tangenten si stilling
(stigningstalet) i punktet. Nar stigningstalet (til tangenten) er positivt vil grafen stiga (eller
“oke” som Jonas seier). Jonas (samt intervjuaren) er likevel noko upresis nar han nyttar orda
“positiv tangent”. Med dette biletet klarer Jonas & utelukka alternativa B og D. For a
ekskludera E og C nyttar Jonas derimot eigenskapen til den andrederiverte.

Jonas:
Intervjuar:

Jonas:

Ikke se at det er E fordi at her / sker jo / eh tangenten.
Mm.

Det blir mer og mer positiv / og sa blir den negativ igjen / men her stir det at den skal vere
negativ for alle / og det skjer jo tilsvarende her.

Spréket er framleis upresist. Jonas seier at “fangenten oker”, medan det er stigningstalet til
tangenten som aukar. Dersom ein folgjer graf E frd venstre mot hegre ser ein at stigningstalet
er negativt, men aukande og positivt ca. mellom Fx=0,5, negativt etter. Sjelv om
formuleringane er noko uklare kan det sja ut som at Jonas er i stand til 4 nytta tangentar som
eit visuelt bilete pa kva det vil seic at f”(x) er negativ for alle x.

Oppgéve 2 og 3: teikna grafen til den deriverte (parabel og fjerdegradsfunksjon).

I denne oppgéava teiknar Jonas felgjande graf:

B *Den deriverte til ein graf”’ er eit uheldig uttrykk. Det er den deriverte til ein funksjon det er tale om her.
Grafen er berre eitt av mange uttrykk for ein funksjon. Det kan likevel sja ut som at Jonas forstar kva som er
meint med spersmalet.
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Figur 22: Jonas teiknar grafen til f"(x).

Dette vert grunngjeve med at grafen har ein asymptote’’, og di vert den deriverte uendeleg

stor positiv og negativ.

Jonas: For det at her blir / tangenten // uendelig stor / nei uendelig altsa / uendelig stor negativ.

Intervjuar: Mm.

Jonas: Og si blir han mindre og mindre negativ / for tangenten nzrmer seg null / og det fir du
tilsvarende her for det at / veldig negativ / s blir han mindre og mindre og nzermer seg null / s
nér den har passert null ech / nullpunktet / s3 begynner han & / bli mer og mer positiv / og det
vil da tilsvarende skje med tangenten.

Intervjuar: Men tykkjer du da at / her ute ein eller anna plass / vil det vera eit / nok / ein rett og slett ein /
sann asympiote?

Jonas: Ja! / du vil ha en asymptote pa begge steder.

Tangenten vert framleis noko upresist nytta som uttrykk for stigningstalet til grafen. Nér
grafen sokk kraftig og difor har eit stort (negativt) stigningstal seier Jonas at sjelve tangenten
er “uendelig stor negativ’. Her kan det sjd ut som at Jonas har eit ”...ukontrollert bilete...”
(Aspinwall, 1997) av at parabelen vert brattare slik at grafen til den deriverte etter kvart vert
tilnzerma loddrett. Dette forer til ein konflikt mellom begrepsbilete nir eg gjer han merksam

pa at grafen er ein parabel.

Intervjuar: Eeh / liknar denne grafen p noko?

Jonas: Eehm / han ligner jo pa ein parabel.

Intervjuar: Mm // Eehm // viss / eh viss grafen er x i andre.

Jonas: Ja.

Intervjuar: Korleis vil di den / vil den deriverte framleis vere slik? // viss dette er er x i / x i andre eg ber
deg teikne grafen til den deriverte.

Jonas: Nei den deriverte vil da vzere mer / (arbeider) et eyeblikk / den deriverte vil da vere sinn.

Intervjuar: D4 vil han vera linezr.

2% Det ma merkast at ordet asymptote vert introdusert av intervjuar. Det ville vore ein kvalitativ betring om Jonas
sjelv innforte dette begrepet, men linje 138 — 145 indikerer etter mi meining at det var ein asymptote Jonas

tenkte pa.
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Jonas: Ja.

Intervjuar: Mm.

Jonas: Og det / vil den faktisk vare her og.
Intervjuar: Kvifor vil han det?

Jonas: Nei vent / nei / fordi du har asymptoten s& den vil ikke bli lik.

Pi den eine sida vekker grafen eit bilete av at stigningstalet vert uendeleg stort (negativt og
positivt). Difor vil grafen til den deriverte verta tilnzerma loddrett. Informasjonen om at dette
kan vera ein parabel vekker derimot eit bilete av ein linezr graf™. Bileta er ikkje i konflikt
med definisjonen, men Jonas vert forvirra av at grafen ikkje er tydeleg nok. Grafen i oppgava
vekker det eine biletet, mitt spersmal om kva grafen liknar pa vekker eit anna bilete. Det
hadde difor vore interessant & sja Jonas sin respons dersom parabelen ikkje (tilsynelatande)
hadde hatt sd kraftig stigning. Ein kan likevel leggja merke til at Jonas her vekslar mellom
ulike begrepsbilete etter kva oppgave han far.

Den neste oppgédva vert loyst utan problem. Jonas nyttar “fangenten si stilling” til 4 finna
nullpunkta, og vurderer vidare om den deriverte er negativ eller positiv mellom nullpunkta.
Spréket er framleis noko upresist. Nér stigningstalet til tangenten er lik null seier Jonas at
stillinga til tangenten er lik null. Dette forer likevel ikkje til noko kognitiv konflikt.

Jonas: (Arbeider) da vil du fordi at tangentens stilling her er lik / null s vil du ha et nullpunkt der /
her / og her i forhold til den deriverte.

Intervjuar: Mm.

Jonas: (Arbeider) ehm / og her skal den deriverte vare negativ / her vil den deriverte vare positiv /
ehm negativ / og / positiv.

Intervjuar: Mm.
Jonas: (Arbeider) sa da vil det jo / ha noe sinn som // det her.
Intervjuar: Mm / veldig bra.

Jonas: Det er vel en / fjerdegradsfunksjon?

% Her burde eg ghtt naerare inn pé kvifor Jonas meiner at grafen til den deriverte vert linezer dersom f”(x) er

ein parabel. Dersom han t.d. nyttar funksjonsuttrykket (eg nemner i line 168 at dette kan vera xz), er det ein
annan framgangsméte enn han har nytta tidlegare.
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Figur 23: Jonas teiknar grafen til f"(x).

Jonas seier og at “den deriverte” er negativ og positiv. No referer han ikkje lenger til
tangenten, men “les” den deriverte av grafen. Dette tyder pa at begrepsbiletet inneheld mykje
informasjon om samanhengen mellom den deriverte og grafen til ein funksjon. Jonas veit kva
det vil seie at f '(x) er negativ, positiv eller null. Samstundes ser me at Jonas kjenner att
funksjonen som ein fjerdegradsfunksjon, sjelv om uttrykket ikkje er gjeve. Denne grafen
framkallar sdleis fleire begrepsbilete. Desse er ikkje i konflikt med definisjonen og Jonas
nyttar dei til 4 gje eit riktig svar.

Oppgéve 4: Oppgéve 7 pa preven

Intervjuar:
Jonas:
Intervjuar:
Jonas:
Intervjuar:

Jonas:

Intervjuar:
Jonas:
Intervjuar:
Jonas:
Intervjuar:

Jonas:

Kva viser f derivert her?

F derivert den viser / echm / gkningen i salget.
Mm.

Per tid.

Ja / og kva ar vil / sal salet vera pé topp?

Vil si at salget er pa topp her for da har vi et nullpunkt / og nar den deriverte er lik null s3 vil
du fi et ekstremalpunkt i / grafen.

Mm.

Og / siden / du ogsé kunne fa det her / er det mer naturlig siden det er starten pa salget.
Ja.

Og s har du den / toppen pé salg salget her.

Mm / og kor tid vil / salet auke mest?

Det vil na toppunktet her / fordi at da / eeh / vet du at den deriverte / er sterst / og da vil du ha
brattest / salgskurve kan du si.

Maiten Jonas leyser denne oppgéva pa tyder pa at begrepsbiletet inneheld mykje informasjon
om samanhengen mellom den deriverte og grafen til ein funksjon. Han har tidlegare (line 56)
vist at han veit kva den deriverte til ein graf er. Jonas fortel her at den deriverte viser korleis
salet aukar (meir presist vil ein seie at grafen fortel korleis salet endrar seg. Det viser bade

62



394
395
396

398

410
411
412
413
414
415
416

Resultat, analyse og drefting pa individplan

auke og minke). Nullpunktet pi grafen til f’(x) vert lokalisert og Jonas er klar over at det
gjev eit ekstremalpunkt pa grafen til f (x) Han kjenner ogsa til at salet aukar mest nar den
deriverte er storst og verdien vert korrekt lest av grafen til f '(x). Oppgéava vert lett & loysa
sidan begrepsbiletet tydeligvis inneheld mange mentale bilete, prosessar og eigenskapar i
samband med den deriverte.

Oppgéve 5: Lokal linearisasjon

Seinare i intervjuet vert Jonas utfordra til 4 sja kva som skjer nér ein forsterrar ein del av ein
graf (i dette tilfellet f(x)=x*), etter monster av Tall (1985).

Intervjuar: X i andre / og sé tek du 4 / bruker den.

Jonas: (Arbeider)

Intervjuar: Og si zoomer du enda ein gong til / fordi at du ikkje kan zooma.
Jonas: (Arbeider).

Intervjuar: Ser du kva det er som skjer med grafen?

Jonas: Ja den blir / blir selvfolgelig / den blir rettere og rettere og rettere.
Intervjuar: Mm.

Jonas: Ja.

Intervjuar: Det er grunna av det vert nesten som at du.

Jonas: Ja for at du maler / selvfolgelig / for at du finner tangenten.
Intervjuar; Mm.

Jonas: Tangenten i / punktet.

Jonas har sjelv ei god forklaring pa kvifor grafen vert rettare nar ein forsterrar ein del av den.
Det er det same som 4 finna tangenten i punktet.

Oppsummering av intervju med Jonas

Det er tydeleg at Jonas har mange mentale bilete, og oversikt over prosessar og eigenskapar
relatert til den deriverte til ein funksjon. Han har eit rikt begrepsbilete. Dette gjer at han er
godt rusta til 4 leysa oppgaver som fokuserer pa grafisk forstaing av derivasjon.

Jonas forstar kva den (fyrste)deriverte til ein funksjon er og han nyttar i stor grad fangenten til
a forklara denne. Tangenten vert ei viktig kognitiv rot i samband med den deriverte. Spriket
er likevel noko upresist. Han seier mellom anna at tangenten aukar, at den vert uendelig stor,
og at tangenten er positiv og negativ, nar det eigentleg er stigningstalet til grafen/tangenten i
eit punkt pa grafen som er rett nemning. Men slik han leyser oppgédvene tyder det pi at han
har god forstding av den deriverte til ein funksjon. Difor vert det enkelt 4 lesa tangenten si
stilling av grafen. Han veit vidare at ndr grafen har eit topp- eller botnpunkt er den deriverte
lik null (og motsett; nar den deriverte er lik null har grafen eit topp- eller botnpunkt, avhengig
av forteiknet til den deriverte for/etter nullpunktet). Ein ser og at han tolkar sjelve grafen til
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den deriverte korrekt. Han les verdiane av grafen og veit at dei fortel korleis den opphavlege
grafen stig/sekk. Jonas har med andre ord kontroll pa ulike representasjonar av den deriverte
til ein funksjon. Bide tangenten, symbolet f'(x) og grafen til den deriverte er for Jonas berre
ulike sider av det same — den deriverte til ein funksjon. Han vel oftast 4 laysa oppgéver ved
hjelp av tangenten. Mellom anna lager han (mentale og fysiske) tangentar for & vurdera
stigninga til ein graf eller teikna grafen til den deriverte. Men han er ikkje avhengig av
tangentar. Grafen til den deriverte er ogsa eit 1. ordens sprak, og han finn den informasjonen
han treng i denne.

Han klarer a tolka den andrederiverte grafisk, ofte ved hjelp av tangenten. Spriket er upresist
da han til demes seier at tangenten vert meir og meir positiv, men han klarer 4 nytta tangenten
som eit bilete p den andrederiverte — han argumenterer for korleis tangenten endrar seg (sjolv
om det hadde vore meir korrekt & argumentera for korleis stigningstalet (til tangenten) endrar

seg).

Han vel grafiske loysingar, sjelv om det er muleg & finna funksjonsuttrykket. Sidan han klarer
a tolka den fyrste- og andrederiverte grafisk er det lett & skissera grafen til den deriverte. Ein
kan seie at grafen er eit sprdk av 1. orden for Jonas. Han er difor ikkje avhengig av
Junksjonsuttrykket for a finna grafen til den deriverte. Samstundes som han ofte klarer & finna
JSunksjonsuttrykket til grafen. Han kjenner att biade parabelen og fjerdegradsfunksjonen i
oppgéve 2 og 3. Likevel er han ikkje avhengig av dette uttrykket for 4 loysa oppgévene.

Jonas viser i desse oppgédvene fd@ dome pa konfliktar mellom begrepsbilete og definisjon, eller
ulike begrepsbilete som er i konflikt med kvarandre. Me ser at han i fyrste oppgava ser ut til &
ha ei biletleg tolking av grafen (line 29 — 43). Han seier at den deriverte er positiv nir grafen
ligg over x-aksen, og negativ nar grafen ligg under x-aksen. Dette svaret vert likevel raskt
forkasta nar han vert minna pa kva den deriverte til ein graf er, og det er ikkje noko som tyder
pa at dette biletet er opphav til kognitive konfliktar seinare i intervjuet.

Jonas har difor klart & gjera cigenskapane til den deriverte til noko meir enn fakta. Stigninga
til grafen, den fyrste- og andrederiverte, tangentar er alle deme pa bilete som ikkje berre er
kjende fakta, men kognitive einingar®.

4.2.5 Intervju med Kristian

Oppgédve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

Kristian: (Tenkjer) // er det den?

Intervjuar: Viss du / tek for deg graf E / so tek du for deg / kan du forklare kvifor du trur det er den.
Kristian: Oohm // den stiger jo i/ i null.

Intervjuar: Mm.

Kristian: Den synker / synker i en.

% Det kom ogs4 fram i intervjuet at Jonas hadde studert eit r i Australia der dei jobba mykje med den grafiske
forstiinga. Kanskje det er noko av grunnen til at han har mange kognitive einingar 1 eit rikt begrepsbilete. Sji
vedlegg 7.4.4, line 302 — 325.
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Graf E vert vald som grafen som har alle eigenskapane. Dette grunna at den stemmer for dei
to fyrste eigenskapane. Det framkalla begrepsbiletet er i samhove med definisjonen. Det er
klart at Kristian veit kva den deriverte til ein funksjon er, og kan lesa av den deriverte p
grafen. Den andrederiverte viser seg & vera eit sterre problem.

Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:
Kriatdan:

Mm / nar den / andrederiverte altsa / kva seier den andrederiverte pa ein graf?
Eehm // (tenkjer) (svakt) husker ikke.

Du hugsar ikkje det?

Nei.

Eehm / nér du nar du tok / tenker / viss du tek den deriverte d& / den deriverte / kva fortel den?
Den forteller jo / stigningen

Ja / den fortel stigninga til grafen ja / og den andrederiverte.

Den forteller stigningen til / stigningen pa en mate.

Mm.

S3 det er vel.

Hugsar du fra / frd 2MX / eehm / nytta de vel ofte forteiknsliner.

Ja.

For & teikne opp grafar / hugsar du kva det var de nytta den andrederiverte til di / med

forteiknslina?
Toppunkter og bunnpunkter.
Dooh / pa grafen?

Okei // (utydeleg) // er det ikke det?

Den andrederiverte vekker ikkje noko bilete som er til hjelp 1 denne oppgédva. Kristian kjem
fram til at den andrederiverte fortel om stigninga til stigninga. Dette biletet klarer han ikkje &
nytta til ei grafisk loysing. Forteiknsliner vert difor nemnd som ei muleg kognitiv rot, men dei
vert berre knytt til toppunkt og botnpunkt, den fyrstederiverte. Det er tydeleg at den
andrederiverte ikkje vekker bilete av forteiknsliner.
Me tek no ein gjennomgang pa forteiknsliner og den andrederiverte (krumming, hol side
opp/ned”’). Etter dette meiner Kristian at svaret er graf A. Han finn at grafen stemmer for dei
to fyrste eigenskapane, men den andrederiverte er framleis problematisk.

Kristian:
Intervjuar:
Kristian:

Intervjuar:

Mm // da er det heller A da kanskje?
Du trur deter A?
Mm.

Eehm / viss du sjekkar eigenskapane.

¥ Vedlegg 7.4.5, line 123 — 146.
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Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnzrming

Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:

(Utydeleg)

Den fyrste cigenskapen.

Stiger i null

Stig i null.

Ehm / minker i/ en.

Ja // stemmer det at den er / andrederiverte der vil vera negativ?
Nei.

Gjer det ikdge det?

Gjer det det da?

Det kjem no fram i intervjuet at Kristian trur at graf A — E er grafane til den deriverte’®. Ein
kan likevel merka seg at sjolv om Kristian trudde at grafane var dei deriverte, stemmer ikkje
argumenta hans. Graf D vil i det tilfellet ha alle eigenskapane. Og alle argumenta hans si

langt har tyda pa at han oppfatta at grafane var f(x).

Graf E vert difor vurdert pé nytt. Dei to fyrste eigenskapane ser han direkte. Han er framleis
usikker p4 om f"(x) er negativ for alle x. Han prever difor ein ny framgangsméte. Grafen
liknar pa ein tredjegradsfunksjon. Da vert den deriverte ein parabel og da stemmer det i folgje

Kristian.

Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Intervjuar:
Kiristian:

Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:

Kristian:

D4 kan du ta den E ein gong til.
Ja // der stiger den jo / den / deriverte er jo positiv eller.

Mm.

Den forste stemmer / den andre stemmer // men / det siste stemmer vel ikke / (Utydeleg)
Kven du trur at det ikkje stemmer p den siste?

Doh at / andrederiverte er negativ.

Mm / kvifor ser det ut til 4 ikkje stemma?

Eehm fordi at den har / stigning // men // nar den andre // den andrederiverte av en // hvis dette
erenx.

Mm.

X i tredje eller noe sinn.

Mm.

SA er den andrederiverte sénn // (arbeider) deriverte kan vare / parabel // okei hvis jeg tenker

sinn da // deriverer den sa vil du fA / noe med x i andre s& det vil vaere en parabel pa en eller
annen mate // er ikke det/ stemmer ikke det?

= Vedlegg 7.4.5, line 180 — 198.
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Resultat. analvse og drefting pa individplan

243 Intervjuar: Mm.

244
245 Kristian: Og / ja da kan det stemme tror jeg / jeg tror da kan / at E kan vaere riktig
Eo y
\_/
™ =X
|
Figur 24: Kristian teiknar grafen til f'(x).
Eit anna vekka bilete gjer at han registrerer grafen som ein tredjegradsfunksjon. Denne kan
deriverast, og han far ein parabel. Det er 1 samsvar med definisjonen. Men parabelen han
skisserer stemmer ikkje med grafen. Det er ikkje sikkert at han prever a teikna f ’(x) noyaktig
heller, men ein kan ikkje sja at eigenskapane stemmer berre ved & vita at det er ein parabel,
den ma vera korrekt 1 hove til den opphavlege grafen.
Same framgangsmate vert nytta for 4 utelukka graf A.
334 Kristian: Det kan vare A men jeg tror ikke det er A / siden / hvis jeg hvis jeg bare tenker at det er en
335 parabel.
336
337 Intervjuar: Ja.
338
339 Kiristian: Hvis jeg ser for meg at det er en parabel.
340
341 Intervjuar: Mm.
342
343 Kristian: S4 vil jo den deriverte bli en / rett linje
344
345 Intervjuar: Mm.
346
347 Kristian: Da tror jeg ikke det.
Det kan henda at det er biletet av forteiknslina til den andrederiverte som lagar konflikt i dette
tilfellet. Me har tidlegare i intervjuet jobba med eit slikt deme, der hol side opp/ned vart
skissert. Dette vart kanskje oppfatta som at nar ein “andrederiverar” grafen skal ein f3 ein
parabel (som liknar pa teikninga av hol side opp/ned ). Dette gr me diverre ikkje nerare inn
i. Konflikten vert difor ikkje loyst. Loysinga vert no gjeven. Likevel er dette uklart.
407 Intervjuar: S4 skal den vera altsa / (arbeider) slik / for alle x / skal den vende nedover.
408
409 Kristian: Ja.
410
411 Intervjuar: Gjer Aen det?
412
413 Kristian: Grafen gjor jo det.
414
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415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439

441
442
443

445

477
478
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
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Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kiristian:

Ja grafen.
Men / han [gjer jo det

[(Utydeleg)
Ja?
For dette nedste her / liksom var eit hint om [korleis grafen .

[Ja okei okei / okei/ja/da gjer den jo det.

Sd md mesjapa E.
Den gjor jo ikke det.
Kvar er det den ikkje gjer det?
Den gjer ikke her.
Nei.
Da er det vel A da.
Mm.
Men / ja.
Du er likevel ikkje heilt eining.
Nei he-he / jeg ma vel veere enig for det er riktig men / det er litt vanskelig & se det for meg.

Det er tydeleg at Kristian ikkje har eit godt grafisk bilete av den andrederiverte. Slik det er no
godtek han at den siste eigenskapen stemmer, men det er mykje som tyder pa at han framleis
ikkje har eit godt grafisk bilete av kva den andrederiverte er.

Oppgédve 2: teikna grafen til den deriverte (parabel)

Denne oppgéava vert loyst utan problem. Det viser seg at framgangsméten som vart nytta i
forre oppgéve (finna funksjonsuttrykket, derivera, skissere graf) er effektivt i dette tilfellet.
Grafen er ein parabel og da er det lett 4 sjd at f(x)=x".

Kristian:

Intervjuar:

Kiristian:
Intervjuar:
Kristian:

Intervjuar:

Ehh fordi den har / negativ stigning / i her.
Mm.

Positiv pa den siden.

Mm.

Tror jeg.

Mm.

For hvis det er / eeh // en x 1 andre / sa blir det en to x / eller noe sénn.
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Resultat, analyse og drefting pa individplan

Kristian er trygg pa at funksjonsuttrykket gjev rett loysing. Han sjekkar heller ikkje om grafen
y = 2x stemmer med parabelen (dvs han vurderer ikkje loysinga grafisk).

Oppgive 3: teikna grafen til den deriverte (fjerdegradsfunksjon)

No vel Kristian ein anna framgangsmate. Han finn nullpunkta og skisserer grafen med
utgangspunkt i dei. Resultatet vert ein graf som er nesten lik den opphavlege.

g P
[/

Figur 25: Kristian teiknar grafen til f"(x).

Det kan sja ut som at det vert vekka eit bilete av at grafen til den deriverte stig/sskk nar den
deriverte er positiv/negativ (sjelv om Kristian i fleire andre samanhengar tolkar den deriverte
til ein funksjon tilfredsstillande®). Etter eit tips om & sji narare pa eigenskapane til grafen
mellom nullpunkta skisserer Kristian den riktige loysinga.

\4

Figur 26: Kristian teiknar grafen til f"(x).

Nér Kristian skal skissera heile grafen vert den biletleg tolkinga tydeleg. Men nér han ser pé
mindre delar kvar for seg vert ikkje den biletlege tolkinga framkalla.

Oppgéave 4: Oppgéve 4 pé preven

I denne oppgédva vert det tydeleg at den deriverte til ein funksjon vekker ulike bilete, der
nokre er i konflikt med definisjonen.

Kiristian: Ja // enten tre eller fire for pa seks til atte sa er den negativ.

* Til demes line 17 — 25, 162 — 168, 218 — 222, 260 — 266.
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Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnerming

Intervjuar: P4 seks til atte 54 er den negativ.

Kristian: Ja det kan forsividt vaere den og / der er den.

Grafen til den deriverte, f'(x), ligg under x-aksen frd x=6 til x=8, og den deriverte er
dermed negativ i det intervallet. Graf 3 og 4 ligg ogsa under x-aksen i same intervall, og dei
har negativ stigning. Kristian meiner at ein av desse er dei opphavlege grafane. Kanskje er det
biletet av at grafen skal sekka nar den deriverte sskk som skaper konflikt. Det kan ogsa henda
at det er eit bilete av at nar f ’(x) er negativ skal f (x) ligga under x-aksen som er problemet.
Kombinasjonar av desse bileta er ogsa ei muleg loysing. Det ser i alle heve ut til at Kristian
har ei biletleg tolking av grafen, slik me ogsa sag i forre oppgave. Difor vel han & utelukka
graf 2 sidan den stig i intervallet x=3 til x=5, medan f”(x) ikkje har stigning der.

Kristian: Den har jo / null stigning her da.
Intervjuar: Mm.
Kiristian: Det har jo disse to ogsa // sa da / utelukker jeg den.

No star det mellom graf 3 og 4, og Kristian vel graf 3 grunna at den stig mellom x=0 og
x=3.

Kristian: Fram til den sa er den negativ // jeg tror det er tre.
Intervjuar: Mm.

Kristian: Jeg tror det er tre.

Intervjuar: Kvifor trur du det er tre da?

Kristian: Fordi han eehh / er positiv / stigning her.

Intervjuar:  Mm.

Kristian: Den er jo positiv // men den blir likevel slakkere / oppover.
Intervjuar: Mm.
Kristian: Derfra s minker den.

Kristian nyttar eit bilete som er i samsvar med definisjonen i intervallet x=0 og x=3. Sjelv
om grafen til f"(x) sekk, ser han at den deriverte er positiv, men sekkande. Men frd x=3 og
utover tolkar han grafen biletleg; “derfra sd minker den™ (line 677). Det kan sj& ut som at
ulike intervall vekker ulike bilete. Eg ber difor Kristian om & fokusera pd x =6, nullpunktet
til f"(x). Eit nullpunkt pd f”(x) vil gje topp- eller botnpunkt pd f(x).
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Resultat, analyse og drefting pa individplan

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:
Kristian:

Viss me ser pé / det nullpunktet i x er lik seks.

Ja.

Sé er det eit nullpunkt.

Ja.

Eeh / sa nir f derivert av x er null / kva fortel det om / f av x / den opphavlege grafen.
At den vil ha et toppunkt.

Den har eit toppunkt.

Ja.

Det vil du ha i seks.

Ja / det har du her.

Toppunktet stemmer med to

" Her skulle vi // hm / nei det skulle ikke / nei hvorfor skulle det ikkje veere rett / det er bare det

at det er / konstant stigning her.
Mm.

Nei det er riktig denne her da toeren er riktig.

To bilete er no i konflikt. Pa den eine sida har me topptmktet"’0 som ein finn att i graf 2. Men
graf 2 stig i intervallet x=3til x=35. Det stemmer ikkje med den biletlege tolkinga av grafen.
Etter ein liten tenkjepause finn Kristian sjelv at graf 2 er rett svar. Nar f*(x) ikkje stig/sekk
betyr det at f (x) har konstant stigning. Diverre gir eg ikkje nzrare inn pa korleis Kristian
loyste denne konflikten. Kvifor valde han & sja vekk frd den biletlege tolkinga?

Oppgive 5: Oppgéave 7 pa preven.

I denne oppgéva nyttar Kristian begrepsbilete som ikkje er i konflikt med definisjonen. D4
finn han og leysingane pa oppgavene utan store problem

Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:
Kristian:

Intervjuar:

Kva viser f derivert her?
Den viser / eehm // hvordan altsd hvordan tendensen i salget har vert kan [du si det?
[Mm / Ja.

Her / har det vzrt ganske jevnt salg og sa har han / ekt og ekt og ekt og niddd / nei / det er feil /
i hvert fall / salget har ekt / si har det sunket igjen / mens toppen her / og / sunket.

Mm sa // eeh viss du seier kva 4r er salet pa topp?

% Kristian seier at nir /(x) = 0 far me eit toppunkt, men nemner ikkje at det ogsa kan gje eit botnpunkt.
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Kristian: Fem.
Intervjuar: I &r fem / og det er grunna at?
Kristian: Den deriverte er lik null.

Intervjuar: Mm.

Spréket er noko upresist. Han seier at salet har auka og si har det sekke att. Det korrekte er at
salet har auka heilt fram til &r fem. Fram til &r tre har det auka mykje, fra ar tre til ar fem har
det ogsa auka, men ikkje like mykje. Det er likevel liten tvil om at Kristian her har eit bilete i
samsvar med definisjonen. Han les av verdiane og finn nar salet er pa topp grunna at den
deriverte er lik null. Han argumenterer derimot ikkje for at det ma vera eit toppunkt grunna at
den deriverte er positiv fer fem og negativ etter. Ein kan og leggja merke til at begrepsbiletet
som var i konflikt med definisjonen pa ferre oppgéve ikkje er til stades no. Nar han fokuserte
pa nullpunktet til den deriverte i line 679 — 697 mette han ei kognitiv konflikt mellom den
biletlege tolkinga av grafen og kva den deriverte til ein funksjon er. Kanskje konflikten er
loyst med eit positivt utfall?

Tilsvarande finn me at han no har eit tilfredsstillande bilete av den andrederiverte som han
nyttar til & svara pa det siste spersmalet.

Kristian: Da gker salget mest det er jo da den andrederiverte / andrederiverte er lik null.

Intervjuar: Mm.

Kristian: Eehm // hvis dette er den deriverte si // det er litt vanskelig & se da men.
Intervjuar: Viss den andrederiverte skal vera lik null.

Kristian: Ja.

Intervjuar: Kva seier [det ?

Kristian: [Da skulle man jo egentlig tro at det var den her oppe da?

Intervjuar: Ja / det heyres fornuftig ut men gér / var [du?
Kristian: [Siden det er toppunktet pa / deriverte.

Kristian finn at salet er pa topp i ar tre grunna at den andrederiverte er null. Eit bilete i
samsvar med definisjonen. Det er litt interessant, sidan Kristian tidlegare i intervjuet hadde
vanskar med den andrederiverte. Men situasjonen er noko annleis no enn kva den var i
oppgive 1. No er det f"(x) som er gjeven. Dersom han veit at den andrederiverte er null nir
£(x) har eit toppunkt, s kan han lesa det rett av grafen. I oppgive 1 var det f(x) som var
gieven og han mitte vurdera eigenskapen f”(x) negativ for alle x. Ein ser at dei to ulike
situasjonane vekker ulike bilete, eventuelt at oppgave 1 ikkje vekker nokre begrepsbilete.

Oppsummering av intervju med Kristian

Kristian har noko kunnskap om bade den fyrste- og andrederiverte, man har samstundes nokre
begrepsbilete som gjev konfliktar. Desse kjem klarast fram nér han prever a loysa oppgavene
grafisk.
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Det som skaper mest problem for Kristian er at han offe folkar grafane biletleg. 1 mange
samanhengar tenkjer han at f '(x) stig/sekk nar f(x) stig/sekk. Det ser ein bade nir han skal
skissera grafen til den deriverte, dvs. har oppgitt f(x), og nir han har oppgitt f'(x). P4 same
tid ser ein at han har grei oversikt over kva den deriverte til ein funksjon er. Han klarer 4 sja
pé ein graf om stigningstalet er positivt eller negativt. Han er ogsa klar over at ein far eit topp-
eller botnpunkt nir den deriverte er null. Det er ikkje alltid desse bileta kjem i konflikt med
kvarandre sjelv om dei er potensielle konfliktfaktorar. I oppgéave 4 "lever dei side om side”,
han nyttar eitt bilete for ein del av grafen, og eit anna for ein anna del av grafen.

Kristian prover a finna funksjonsuttrykket til grafen. Da kan han nytta derivasjonsprosessen til
a finne loysingar. Det er likevel ikkje alltid han klarer a nytta seg av informasjonen som
Sfunksjonsuttrykket gjev. 1 oppgéave 1 klarer han & sja kva polynomfunksjon som heyrer til
nokre av grafane, men gjev likevel ikkje tilfredsstillande svar (til demes line 239 — 245 og line
339 — 347). 1 dei samanhengane der han kan nytta seg direkte av resultata fra
derivasjonsprosessen (line 489) er biletet til hjelp, men ikkje dersom prosessen gjev ein ny
situasjon som ma tolkast grafisk (line 339 — 347).

Det som skaper mest konflikt er den andrederiverte. Kristian veit at det er stigninga til
stigninga. Me ser og at han i oppgéve 7 gjer uttrykk for at f*(x)=0 for toppunktet pa grafen
til den deriverte. Enda eit bilete som samsvarar med definisjonen. Men det kan sj3 ut som at
han ikkje har noko godt bilete av korleis f(x) ser ut etter som f"(x) varierer. Han har
vanskar med a visualisera den andrederiverte. 1 oppgdve 7 dreg han nytte av faktakunnskap
om f"(x). "Salget oker mest nir den andrederiverte er null” (line 911). Dersom han grafisk
ma tolka den andrederiverte forer det til konfliktar.

Kristian har sileis noko faktakunnskap om samanhengane mellom f (x), F '(x) og f "(x). Det
grafiske spraket er derimot eit 2.ordens sprak. Han har i stor grad ikkje klart 4 gjera fakta om
til kognitive einingar. Det som skapar mest konflikt er den biletlege tolkinga av grafen, samt
manglande grafiske bilete av den andrederiverte. Me ser og at dersom han meter oppgaver der
han kan nytta faktakunnskapen direkte, lagar ikkje desse bileta konfliktar. Dersom han ma
tolka grafisk, er det sterre sjanse for at bilete i konflikt med kvarandre eller definisjonen vert
vekka. '

4.2.6 Oppsummering - elevane sitt begrepsbilete

Analysen av kvart intervju gjev ei oversikt over begrepsbiletet til dei fem elevane. Det
varierer kor mange vekka bilete elevane har nar dei meter den deriverte i ein grafisk kontekst,
kor “kvantitativt rike” bileta er. Talet kognitive konfliktfaktorar varierer ogsa. Konfliktane ser
ut til 4 henga saman med i kor stor grad bileta er kognitive einingar. Markus er eit godt deme
pé ein elev som har eit rikt begrepsbilete med mange kognitive einingar og fa konfliktar.
Emma har ogsd mange bilete, men fezrre kognitive einingar og fleire kognitive
konfliktfaktorar. Her felgjer ei kort oversikt over dei tydelegaste funna” i dei fem intervjua,
uavhengig av elev.

Dei fem intervjua viser at desse elevane har god oversikt over kva den (fyrste)deriverte til ein
funksjon er. Dei er kjend med at den deriverte er stigningstalet til ein graf i eit punkt og at
tangenten viser om dette stigningstalet er positivt eller negativt. Dei har totalt sett mykje
faktakunnskap om den deriverte. T.d. at f'(x)=0 nér grafen til den opphavlege funksjonen
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har eitt topp- eller botnpunkt, og at grafen til den deriverte er ei rett line nir f(x) er ein
parabel. Likevel ser me at det varierer i kor stor grad dei klarer a dra nytte av denne
kunnskapen. For nokre vert det berre faktakunnskap, ikkje kognitive einingar, sjelv om dette
ikkje er mest framtredande for den fyrstederiverte. Tangenten er di eit godt grafisk
hjelpemiddel for alle elevane.

I samanheng med den andrederiverte er det tydelegare at elevane har feerre kognitive
einingar. Dei har vanskar med 4 visualisera den andrederiverte, og er difor meir avhengig av
funksjonsuttrykket. Det at den andrederiverte til demes er "stigninga til stigninga” er ikkje til
hjelp i oppgéveloysinga for Andreas og Kristian.

For nokre av elevane er funksjonsuttrykket nedvendig for a loysa oppgavene. Da kan dei loysa
oppgéva algebraisk. I samband med dette viser det seg at elevane av og til tolkar f(x) feil
slik at dei tek utgangspunkt i feil graf nar dei nyttar derivasjonsprosessen. Dei trur kanskje at
ein fjerdegradsfunksjon er ein tredjegradsfunksjon, og at f"(x) d4 skal vera ein parabel.

Det er tydeleg at elevane ofte tolkar grafane biletleg, sjelv om det varierer i kor stor grad dei
gjer dette. Den biletlege tolkinga gjev fleire utslag i same kategori; den deriverte er negativ
nir f(x) ligg under x-aksen, grafen til f’(x) sekk nir f(x) sekk, det er vanskeleg 4 teikna
grafen til den deriverte nar x < 0. Dette gjeld ogsa den andrederiverte som vert kalla negativ
nar f(x) er sekkande®'.

Det er vidare lettare a teikna grafen til den deriverte nar ein tek "smd steg”. Dersom ein til
demes fyrst finn nullpunkta, og etterpa skisserer grafen mellom nullpunkta, vert det lettare &
teikna grafen til den deriverte.

' I mi oppgéve nyttar eg saleis uttrykket “biletleg tolking” ganske vidt. Det er sikkert muleg i storre grad 4 skilja
dei ulike biletlege tolkingane, men resultatet vart det same for elevane i mitt utval; grafen til den deriverte sig ut
som den opphavlege grafen. Problemstillinga vert drefta nzrare 1 kapittel 5.
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4.3 Analyse og drefting av elevane sine leysingar av utvalde oppgaver

I denne delen av kapitlet ser eg nzrare pd korleis tre elevar har loyst to av oppgavene frd
intervjuet. Loysingane vert skildra ved hjelp av kart/diagram som viser begrepsbilete og
utferte handlingar. Desse vert utgangspunkt for ei klassifisering av dei tre elevane som skil
seg fra kvarandre ved at dei har ulike kognitivt nettverk i samband med den deriverte.

Karta/diagramma er bygd opp pa denne maten:

Begrepsbilete 1 samsvar
med definisjonen

OPPGAVE

Figur 27: Oversikt over kart/diagram.

Oppgava stir til venstre i figuren og er alltid forma som eit rektangel/kvadrat. Det kan vera ei
av de to intervjuoppgavene, eller det kan vera eit spersmal frd intervjuaren. Det er to ulike
typar tankebobler knytt til oppgéva. Desse boblene er dei vekka begrepsbileta som eleven har
i samband med oppgéva32. Bobla som er forma som ei sky, er eit bilete som er i samsvar med
definisjonen, medan den taggete bobla er bilete som er i konflikt med definisjonen. Desse
boblene er knytt til konkrete handlingar med stipla piler. Handlingane kan vera (matematisk)
korrekte (forma som ein glatt sirkel/ellipse) eller feil (taggete sirkel/ellipse). Som ein ser av
figuren kan bilete som er i samsvar med definisjonen fera til bade feil og korrekt handling.
Vidare er handlingane knytt til eit svar. Dette er markert med doble piler.

4.3.1 Oversikt over Markus sine loysingar

Markus er ein elev som har eit rikt begrepsbilete og mange kognitive einingar. Han er trygg
péd grafspriket og vel difor ofte grafiske loysingar. Figurane under viser at dette er til god

hjelp i oppgéveloysinga.

32 Som nemnt tidlegare kan ein ikkje sja dei vekka begrepsbileta. Dei er berre mine tolkingar av kva som vert
sagt i intervjusituasjonen.
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Oppgéave 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

i (x) stig/sekk >
F '(x) positiv/negativ

£ () har botnpunkt->
f '(x) har nullpunkt

Figur 28: Markus teiknar grafen til den deriverte av ein parabel.

Som me ser av figuren gjer Markus umiddelbart to korrekte observasjonar som ferer til rett
svar. Begge observasjonane er direkte knytt til eigenskapane til den deriverte. Her er det ingen
kognitive konfliktar som forvirrar. Ein kan ogsé leggja merke til at han vel ei grafisk lgysing,
sjelv om denne oppgéva kan loysast ved 4 kjenna att grafen som ein parabel.

Oppgéve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

f (x) stig/sekk
> f r(Jc) positiv/negativ

‘:’CDO

Ser pé stigninga i

£(0) og £(1)

— Graf A er rett svar

Figur 29: Markus finn at graf A gjev rett svar.

Her nyttar Markus seg berre av eitt begrepsbilete. Det er nok til & finna at dei to fyrste
eigenskapane stemmer. P4 bakgrunn av det meiner han at graf A ma vera det rette svaret. Han
vel nok ei gong ei grafisk leysing. Han vurderer ikkje den siste eigenskapen. Eg ber han om &
sjekka dei andre grafane, sidan han meiner at graf A er rett svar.
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£(x) stig/sokk
> f'(x) positiv/negativ

Ser pé stigninga i

£(0) og £(1)

Utelukkar graf C og D

Figur 30: Markus utelukkar graf C og D.

P same maéte som at han fann at dei to fyrste eigenskapane stemte i forre graf, finn han at dei
ikkje stemmer for graf C og D. Det er difor nok med eitt (grafisk) begrepsbilete for a utelukka

desse to grafane.

-
=2 > Krumminga fortel om den
andrederiverte er negativ eller

positiv

Utelukkar graf B

Figur 31: Markus utelukkar graf B.

Her nyttar Markus eit grafisk bilete av den andrederiverte som ikkje er i konflikt med
definisjonen til 4 sjd at det ikkje kan vera graf B. Ein kan og leggja merke til at han
(tilsynelatande) ikkje vurderer dei to fyrste eigenskapane. Det er nok & sjd at den
andrederiverte ikkje er negativ for alle x.

andrederiverte er negativ eller
positiv

Figur 32: Markus utelukkar graf E.
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Denne grafen vert utelukka pa same mate som graf B. Han registrerer at den andrederiverte er
positiv pa delar av grafen. Eitt bilete var nok til & gje rett svar.

Oppsummering:

Det som er mest pafallande er at Markus er sveart effektiv ndr han leyser desse oppgévene.
Oppgéve 1 vart loyst ved hjelp av berre to vekka begrepsbilete, som begge var 1 samsvar med
definisjonen. Markus har difor evna til & fokusera pa det som er vesentleg i oppgava, og vert
ikkje forvirra av kognitive konfliktar.

4.3.2 Oversikt over Emma sine leysingar

Emma er ein elev som har mange begrepsbilete i samband med den deriverte. Men ikkje alle
bileta er kognitive einingar og nokre av bileta er i tillegg i1 konflikt med definisjonen. Ho er
ikkje trygg pa grafspraket, og er til dels avhengig av funksjonsuttrykket. Dette spelar naturleg
nok ei rolle for korleis ho leyser oppgévene.

Oppgéve 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

] =T
|

-
-
-

£(x) stig/sakk >
f'(x) positivinegativ

o o &> ikiestiganir f'(x)

Figur 33: Emma teiknar grafen til den deriverte av ein parabel.

Grafen vekker eit korrekt begrepsbilete som vert nytta til teikna ein tilnserma korrekt graf. Nar
ho tenkjer over svaret viser det seg at eit begrepsbilete som ikkje er i samsvar med
definisjonen lagar ein konflikt. Dette forer til at Emma vert usikker og kjem inn i ei blindgate.
Konflikten vert ikkje loyst, men Emma finn ein algebraisk innfallsvinkel som loyser
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problemet. Ho klarte difor ikkje & leysa denne oppgava berre ved hjelp av grafiske
framgangsmatar.

Oppgive 1: Kva graf har alle eigenskapane?

i

ndr_f(x)stig/sakk

og les av
verdien i

1 70

== Utelukkar graf A

Figur 34: Emma utelukkar graf A.

Denne oppgéva vekker to begrepsbilete, der det eine er i konflikt med definisjonen. Det forer
til at grafen til den deriverte vert feil. Difor vert ogsa svaret feil Ein kan leggja merke til at
den potensielle konfliktfaktoren mellom bileta ikkje vert ein kognitiv konflikt, sidan ho ikkje
sjelv reagerer pa at grafen ho teiknar er feil. Ho gar difor vidare for & sjekka dei andre
grafane.

Utelukkar graf B

Figur 35: Emma utelukkar graf B.

Sjelv om denne grafen ogsd er ein parabel (slik graf A var) vekker denne eit anna
begrepsbilete. Dette biletet er ikkje i konflikt med definisjonen. Emma kan no nytta ein
algebraisk framgangsmate til & utelukka graf B. PA neste graf prever ho ein grafisk

framgangsmate.

79



Elevar si grafiske forstaing av derivasjon — ei kvalitativ tilnerming

g i (x) har toppunkt

> f(x)ear

gjennom origo

— S . y Grafen til f(x) stig/sekié
c y @ : - nar f (x) stig/sekk
=1
. -
1
Inga leysing...

b, Grafen stig/sokk =
Int : = s Y -
Ka:.?:t:ﬂmg tangenten stigande/sgkkande
tangentar? ~

-
-
-
-

——
-

Ser pa tangentane

i £(0) og £(1)

Utelukkar graf C

Figur 36: Emma utelukkar graf C,

Denne oppgéva vekker fleire begrepsbilete. Problemet er at det eine biletet er i konflikt med
definisjonen, slik at Emma teiknar grafen feil (slik me ogsé sdg nér ho skulle teikna grafen til
den deriverte av graf A). Ho klarer heller ikkje & nytta seg av grafen ho har teikna, og ho vert
difor spurd om & teikna inn tangentar pa graf C. Det vekker eit bilete som ikkje er i konflikt

med definisjonen og som ho klarer & dra nytte av for 4 utelukka graf C.
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Intervjuar:
Kvaer f"(x)?

Intervjuar:

Sji p4 dei to fyrste
eigenskapane ei
gong til

Graf sekk og les 4v
£(0)og £(1)

————

Graf D kan vera rett

Figur 37: Emma finn at graf D kan vera rett.

Ogséa denne oppgédva vekker mange begrepsbilete. Men ho klarer ikkje & gje svar pa oppgéva
ved hjelp av desse. Me ser og at ho har eit bilete av den andrederiverte som er i konflikt med
definisjonen, og dette biletet er difor heller ikkje til hjelp. Ho vert difor spurd om 34 sjekka dei
to fyrste eigenskapane ei gong til. Dei vekker no eit bilete som er i1 konflikt med deﬁms_]onen,
og pa bakgrunn av det meiner ho at graf D kan vera rett graf.
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Vendepunkt nar
grafen gar fra positiv
til negativ krumming

Vendepunkt pa f (x) Bunn-/toppunkt pi [ (x)"

- 5 <o
& B = J i ; -
= ~ [ 'a
= < s J f '(x) sokk/stig
E Yy —_— “‘ ‘, D ’4

nir f (x) sekk/stig

Stemmer for dei to
fyrste eigenskapane

Utelukkar graf E

Figur 38: Emma utelukkar graf E.

Begrepsbileta som denne grafen vekker gjer Emma i stand til 4 teikna ein graf av f(x) som er
nesten riktig. Heilt riktig vert den ikkje grunna ein potensiell konfliktfaktor. Men grafen er
riktig nok til 4 sjekka dei to fyrste eigenskapane. For & utelukka denne grafen nyttar ho
derimot eit grafisk bilete av den andrederiverte som er i konflikt med definisjonen. No har ho
utelukka alle utanom graf D. Eg ber ho difor om & sjekka eigenskapane ei gong til.

Intervjuar:
Sjekk eigenskapane
i graf D ei gong til

Utelukkar graf D

Figur 39: Emma utelukkar graf E.

No vert berre eitt bilete vekka, og det er ikkje i konflikt med definisjonen. Det er difor enkelt
3 sja at det ikkje kan vera graf D som er rett. Graf A vert difor vurdert pa nytt.
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Ser pé tangentane

i £(0) og £(1)

Graf A er rett svar

Figur 40: Emma finn at graf A er rett.

No gjer Emma to korrekte observasjonar som er med pad a bekrefta at alle eigenskapane
stemmer. Det vert heller ikkje vekka nokre bilete som skapar konfliktar. Me kan ogsé leggja
merke til at ho nyttar ein algebraisk framgangsmate for a sjekka den andrederiverte

Oppsummering:

Emma har vanskar med 4 loysa desse oppgévene. Me ser at sjolv om grafane vekker mange
begrepsbilete sd klarer ho ikkje alltid & dra nytte av desse. Samstundes har ho ein del bilete
som er i konflikt med definisjonen. Desse gjer at ho ofte endar opp med feil lgysing, eller inga
loysing i det heile. Ho har ogsé visse problem med a sjd kva som er det viktige for & laysa
oppgévene. Difor er ho ikkje effektiv i loysingsstrategiane sine. Me ser likevel at sjelv om ho
ikkje har like gode grafiske bilete av den deriverte, sa vel ho ofte grafiske loysingar. Men dei
gongene ho vel a loysa oppgavene algebraisk er ho effektiv og trygg.

4.3.3 Oversikt over Kristian sine loysingar

Fra 4.2.2 gér det fram at Kristian er ein elev som har fa kognitive einingar. Han har ein del
faktakunnskap om den deriverte, men det er ikkje alltid desse bileta vert vekka i samband med
oppgéver. Det tyder pa at han i utgangspunktet har avgrensa kunnskap om den deriverte 4 dra
nytte av ndr han skal leysa oppgavene.
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Oppgive 2: Teikna grafen til den deriverte (parabel)

Figur 41: Kristian teiknar grafen til den deriverte.
Me ser at Kristian umiddelbart registrerer kva graf det er. Han kan difor nytta ein algebraisk

framgangsmate til 4 gje eit korrekt svar. Ein kan leggja merke til at han ikkje vurderer grafisk
om svaret er rimeleg, men stolar pa den algebraiske utrekninga.

Oppgéve 1: Kva graf har alle eigenskapane?

E y
- o oA flx)sigsekk>
\+\ f'(x) positiv/negativ
| ' x ’
Les av stigninga i
] (0) og [ (1) Graf E er rett svar
Intervjuar:

Kvamed f"(x)?

Figur 42: Kristian finn inga loysing pa graf E.

Grafen vekker berre eitt begrepsbilete. Det vert nytta til 4 sjekka dei to fyrste eigenskapane.
Han vert difor oppfordra til & sji nerare pa den siste eigenskapen. Det vekker eit bilete som
han tilsynelatande ikkje klarer & dra nytte av sidan det berre er faktakunnskap. Han klarer
difor ikkje 4 seia om denne grafen er korrekt eller ikkje. Han far no ein gjennomgang pa kva
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den andrederiverte til ein funksjon er (forteiknsliner, vendpunkt, krumming). Han byrjar no pa
nytt med graf A. ’

Sl el < f(x) stig/sokk >

F i ’(x) positiv/negativ

Les av stigninga i

£(0) og £(1)

Graf A er rett svar

? -
Intervjuar: v 9 < Q e
Kvamed f"(x)? T Tugaleyiing...

Figur 43: Kristian finn inga laysing pa graf A.

Utfallet etter gjennomgangen av kva den andrederiverte er har ikkje hatt noko & seia for
korleis Kristian leyser oppgava. Graf A vekker eitt begrepsbilete som gjer Kristian i stand til &
sjekka dei to fyrste eigenskapane, men den andrederiverte gjev ikkje meining. Grafen vekker
ikkje nokre begrepsbilete som kan bidra til 4 leysa denne oppgéva. Han meiner no at han har
oppfatta oppgéveteksten feil, og startar difor pa nytt med graf E.

Figur 44: Kristian finn at graf E kan vera rett.
Grafen vekker no it bilete som gjer at Kristian er i stand til 4 gje ei delvis algebraisk loysing.

Likevel vert svaret feil grunna at den grafiske tolkinga er feil. Det eine begrepsbiletet er ikkje
nok til 4 gje eit tilfredsstillande svar.
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°c O O f(x)erem
parabel

Figur 45 : Kristian utelukkar graf A.

Den same framgangsmaten som Kristian nytta for graf E vert no nytta til & utelukka graf A.
Det eine begrepsbiletet er ikkje i konflikt med definisjonen, men konklusjonen er likevel feil.
Kiristian har ikkje nok oversikt til & dra nytte av det han finn ut. Det ender no med at laysinga
vert gjeven

Oppsummering:

Kristian klarer ikkje a loysa den siste oppgédva. Totalt sett nyttar han berre to ulike matar for &
loysa desse oppgavene. Han har ein metode (eitt begrepsbilete) for @ vurdera f '(x), og ein

metode for 4 vurdera f"(x). Begrepsbileta er i for stor grad faktakunnskap, ikkje kognitive
einingar. Difor klarer Kristian heller ikkje overgangen til 4 tolka bileta i ein grafisk
samanheng.

4.3.4 Markus, Emma og Kristian i heve til kvarandre

Begrepsbiletet i samband med den deriverte skil desse tre elevane frd kvarandre. Det har noko
a seia for korleis dei layser oppgévene

Markus har eit rikt begrepsbilete, med eit kompakt nettverk av kognitive einingar. Han klarer
séleis & dra nytte av dei vekka begrepsbileta i oppgéavelaysinga. Han held fokus pa det som er
vesentleg i oppgava og bruker ikkje tid pd kognitive konfliktar eller tungvinne strategiar.
Dette kjem tydeleg fram i diagramma som viser at Markus i oppgave 1 berre nyttar eitt bilete
for 4 utelukka graf C og D, og eitt bilete for & utelukka graf B og E. Vidare ser me at bileta er
knytt til ei grafisk tolking av den deriverte. Han har grafiske bilete bdde av den deriverte og
den andrederiverte som han er trygg pa. Markus er heller ikkje avhengig av ein spesiell
metode/prosess nar han arbeider med desse oppgavene. Han tenkjer proceptual (Gray og Tall
2001).

Emma har ogsa eit rikt begrepsbilete. Likevel har ho sterre vanskar med & lgysa oppgévene.
Det har ein samanheng med at dei vekka begrepsbileta ikkje er kognitive einingar. Ho evnar
heller ikkje pd same méate som Markus & sjd kva som er det vesentlege for & loysa oppgavene.
Mange bilete vert vekka 1 mote med ein graf, og nokre av bileta er 1 konflikt med kvarandre
og/eller definisjonen. Totalt sett vert det difor ein meir “kaotisk™ situasjon som krev mykje
krefier mentalt. Ofte kjem Emma ut av dette med galt svar, slik me til demes ser i oppgéve 1,
graf D. Emma vel i storre grad a4 loysa oppgdvene ved hjelp av ein prosess (procedural
thinking, (Gray og Tall, 2001) Ho prever & teikna grafen til den deriverte for lesa
eigenskapane av den nye grafen. Det klarer ho ikkje alltid grunna bilete som lagar konflikt.
Dette er ogsa ein meir arbeidskrevjande metode enn den Markus nyttar i dei same oppgavene.
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Likevel fungerer denne metoden i nokre tilfelle. Nar grafen er ein parabel (oppgéve 2 og graf
A og B i oppgave 2) vert derimot situasjonen si enkel at prosessen fungerer tilfredsstillande.

Kristian har eit fattigare begrepsbilete. Han har ein del faktakunnskap om den
deriverte/andrederiverte, men bileta hans er ikkje kognitive einingar. Det ferer i sin tur til at
han ikkje loyser desse oppgévene tilfredsstillande. P2 same mate som for Markus, vekker
grafen i oppgave 1 berre eitt bilete. Men Kristian klarer ikkje & dra nytte av det vekka biletet.
Han dreg slutningar for raskt (fyrste gong han meter graf E), han dreg feil slutning (andre
gongen han meter graf E), eller han klarer ikkje & dra noko slutning i det heile (nér han vert
utfordra pa den andrederiverte). Han klarer likevel i oppgéave 2, pa same mate som Emma, 3
teikna den deriverte til ein parabel. Han er likevel ikkje trygg nok pa denne prosessen heller.
Mellom anna finn han i oppgéave 1 at den deriverte til graf A er linezr. Men dette vert nytta til
a utelukka graf A. Han er sdleis ofte pa eit pre-procedural (Gray og Tall, 2001) og av og til pd
ei procedural niva.

Det er samstundes interessant 4 samanlikna dei grafiske framstillinga i kap. 4.3. Markus er til
deomes langt meir effektiv enn Emma nar han loyser oppgavene. Men ut fra den grafiske
framstillinga kan det sjd@ ut som at eit fattig begrepsbilete er positivt nd ein skal lgysa
oppgaver. Markus har tilsynelatande eit fattig begrepsbilete ndr ein ser pa talet vekka bilete i
samband med ei oppgédve, medan Emma har eit rikt bilete. Men Markus viste gjennom heile
intervjuet at dei vekka bileta ogsa var kognitive einingar. Difor er det tilsynelatande fattige
biletet i dette tilfellet berre eit uttrykk for at Markus har fatt til det Barnard og Tall (1997) finn
som to viktige faktorar for ein fyldig kognitiv struktur. Markus har:

1. Pressa saman informasjon slik at den passar inn i kognitive einingar.
2. Knytt saman kognitive einingar slik at han fokuserer pé relevant informasjon nar det er
nedvendig.

Dette nivdet er Emma enno ikkje pa, og hennar situasjon vert difor noko meir “’kaotisk”. Ho
har likevel eit rikt begrepsbilete, men det er som nemnt tidlegare ikkje nok.
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5 SAMLA DROFTING AV RESULTAT

5.1 Innleiing

Forre kapittel drofia problemstillingane pé individplan. Eg har prevd & gje ei oversikt over
begrepsbiletet til den enkelte elev, samt sett nzrare pa korleis elevar med ulik kognitiv
struktur leyser derivasjonsoppgaver. Kapittelet gav ogsa ei kort oppsummering av dei sentrale
funna i samanheng med elevane sin kognitive struktur, og det vart laga ei grafisk framstilling
av korleis tre elevar med relativt ulik kognitiv struktur leyste eit utval av oppgﬁvene i
datamnsamhnga Eg vil no ta utgangspunkt i desse resultata og drefta nokre av dei pa eit meir
generelt plan®. Dreftinga tek utgangspunkt i problemstillingane og forskmgsspﬁrsmala fra
kap. 1.2.2. Sjelv om problemstillinga og analysen er todelt har eg vald a sja pa utvalde resultat
samla. Grunnen til dette er at dei to problemstillingane er nert knytt til kvarandre.
Begrepsbiletet paverkar korleis dei loyser oppgaver og oppgaveleysing kan péaverka
begrepsbiletet.

5.2 Drefting av utvalde resultat

Folgjande forskingsspersmal var utgangspunkt for 4 svara pd den fyrste delen av
problemstillinga:

- Har elevane eit ”funksjonelt” begrepsbilete av den deriverte i hove til den formelle
begrepsdefinisjonen. Nyttar dei eventuelt den formelle definisjonen?

- Har elevane mange bilete i samband med den deriverte. Har dei ”nke” eller “fattige”
begrepsbllete?

- Kan ein identifisera kognitive konfliktar i begrepsbiletet?

Folgjande forskingsspersmil var utgangspunkt for & svara pd den andre delen av
problemstillinga:

- Klarer elevane & tolka den deriverte grafisk, eller vel dei andre loysingsmetodar?

- Er det slik at eit “rikt” begrepsbilete gjer det lettare & loysa grafiske
derivasjonsoppgaver? '

- Kva har kognitive konfliktar 4 seia for elevane nér dei arbeider med oppgavene?

Det som er tydelegast etter intervjua er at:

- Elevane har god oversikt over den fyrstederiverte, men fzrre bilete knytt til den
andrederiverte.

- Det er nokre potensielle konfliktfaktorar, men ferre kognitive konfliktfaktorar.

- Elevane prover i stor grad & nytta grafiske lgysingsmetodar, men lukkast ikkje alltid.

- Eit rikt begrepsbilete er ikkje nok.

- Det er samanheng mellom mange kognitive einingar og effektive lﬂysmgsstrateglar

- Det er effektivt & tenkja proceptual, men elevane er ofte ikkje pa dette nivéet.

3 Eg minner om at det i metodekapitlet vart argumentert for at det er muleg & generalisera ogsa fra eit lite utval.
Difor vert ogsé resultata i nokon grad vurdert mot undervisningsform, sjelv om dette ikkje har hatt noko plass i
datainnsamlinga. Det gjekk fram av samtalar med lzrar og elev for datainnsamlinga kva lereverk dei nytta og at
undervisninga i stor grad tilnarma seg stoffet ved hjelp av dette lereverket. I tillegg er det naturleg a trekkja inn
leereplanen.
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Det var tydeleg at elevane hadde god oversikt over kva den (fyrste)deriverte til ein funksjon
er. Dei mette her den deriverte i ein grafisk samanheng og alle elevane hadde eit bilete av den
deriverte som var funksjonelt og i samsvar med definisjonen til den deriverte. Dette var heller
ikkje overraskande, og kan tyda pa at elevane har jobba ein del med grenseverdien uttrykt ved
tangenten til grafen i eit punkt. Dette er ei framstilling som lzreverket til elevane nyttar.
Vinner (1991) finn at elevar har misoppfatningar i samband med tangenten og meiner at det
ikkje er uproblematisk & nytta denne tilnzrminga til den deriverte. Denne analysen viser
likevel at tangenten var ei kognitiv eining for elevane og eit godt hjelpemiddel i

oppgéveleysinga.

Elevane hadde ogsd mykje anna faktakunnskap om den deriverte. | folgje lereplanen skal
elevane .. forsta sammenhengen mellom forlopet til funksjoner og deres forste- og
annenderiverte...” og ”...kunne tolke den deriverte i praktiske sammenhenger...” (KUF,
1999, s. 10). Stort sett viste det seg at elevane til domes kjende til at f’(x)=0 nér grafen har
eit topp- eller botnpunkt, at grafen stig nar den deriverte er positiv, eller at grafen til den
deriverte kunne fortelja kor mykje salet av ei bok auka og minka. Utvalet mitt bestdr av elevar
som har fullfert 2MX, og dette kan tyda pa at dei har fatt med seg vesentlege delar av
leereplanen sine mal 5. Det kom likevel klart fram at det varierte mykje i kor stor grad dei
klarte 4 dra nytte av denne kunnskapen. Dei vekka begrepsbileta var ikkje alltid kognitive
einingar. Det viser seg at det ikkje alltid er nok 4 ha eit "rikt” begrepsbilete (kvantitativt sett).

Spesielt tydeleg er det at elevane generelt har fi kognitive einingar knytt til den
andrederiverte til ein funksjon. Dei har ein del faktakunnskap, som at den andrederiverte er
stigninga til stigninga, og at grafen til den deriverte har topp- eller botnpunkt nar grafen til
f(x) har eit vendepunkt. Men dei har vanskar med 4 tolka den andrederiverte grafisk og &
visualisera den andrederiverte.

Sett i samanheng med det ein etter lereplanen skal kunna om den andrederiverte er ikkje dette
overraskande. Elevar pd vidaregidande skal kunna nytta den andrederiverte i samband med
funksjonsdrefting, (kjenna til krumminga til grafen). Det er likevel ein vanleg framgangsmate
a sjekka forteiknet til den andrederiverte algebraisk ved at funksjonsuttrykket vert derivert to
gonger. Forteiknsliner vert ogsd mykje nytta i denne samanhengen.

Likevel skulle ein kunna enska at fleire av elevane nytta krumminga til grafen som eit
hjelpemiddel i oppgéveloysinga sidan dette er eit begrep som vert mykje nytta i lerebgkene.
For Markus er krumminga ei kognitiv eining og eit godt hjelpemiddel nar han loyser oppgéave
1 i intervjuet. Det vert langt vanskelegare 4 sji at f"(x)< 0 for alle x dersom ein til demes
fyrst mé finna funksjonsuttrykket til ein vilkarleg graf (ei procedural tilnzrming til oppgéva).
Det er lettare 4 loysa oppgavene nar ein tenkjer proceptual.

Totalt sett var det ikkje eit stort tal potensielle konfliktfaktorar hjd elevane, men det var
spesielt to bilete som gjorde ei grafisk loysing av oppgdvene vanskeleg. Det som var mest
tydeleg var at elevane i mange samanhengar tolka grafen biletleg. Dei vekka bileta varierte
noko i “form”, men det var ei biletleg tolking som lidg bak i alle tilfella. Vanlege

formuleringar var; "korleis kan grafen til f ’(x) stiga nar grafen til f (x) sokk?”, og “grafen
til den deriverte kan ikkje stiga nar den deriverte er negativ”.

Som nemnt i kap. 4.2.6 kan min bruk av uttrykket “biletleg tolking” diskuterast. Dei to
utsegna i avsnittet over er ikkje nedvendigvis same vekka bilete, men dei kan vera det. Det
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fyrste er knytt til korleis f/(x) fysisk ser ut, medan det andre er knyt til ein eigenskap ved den
deriverte og er ikkje nedvendigvis avhengig av ein oppteikna graf. Men det kan ogsé henda at
det er same vekka bilete, men at eleven har eit upresist sprak (kanskje eleven meiner det same
i dei to tilfella, men likevel uttrykkjer seg pa forskjellig mate).

Vidare nyttar anna litteratur uttrykket pd ein mate som ikkje fullt ut overlappar min bruk.
Nygaard et al. (1999) gjev deme pa at elevar pa ungdomsskulen oppfattar ein graf som eit
bilete av ein situasjon:

T3 e S e
Figur 46: Graf som eit bilete av ein situasjon

Det er mange elevar som meiner at denne grafen fortel om ein fottur der dei forst gér to timar
oppover, si gar dei bortover i tre timar for dei til slutt gar nedover ein time.

Det kan diskuterast om denne oppfattinga er av same slag som det eg definerer som biletleg
tolking i denne oppgdva, men for begge misoppfattingane er noko av problemet relatert til
funksjonsbegrepet. For & gje ei riktig tolking av ein graf ma ein forsta at ein har ein uavhengig
variabel pa x-aksen, og ein avhengig variabel pd y-aksen. I figur 46 er det slik at ein for ein x-
verdi kan lesa av kor mange kilometer ein er fra startpunktet. Dersom ein skal skissera grafen
til den deriverte til figur 46 ma ein forsta at stigningstalet i eit punkt pd grafen er y-verdien til
grafen til den deriverte i for same x-verdi.

I tilfellet derivasjon er det difor nedvendig at ein oppfattar den deriverte som ein funksjon
med den same uavhengige variabelen som den opphavlege grafen. f'(2) gev difor
stigningstalet til grafen til f(x) i punktet (2, f(2)). Dette er vanskeleg dersom ein ikkje har
giort den deriverte til eit objekt som ein sjelv kan utfera operasjonar pid
(reification/tingleggjering). Dermed opplever ein at elevar nyttar derivasjonsprosessane
tilfredsstillande (Sfard si condensation, Sfard, 1999 og Tall sitt processniva, Gray og Tall,
2001), men far vanskar nér ein ikkje lenger kan nytta ein bestemt prosess.

Samstundes kan dette problemet delvis vera relatert til kva sprak ein nyttar. Det er muleg at
mitt sprik ikkje var det same som det dei mette i klasserommet. Det kan ha péverka elevane
sitt sprék. Uansett var ikkje elevane konsekvente i spriakbruken. Ein graf kunne vera
stigande/sekkande i ein samanheng og positiv/negativ i ein annan. Samstundes var bide den
deriverte og tangenten positiv/negativ eller aukande/minkande. Dette er ikkje nedvendigvis eit
problem. Men uklart sprik kan vera opphav til misforstdingar. Det var i alle fall tydeleg at
elevane ikkje sdg at nar grafen til den deriverte 1dg under x-aksen, var stigningstalet til den
opphavlege grafen negativt. Eit uklart sprdk kan vera med pa & bygga opp under
misoppfattingar.
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I tillegg til ei biletleg tolking av grafen, var spesielt eitt vekka bilete av den andrederiverte
opphav til konflikt hjd nokre av elevane. Den andrederiverte seier noko om krumminga til
grafen. Men elevane tolka dette (i samband med oppgéave 1 i intervjuet) som at grafen til f (x)
sokk nir den andrederiverte er negativ (medan det eigentleg er eigenskapen til den deriverte).
Det er vanskeleg & seia kvifor dei tolkar den andrederiverte slik. I leerebokene vert den
andrederiverte knytt til krumminga, grafen vender den hole sida opp eller ned. Kanskje
elevane rett og slett ikkje har jobba nok med den andrederiverte, slik at begrepet ikkje vert ei
kognitiv eining for elevane.

Sjelv om nokre av elevane hadde ein del potensielle konfliktfaktorar, var det fa kognitive
konfliktar. Ulike begrepsbilete vart vekka til ulik tid, der nokre av dei var i konflikt med
kvarandre eller definisjonen. Men desse vart sjeldan vekka samstundes. Det tyder pa at sjolv
om begrepsbiletet, er “kvantitativt rikt”, er ikkje nettverket i den kognitive strukturen godt
nok for desse elevane. Dei har mange vekka begrepsbilete, men ferre kognitive einingar.

Dei episodane der elevane hadde kognitive konfliktar var ofte knytt til ei biletleg tolking av
grafen. Mellom anna sa Emma at ”...da vil han jo faktisk stige / for det er litt rart / for eg har
Jjo sagt at han er negativ her...” (line 552). Likeins sa Andreas at ”...sd den oker jo og jeg
liker ikke det helt...” (line 317). Kognitive konfliktar kan vera eit teikn pa at elevane er pa veg
mot eit hogare abstraksjonsnivd. Dei reflekterer over loysingane i staden for & nytta ein
rutinemessig framgangsmate.

Det var samstundes uvant for elevane a jobba med derivasjonsoppgaver som hadde ei grafisk
vinkling. Lereverket dei hadde nytta i 2MX hadde ei tradisjonell tilnerming til derivasjon
ved hjelp av grenseverdiar og tangentar. Den grafiske tolkinga er knytt til funksjonsdrefting.
Da er alltid funksjonsuttrykket gjeve og dei nyttar forteiknsliner og derivasjonsreglane for &
undersekja forteiknet til den fyrste- og andrederiverte. Det er difor tydeleg, og kanskje
naturleg, at ei grafisk framstilling vert eit sprak av 2.orden for elevane. Oppgavene i intervjua
viser i alle heve at den leringsprosessen dei har vore gjennom ikkje fullt ut har gjeve ein
tilfredsstillande kognitiv struktur.

Intervjuanalysen viste vidare ein klar samanheng mellom mange kognitive einingar og
effektive loysingsstrategiar. Som nemnt tidlegare er det viktig for ein fyldig kognitiv struktur
at ein evnar 42 komprimera informasjon slik at den vert ein del av ei kognitiv eining og at ein
koplar kognitive einingar saman, slik at ein har relevant informasjon tilgjengeleg nar den
trengs.

Markus er ein elev med ein rik kognitiv struktur som tenkjer proceptual. Han nyttar til ei kvar
tid framgangsmatar som er passande for problemstillinga. Han bruker heller ikkje krefter pad
vurderingar som ikkje er relevant for oppgava. Han loyser difor alle oppgavene i intervjuet pa
ein effektiv og oversikteleg mate. Dei andre elevane i denne datainnsamlinga hadde ikkje den
same rike kognitive struktur som Markus. Det er i den samanheng eit poeng at elevane som
vart vald til intervjua var flinke elevar. Dei gjorde det middels til svart bra pd den skriftlege
preven. Det var difor lett 4 tru at dei hadde ei grei oversikt over emnet. Likevel er de fleste pa
eit prosessnivd. Dei har ikkje nok kognitive einingar og for fleire er derivasjonsbegrepet enno
ikkje tingleggjort. Dette ferer til vanskar nar oppgévene er av ein slik art at dei ikkje kan nytta
ein algoritme eller liknande.
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5.3 Grafisk derivasjon i klasserommet

Som nemnt tidlegare kan ikkje resultata frd analysen av datamaterialet vurderast direkte mot
undervisningsform i denne oppgava. Eg har ikkje vore til stades og observert undervisninga til
desse elevane. Det har heller ikkje vore noko maél & vurdera ulike undervisningstypar mot
kvarandre. Mélet med denne oppgéva har vore & fi ei oversikt over ei gruppe elevar sitt
begrepsbilete innan (ein del av) eit matematiske emne, og sja om det er nokon samanheng
mellom begrepsbilete og loysingsstrategiar i utvalde oppgaver. Det er likevel interessant i sja
nzrare paA nokre av resultata med ”lerarbriller”. Dette delkapitlet er difor todelt. Med
bakgrunn i analysen vil eg fyrst drofta korleis ein kan jobba med grafisk forstding av den
deriverte i klasserommet. Vidare vil eg ta for meg nokre utfordringar i samband med ei

grafisk tilnerming.

Det er fleire gonger tidlegare i oppgava nemnt at mange lzrebeker nyttar grenseverdiar som
ei tilneerming til den deriverte. | kurset IMX vert gjennomsnittleg og momentan vekst nemnt
og ein gjev deme pi korleis lommereknaren kan finna den momentane vekstfarten utan at ein
gér neerare inn i korleis ein sjolv kan finna denne®. T kurset 2MX ser ein nearare pa den
momentane veksten ved hjelp av tangentar og grenseverdiar. Definisjonen til den deriverte
vert gjeven og denne vert nytta til & derivera enkle funksjonar. Etter nokre fa deme vert
derivasjonsreglane gjevne. Desse vert vidare nytta 1 praktiske samanhengar og til

funksjonsdrefting.

Mange hevdar at ei visuell tilnzerming til den deriverte kan hjelpa elevar med & forstd den
deriverte betre®. Ein lokal rettlina graf (Tall, 1985b) kan til demes vera ei kognitiv rot for
elevane i starten av leringssekvensen, slik at ein i storre grad unngar konfliktar knytt til
grenseverdiar og tangentar (Vinner, 1991). Datamaterialet fra denne oppgéava viser derimot at
elevane har god kontroll pd den deriverte til ein funksjon. Dei veit at den deriverte gjev
stigningstalet til grafen i eit punkt, den deriverte fortel kor mykje grafen stig eller sekk. Det
kan tyda pa at den tradisjonelle tilnzrminga gjev tilfredsstillande forstding av grenseverdien
og tangenten. Samstundes legg ikkje lereplanen vekt pd at elevane skal arbeida mykje med
grafisk forstding av den deriverte.

Eg vil likevel argumentera for ei undervisning som legg vekt pa ei meir visuell tilnzerming til
emnet. Bakgrunnen for dette er dei kognitive konfliktane elevane hadde nar dei métte tolka
den deriverte grafisk. Tall og Watson (2001b) fann at elevar som hadde hatt ei meir visuell
tilnerming var meir fleksible nér dei loyste oppgéver. Problemet for nokre av elevane i mitt
utval var at dei mangla “grafspraket” og dermed var mindre fleksible, samt at dei ofte tolka
grafar biletleg. Desse elevane hadde hatt god nytte av @ meta den deriverte i ein grafisk
samanheng.

Eg vil allereie no poengtera at grafiske framstillingar ikkje utelukkar verken larebok eller
tavle. Elevane i undersegkinga til Tall og Watson (2001b) hadde ein lerar som underviste
relativt tradisjonelt, men der det vart lagt vekt pa mange grafdeme der lzraren felgde grafen
med hendene, slik at elevane kunne “’sj&” korleis den deriverte endra seg.

Men det eksisterer mange lett tilgjengelege hjelpemiddel som kan integrerast i undervisninga.
Det er ogsé i trdd med den utviklinga skulen er i. Reforma Kunnskapslofiet vert sett i gang frd

34 »Matematikk 1MX” (Erstad et al., 2001) kallar dette lommereknarmagi!
35 Eg viser til delkapittel 2.7, som gjev ein kort gjennomgang av litteratur pa dette omrédet.
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hausten 2006. I samband med denne reforma vert det utarbeidd nye lereplanar i alle fag. Det
som allereie er klart er at det skal leggjast sterre vekt pd elevane sine grunnleggjande
dugleikar (KUF, 2004). Ei av desse grunnleggjande dugleikane er ”...d kunna nytta digitale
verktoy...” (KUF, 2004, s. 4). Eg vil no kort sja narare pa felgjande digitale hjelpemiddel
som lett kan takast i bruk i undervisninga; grafisk kalkulator, Winplot og GEONEXT.

Forebels er det slik at alle elevar som tek grunnkurs i matematikk allmennfagleg studieretning
ma kjepa ein grafisk kalkulator. Dersom ein nyttar den pa rett méte er den eit godt
hjelpemiddel til & framstilla den deriverte grafisk. Skjermbileta under viser korleis ein ved
hjelp av kalkulatoren CASIO fx-9860 SD kan utforska ein graf og stigningstalet parallelt ved
hjelp av ein innebygd funksjon som viser dy/dx’°. Figur 47 viser at stigningstalet er 0 nar

grafen har eit lokalt minimum:
Y1=0.5X"3-2X /
dysdx=0 MIN

%=1, 154700506 Y=- 1.539600718

Figur 47: Grafen 0.5x° — 2.x og stigningstalet i eit punkt.

Dersom ein har funksjonsuttrykket til bide f(x) og f’(x) kan ein teikna begge grafane i
same skjermbilete og sjd at stigningstalet til f (x) (dy/dx) har same verdi som
funksjonsverdien til f'(x) i eit punkt: :

Yy1=xz | Y2=2X

d4Y-d¥=
H:ﬂ.!SEBBDESEﬂ =I.EHH1EI!B

Figur 48: Grafen X, stigningstalet i eit punkt og grafen til den deriverte, 2.

Ein kan ogsé sjé nezrare pa lokal linearisering. Dette var i folgje David Tall ei god kognitiv rot
i samband med innlzringa av den deriverte. Figuren 49 viser grafen x* og eit utsnitt av denne
der zoom-funksjonen er nytta nokre gonger. Det kjem tydeleg fram at grafen er lokalt rettlina:

3¢ Andre kalkulatorprodusentar, som til demes TEXAS har naturlegvis dei same funksjonane og kan nyttast pa
same mdte
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%=2.UIE190416  Y=U.E7I419355 /

Figur 49: Grafen x? og zoom-funksjonen.

Winplot er eit gratis dataprogram som kan teikna og animera kurver. Her kan du teikna grafar
pé data i staden for & nytta kalkulator. Desse grafane kan studerast ved hjelp av dei mange
funksjonane som er tilgjengeleg. Programmet tilbyr mellom anna & finna koordinatar, null-,
skjerings- og ekstremalpunkt. Det har ogsa ein god zoom-funksjon.

Eit konkret deme pa korleis programmet kan nyttast i samanheng med den deriverte er 3 nytta
programmet til 4 heile tida visa tangenten til ei kurve i eit punkt. Ein har eit sikalla “slider”-
vindauga (“glidevindauga”), der ein kan kryssa av for tangent. Winplot vil no heile tida visa
tangenten til kurva i eit punkt som er markert med eit tradkors. Elevane kan pa denne méten
sja korleis tangenten si stilling er:

Figur 50: Tangenten i Winplot.

Ein kan ogsa nytta Winplot til 4 teikna opp bade f(x), f'(x) og f"(x) i same bilete. Slik kan
dei tre grafane vera eit utgangspunkt for diskusjonar i klassen. Selvik ez al. (2002) gjev deme
pa dette.

GEONEXT er eit gratis dynamisk geometriprogram som finst i norsk utgive. Sjelv om
programmet er eit geometriprogram inneheld det mange av eigenskapane til Winplot. Ein kan
teikna grafar som kan studerast naerare. Figuren under viser korleis ein kan teikna inn bade
tangenten gjennom eit punkt, A, samt ein sekant mellom to punkt, A og B. Ein kan s dra fritt
i desse punkta og pd den mdten sja at stigningstalet til sekanten vert lik stigningstalet til
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tangenten i punktet A. Dette er ein god maéte & framstilla gjennomsnittleg og momentan vekst
og grenseverdien Ay/Ax.

GZONST

Stigningstallet til tangenten til y = sin(x) | punktet x = 2.06, er-0.47

"
w|o

Stigningstallet til den rette linjen gjennom punktene A og B, er -0.738/0.934 =-0.788

-2

Figur 51: Stigningstal til tangent og sekant (Riddervold, 2005).

Det finst ogsd mengder av Javaprogram pa nettet som viser ulike animasjonar av tangentar,
grenseverdiar, den deriverte av trigonometriske funksjonar og andre emne elevane meter i
matematikk pa vidaregaande skule. Det som er felles for alle desse digitale verktoya er at dei
er enkle 3 ta i bruk, dei er gratis og dei krev lite tid og krefter. Tilgangen pa datamaskiner i
vidaregaande skulle er no s god at heller ikkje det er eit problem.

Dersom ein ynskjer ei meir heilskapleg integrering av teknologiske hjelpemiddel er
dataloggarar eit godt alternativ. Ved hjelp av ein dataloggar og ulike sensorar kan ein gjera
malingar og fa ei praktisk tilnzrming til matematiske begrep. Kalve (2002) viser korleis
dataloggarar kan nyttast som eit verktoy i begrepsforstidinga av den deriverte.

P2 same maéte som at eit einsidig fokus pa grenseverdien, med overgang til reknereglane for
derivasjon kan fora til kognitive konfliktar grunna manglande forstding er det “farar” knytt til
visuelle framstillingar.

Som nemnt i teorikapitlet fann Krutetskii at nokre elevar hovudsakleg har analytiske evner.
Desse elevane nyttar ikkje visuelle tilnzzrmingar i problemloysing. P4 same maéte tek
leeringsstilmodellen til Dunn og Dunn utgangspunkt i at individ lerer pa ulike matar (kap. 2.7,
s. 20-21). Den grafiske framstillinga er ikkje nedvendigvis best for alle. Difor er eit einsidig
fokus pa grafisk derivasjon like uheldig som eit einsidig algebraisk fokus. Men no er det ei
gong slik at den deriverte har ei grafisk side, difor ber ein ogsd arbeida med denne i
undervisninga. Viktigare er det a vera klar over at ogsa visuelle framstillingar kan vera uklare
og gje elevar bilete som er i konflikt med definisjonen.
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Figuren under viser dei to funksjonane x*og x*

Figur 52: xzog g

Som me ser er grafane ganske like. Men grafen til den deriverte er ei rett line for x* og ein
tredjegradsfunksjon forx*. I oppgéve 2 i intervjuet teikna Jonas ein tredjegradsfunksjon nir
han skulle teikna den deriverte til x* (slik Tim gjorde i Aspinwall, 1997). Figuren viser at det
slett ikkje er opplagt at den deriverte vert ei rett line sd lenge ein ikkje har gjeve
funksjonsuttrykket. Dersom ein derimot veit at grafen er ein parabel, veit ein samstundes at
den deriverte er ei rett line. Den grafiske framstillinga er ikkje alltid den tydelegaste!

Analysen viste at elevane hadde vanskar med & visualisera den andrederiverte. Krumminga til
grafen var ikkje ei kognitiv eining for fleire av elevane. Dei digitale verktgya kan som nemnt
vera eit hjelpemiddel til & forstd den andrederiverte ved at ein til demes viser bade opphavleg
graf og grafen til den fyrste- og andrederiverte. Men heller ikkje det er uproblematisk. I
mange samanhengar er det vanskeleg 4 finna meining i grafen til den andrederiverte sjolv om
ein ser den pd ein figur. Akselerasjon vert ofte nytta som eit praktisk deme pa den
andrederiverte i lzerebegker. Men di er ofte f (x) ein tredjegradsfunksjon og dei ser pd x> 0.

Det er nok ikkje tilfeldig. Figuren under viser grafen til funksjonen f(x)= x? samt grafane til
den fyrste- og andrederiverte.

Figurs3: f(x)=2%, f'(x)=2x0g f(x)=2.
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Her ser me at akselerasjonen er konstant heile tida. Men det er vanskeleg 4 finna eit deme
som passar for x <0 og x> 0, og som kan vera ei kognitiv rot for elevane, slik vasstand kan
vera for ein tredjegradsfunksjon (Selvik et al. 2002). Ein ma passa pa at ein ikkje gjer begrepa
meir uklare i eit forsek pa a frigjera seg fra ei algebraisk vinkling.

I datainnsamlinga kom det fram at Markus og Jonas nytta krumminga til grafen for & avgjera
om den andrederiverte var negativ for alle x. Krumminga var ei kognitiv eining for desse
elevane. Deira forstiing av den andrederiverte tyder pa at lreboka si tiln@rming har gjeve
god begrepsforstiing. Samstundes var det problematisk for dei fire andre elevane i
datainnsamlinga a tolka den andrederiverte grafisk. Krumminga var ikkje ei kognitiv eining
for dei. God begrepsforstaing av den andrederiverte er ei utfordring.

I tillegg til visuelle framstillingar sine ibuande veikskapar er det viktig & vera klar over at
datamaskina paverkar eit individ si konstruksjon av matematiske begrep. Datamaskina nyttar
algoritmar for & komma fram til svar. Den méiten datamaskina tenkjer pd er ikkje
nedvendigvis den mentale konstruksjonen ein ynskjer at elevane skal nytta. Den matematiske

notasjonen (x+3)° kan representera to ulike mentale konstruksjonar (Dubinsky i Tucker,

1990, s. 178). Det er prosessen ein far ved 4 kombinere dei to prosessane “leggja til tre” og "ta
kvadratet”. Eller det er objektet ein far ved & ta kvadratet av x+3. Den fyrste konstruksjonen
er a foretrekka. Den andre konstruksjonen kan vera ein algoritme utan forstding.

Giraldo et al. meiner at konfliktane som datamaskina far fram er lzrerike (Giraldo et al., 2002
og 2003). Figuren under’’ var utgangspunkt for ein diskusjon blant elevar. Dei fekk sporsmal

om funksjonen var deriverbar for alle x. Funksjonen var f (x) = \/ x* +1.

Figur 54: Grafen il f(x)=+/x +1, x € [~100, 100].

Me ser at grafen tilsynelatande har eit knekkpunkt i origo. Dersom ein nyttar zoom-
funksjonen vil ein sjé at grafen er deriverbar:

37 Figuren er laga i Winplot, medan Giraldo ef al. nytta MAPLE. Programma gjev same resultat.
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Figur 55: f(x)=+vx*+1,x€[-5,5].

Dette er eit deme pa at datamaskina skaper ein god leringssituasjon og gjer begrepsbiletet
rikare. Giraldo et al. (2002) kallar dette theoretical-computational conflicts”. Vinner (1991)
er noko meir forsiktig og seier at ein skal unngd unedvendige kognitive konfliktar, men
provosera fram slike nér dei er nedvendige.

Om ein nyttar digitale verktoy eller ikkje kan kognitive konfliktar vera €it “springbrett” mot ei
hegare forstding av begrepa. Det var tydeleg i intervjua. Fleire av elevane viste ei god
utvikling i lepet av intervjusituasjonen. Andreas tolka grafane biletleg og hadde problem med
4 tolka den andrederiverte grafisk. Samtalen utvikla seg i fleire tilfelle til ein l®ringssituasjon
for Andreas ved at me greip fatt i dei kognitive konfliktane. I slutten av intervjuet tolka han
ikkje lenger grafen biletleg. Han drog nytte av begrepsbilete som ikkje var i konflikt med
definisjonen. Utgangspunktet for dei gode lzringssituasjonane var grafar og grafisk tolking av
den deriverte. :

Som ei kort oppsummering vil eg peika pa folgjande faktorar som er viktige & vurdera i
undervisningssamanheng. Elevane er avhengig av eit rikt begrepsbilete - mange vekka bilete/
kognitive einingar for & vera fleksible nar dei leyser oppgaver. Nokre gonger er ei algebraisk
utleiing det enklaste, medan det i andre tilfelle er nedvendig at elevane kan tolka den deriverte
grafisk. Elevane har visse problem med den grafiske tolkinga. Difor ber dei arbeida meir med
den deriverte i ein grafisk kontekst. Det finst mange lett tilgjengelege, gratis digitale verktey
som kan nyttast i undervisninga. Ei visuell framstilling er ikkje den beste loysinga i alle
tilfelle, og ein ber vera klar over at datamaskiner har veikskapar som kan gje kognitive
konfliktar. I staden for & unnga bruk av digitale verktey ber ein gripa tak i desse konfliktane
slik at dei kan hjelpa elevane mot ei hogare forstding av derivasjonsbegrepet. Digitale verktoy
og grafiske framstillingar i undervisning er med pa 4 gje elevane eit rikare begrepsbilete ved
at dei moter den deriverte p4 fleire matar enn med eit einsidig fokus pa derivasjonsreglar.
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5.4 Kort oppsummering av hovudfagsarbeidet

Utgangspunktet for dette hovudfagsarbeidet var eit ynskje om & sjd nzrare pa elevar si
forstding av matematiske begrep. Det vart tidleg klart at eg matte gjera avgrensingar.
Derivasjon er eit stort emne i matematikk pad vidaregdande skule og har mange praktiske
bruksomrade. Det er tidlegare skrive ei oppgave om elevar si forstiing av derivasjon med
utgangspunkt i TIMSS-undersekinga 1 1997. Slike store undersekingar seier kva elevar svarer
pa oppgéver, men mindre om Avifor dei svarer som dei gjer. Difor vart ei kvalitativ tilnzerming
vald. 1 tillegg valde eg & sja nazrare pd elevar si grafiske forstding av derivasjon. Noko av
motivasjonen for dette valet finn ein 1 teorien til mellom anna David Tall, som meiner at
derivasjonsbegrepet kan tilnzrmast pa ein meir intuittv mate enn den tradisjonelle
grenseverditilnzerminga.

Problemstillinga i denne oppgdva vart todelt. I fyrste del av problemstillinga ville eg sja
nzrare pa “begrepsbiletet hja eit utval elevar i vidaregiande skule i samband med ei
grafisk framstilling av den deriverte”. Den har eg prevd a svara pa ved grundig analyse av
intervjuw/observasjon av nokre elevar som jobbar med den deriverte i ein grafisk kontekst.
Teori har vore eit viktig analyseverktey i dette arbeidet. Dei viktigaste funna kan kort
oppsummerast slik:

- Alle elevane har god oversikt over den fyrstederiverte. Dei har mykje faktakunnskap,
men dei klarer ikkje alltid 4 dra nytte av denne kunnskapen. Dei vekka begrepsbileta
er ikkje alltid kognitive einingar.

- Fleire av elevane har sterre vanskar med & visualisera den andrederiverte, og
samstundes fa kognitive einingar knytt til den andrederiverte.

- Den sterste kognitive konflikten er at elevane ofte tolkar grafen biletleg. Den biletlege
tolkinga tek ulike former, men resultatet er at elevane far vanskar med & teikna opp
grafen til den deriverte. Det vert oftast enklare nér dei har gjeve funksjonsuttrykket.

- To av elevane skil seg positivt ut ved at dei har eit rikt og kompakt nettverk av
kognitive einingar. Desse elevane har fa eller ingen kognitive konfliktar.

Den andre delen av problemstillinga skulle ” Sji pa samanhengen mellom begrepsbilete og
loysingsstrategiar i derivasjonsoppgdver der ei grafisk tolking av dem deriverte er
feremailstenleg”. For & svara pa dette har eg gjeve ei grafisk framstilling av korleis tre av
elevane har loyst nokre av oppgavene i datainnsamlinga. Dei tre elevane hadde kvalitativt
ulike begrepsbilete. Markus har eit rikt begrepsbilete og mange kognitive einingar. Emma har
ogsé eit rikt begrepsbilete kvantitativt sett, men har ferre kognitive einingar. Kristian er ein
svakare elev, med eit fattigare begrepsbilete. Det er tydeleg at:

- Eit rikt og kompakt nettverk av kognitive einingar gjer det lettare 4 loysa oppgévene
grafisk. Det gjev mindre “kognitivt stey”, og oppgévene vert loyst effektivt.

- Eleven med det rikaste begrepsbiletet vel ogsa grafiske leysingar. Dei andre to elevane
prever ogsa & leysa oppgéavene grafisk, men meter problem grunna kognitive
konfliktar og manglande grafiske bilete av den deriverte.

I ei slik oppgéve er det naturleg & seia noko om mulege konsekvensar for undervisning. Med
bakgrunn i at fleire av elevane hadde vanskar med & tolka den deriverte grafisk vil eg
argumentera for ei sterkare vektlegging av ei grafisk framstilling av den deriverte i
undervisninga. I mange samanhengar var elevane lite fleksible 1 oppgaveloysinga, dei prevde
pa ulike matar & finna funksjonsuttrykket til grafen. Nokre begrepsbilete var i konflikt med
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det som var matematisk korrekt og gjorde at elevane feiltolka den grafiske framstillinga.
Vidare sag eg at elevane fekk ei betre forstding av den deriverte etter & ha jobba med grafiske
derivasjonsoppgaver. Difor vert folgjande argument viktige for 4 leggja meir vekt pa grafisk
derivasjon i undervisning:

- Det er enkelt og kostnadsfritt — gode dataprogram er lett tilgjengelege.

- Det er lite arbeidskrevjande — alle elevane har grafisk kalkulator og tilgangen pa
datamaskiner er etterkvart god 1 dei vidaregdande skulane.

- Digitale verktey og grafiske framstillingar gjev elevane rikare begrepsbilete ved at dei
meter fleire representasjonar av den deriverte.

- Grafiske framstillingar kan gje kognitive konfliktar som kan vera eit springbrett mot ei
hegare forstaing av derivasjonsbegrepet.

5.5 Aktuelle idear a arbeida vidare med

Den kvalitative tilneerminga som er vald i denne oppgéva har gjeve mykje datamateriale. Eg
har fatt ei god oversikt over korleis elevar tenkjer nar dei arbeider med grafisk derivasjon. Det
hadde vore interessant & sjd neerare pd elevar si forstding av andre delar av
derivasjonsbegrepet med ei kvalitativ tilnerming, gjerne med utgangspunkt i nokre av
oppgévene fra TIMSS.

Ei naturleg oppfelging av denne oppgiva kunne ogsa ha vore a sjd om ei undervisning som
legg vekt pa ulike framstillingar av den deriverte (algebraisk/grafisk/numerisk) vil gje elevane
eit rikt kognitivt nettverk med mange kognitive einingar. I denne oppgéva sig eg at kognitive
konfliktar vart "leyst” nér elevane arbeidde med grafiske oppgéver. Andre framstillingar vil
kunna gje andre gode leringssituasjonar.

Vidare kunne analysen av intervjua tyda pa at nokre av dei kognitive konfliktane hadde
utgangspunkt i upresist matematisk sprak. Kva er skilnaden pa at grafen til den deriverte er
stigande og at den er positiv? Det kunne sja ut som at elevane vart forvirra av dette, men for &
avgrensa oppgava vart ikkje dette gatt nerare inn pa. Sprikdimensjonen kan séleis vera eit
utgangspunkt for vidare arbeid.

Utvalet i denne oppgava bestod av 6 elevar. I det enkelte intervju kom det likevel fram
interessante situasjonar, som dei kognitive konfliktane nemnt over. Det kunne vore spanande
a sja nzrare pd ein elev over ein lengre tidsperiode, til demes eit case-studie av ein elev i
innleringa av derivasjonsbegrepet. Er det ei rekkjefolgje i begrepsutviklinga? Kva kognitive
konfliktar oppstar og kvifor? Kva skjer ndr eit begrepsbilete vert vekka/aktivert og kvifor vert
eit bilete vekka i nokre situasjonar og ikkje i andre?

I forlenginga av det kan ein tenkja seg at ein ogsa gér nzrare inn i problemstillingar knytt til
dei grafiske framstillingane frd kap. 4.3. Det er interessant & sja at det her kan vera parallellar
til begrepskart (Grevholm, 2005) som kognitive verktgy. Begrepskart kan til demes nyttast for
ein enkelt elev. Kanskje slike kart kan gje ei god framstilling av korleis ein elev sitt
begrepsbilete knytt til den deriverte utviklar seg.
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7.2 Oppgéaver pa pilotintervju

F/(O?_
1) Hvilken av grafene nedeafor bar folgende egenskaper: ;% ~
: 42
700, 7'(1)(00g £*(x)er nogativ for alle x?
A. B. y C. y

3) KV& e ann &Vl‘b‘h{g il e ‘Ik‘-&iﬂn ‘ u‘# ﬂ)l-u?
+ ‘local s“huigu’mas”
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7.3

Skriftleg test

OPPGAVER I DERIVASJON

Oppgave 1
2 egnfategnalmjm til den deriverte til funksjonen f(x)

T f(x) .

b) Nedmfarﬁnnetdnfomgnukjunafordmdmmﬁl nmnpm g(x)
Tepmgﬂshknhmm&dfumkm

4 '-.-4
W D I

gx

‘
Figuren under viser grafene f{x) og k(x) . Skisser grafene til de deriverte av
funksjonene
Yy Py (8) : o | - Y 4 (C)

| y=r&

/ 1 y=h»

¥ i '. + - \

‘N
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Figmmﬁs_crgmfmlildmdcrimt_vﬁmhjqué' £(x), g{x) og h(x). Bvike
grafer og funksjoner hgrer sammen? . ' _
_f(x);w?—zl _ x(z)ax—%z‘ s R k(x)--;-.'w’—:. 5

\ : .

Graf 1 er den deriverte y=F (x) il en funksjon y=f(x) Hvilken av grafene
2.3, 4 er den opprinnelige grafen y=f(x) ? Begrunn svaret ditt. ;
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Oppgave §

Grafene f; fi 0g fi er gitt nedenfor.

#

2

o

R
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Oppeave 6

For kva verdiar av x er desse funksjonane ikkje deriverbare?

mm -

Oppgave?

Grafen y=f(x) er vist pé figuren. Anta at funksjonen y=f{x) viser salget av aven ny
mattebok de fgrste drene. PS! Grafenpa figuren er grafen til den deriverte til f; ikke
grafen til funksjonen selv. :

2) Hva viser £ her?
b) Hvilke/hvilket ir er salget pé topp? TR
¢) Nir gker salget mest?

Begrunn svarene dine.
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693
694
695
696
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705
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707
708
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716
717
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720
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722
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7.4 Intervjutranskripsjonar:

7.4.1 Intervju med Emma

Intervjuar:

Emma:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Emma:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Emma:

Ja pa den var det ikkje som du utelukka sa viss me ser pa den D no.
Sa er den sterre enn null.
S4 er den sterre enn null / og si dersom me ser kvar er [ein
[(utydeleg)
[er / f derivert av ein mindre enn 0?
Ja.
Men / viss du ser / viss du no er over pa grafen til den deriverte.
Ja.
Og den ligg 1/ eeh den kvadranten her.
Ja.
Altsé i den firkanten her / er han positiv eller negativ da?
Den deriverte?
Ja viss han ligg her // kan vis / preva & visa det er litt vanskelegare & ha to grafar oppd
kvarandre / viss eg prover & teikne grafen til den deriverte // (arbeider) der har du teikna dei tre
nullpunkta dine.
Mm.
S4 her er pi ein mite f/ y derivert kan du berre setja (utydeleg)
Ja.
Og si sa du at/ har du / no teiknar eg den same grafen som du har teikna da.
Ja.
Her / der! / sd sa du det / at grafen stig / og at han derfor vil den deriverte vera positiv.
Ja.
Ja / sa sper eg eg sier ikkje at du tek feil men eg berre sper deg om / er den deriverte positiv?
(utydelig) sikker? / nei.
Nei.

Den er jo ikkje det! / men den gir jo ikke under null / for det kommer an pd hva du sper om
liksom.

Ja riktig for den gar ikkje under null.

For det at den gar jo opp igjen.
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Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:
Intervjuar:
Emma:

Intervjuar:

Intervjuar:
Emma:

Intervjuar:

Mm her.
Sa er han fremdeles positiv [men
[er han framleis [positiv.
[han synker.
Ja / for det at / viss du ser pa om han sekk der.
Mm.
Om du ser pa at grafen til den deriverte sekk / kva kikkar du eigentleg pa da?
Da ser du pa da ser du pa vendepunktene og den andrederiverte.
Da ser ein pa den andrederiverte ja / sd nir grafen er positiv?
S4 er den deriverte?
S4 kan han likevel sgkka.
Ja for hvis han skal stige s& gar han jo under null og da blir jo det/ feil.
Mm.
S& hvis han gir / liksom oppover sinn / her / sé vil jo han vzre negativ.
Da vil/ ja.
For da er det under null.
Mm.
Sa da ma den jo gé [ned
[Det ser litt rart ut for han er positiv sjelv om han gir.
Selv om han synker.

Sjelv om han sekk ja / av di han er pd den positive delen.
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7.4.2 Intervju med Markus

Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:

Markus:

Intervjuar:

Markus:

Der gar microfonen / der / echm / fyrst (utydelig) / fyrste oppgave er ei oppgave de ikkje
hadde pa / proven da / noko som liknar litt / og det er den her / skal ta & lesa den fyrst / det star
kva av grafane nedafor har fylgjande eigenskapar? / si star det tre eigenskapar / f derivert av
null / den skal vera storre enn null alts3 positiv / f derivert av ein / skal vera mindre enn null
negativ / og f andrederivert av x er negativ for alle x / og sé er det teikna opp fem grafar / alle
er slike fav x grafar / eoh og ein av grafane har alle eigenskapane samstundes.

(Svakt) okei.

D4/ sa/ja/ s ma du berre tenkja hogt.

(Utydelig) hva det blir her da? / f derivert av null // egh / nei na star det litt stille her altsa.

Viss den / deriverte er positiv / korleis er grafen da?

Da er den / positiv / sant?

Ja og nér grafen er positiv / korleis ser du det p4 / grafen?

Den er/ da er x sterre enn null / echm / nei.

S nér ein graf/ viss ein graf er eech / der x er mindre enn null altsi viss du er nede pa / viss du
er pa x mindre enn null sida / kan grafen ikkje vera positiv der?

Jo han kan vel egentlig det / det er yen som er / under null da.
Ja/ ehm / men korleis ser du det pa grafen? / at den deriverte er positiv?
Uff né er det lenge siden jeg har hatt om [det
[Ooe ja
[sa det har gjerne ramlet litt ut igjen.
Ta ein / skal berre teikne ein heilt / (arbeider) vilkérleg graf / til demes / til demes / ein graf
som gar / ja / sinn! / eoh nar den deriverie er positiv/ vil grafen / korleis vil grafen / ser du
nokre stader pa den grafen / der / den deriverte vil vera positiv?
Nar den deriverte / det er valgt om den eker eller minker.
Han auk / grafen aukar aller minkar ja.
Han er en av delene / hele veien.
Ja/ s& her er denne denne er positiv heile vegen.
Ja.

Mm / det er nar den deriverte er / er storre enn null / di auker grafen / og viss me ser pa den
andre type eigenskap da er det snakk om at den deriverte i eit punkt er mindre enn null?

Da minker den.

Sa da vil grafen minka / og / den siste eigenskapen / viss ein graf / den andrederiverte er
negativ / kva tenker du d&?

@ohm / da / det var et eller annet hvor mye han / krummer eller noe sént noe.
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65

67
68
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72
73
74
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212
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217
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Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:
Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:

Mm.

Ja.

" Hugsar du nir de teikna dei der / forteiknslinene / viss de hadde / (arbeider) f av x s& hadde du

nokre nullpunkt / det har du sikkert nytta mykje sant?

Ja.

(Arbeider) og s& / viss du da sig pa / andrederiverte // til demes slik / si den andrederiverte vil
her vera?

Negativ.

Ja / og s vil han vera?
Positiv her.

Og her vil han vera?
Negativ.

Og kva var det i dei punkta som me kalla nullpunkt / nullpunkta til den andrederiverte / hugsar
du?

Da / da var der vendepunktet ja.

Det var vendepunkta ja / sa dei hadde du her / ehm / og viss du da etterpa skulle / teikne opp
grafen / kva informasjon fekk du ut av den / andrederiverte? /hugsar du det?

Eehm // (svakt) nei nd star det helt stille.
Eehm / hugsar du nokre slike / smilefjes og?
Ja // (utydeleg)

Kjenner du att dei?

Ja na husker jeg de.

Ja/ og/ kva tyda dei?

Ehhm det var / hvor mye / nei / det er vel sinn grafen omtrent ser ut / at han krummer / som en
r/ oppe / toppunkta deriverte / forstederiverte er lik null.

S4 den fortalde altsi den andrederiverte fortalte som du sa om / om krumminga til grafen?
Ja.

Mmm repetert littegrann dei der tinga der / viss me no kikker her oppe // ser pa dei ulike
grafane.

Mm / sa det eineste / eg ikkje far til 4 stemme der var at du du sa / at nar / eeh at i null pa den
grafen her / sa vil den andrederiverte ha eit botnpunkt / tenkte du pa noko anna?

Eja det gjorde eg nok da.
Nei du / nei den deriverte vil ha eit botnpunkt sa du.

Ja.
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Markus:

Markus:
Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:
Markus:
Intervjuar:
Markus:

Intervjuar:

Intervjuar:

Da tenkte du / litt skeivt?
Ja/ det gjorde eg.

Mm sa du er ei / sa du tykkjer at den ser meir rett ut enn at / for der har du jo ikkje noko
botnpunkt.

Nei den ja / den deriverte / nei / den vanlige.

Den vaniege har eit botnpunkt.

Ja.

Den her/ litt meir / krummelurer pa / same oppgéve / teikne opp den deriverte.
(Arbeider) da er den i alle fall lik null der og der og der.

Mm.

(Arbeider) og sa er den positiv og negativ og positiv og negativ // ehm men jeg er ikke sikker
pa om det skal vare eller / om det skal vaere sinne rette linjer eller om det er / buete grafer.

Nei.
(Arbeider)

Mm / skal me sja litt pa / echm / der er grafen til den deriverte ja/ eoh / kan du forklare den litt
i hove til / den der?

Ja/ der er i alle fall [nullpunktet
[Ja.
[pé den der.
Det er pa / pa eine toppunktet til.
Ja.
Ja.
Og der er pa bunnpunktet og der er pa toppunktet igjen.
Ja.
Og sa / men ellers sd / ja jeg er ikke helt sikker pa den der.
Mm /og for / for / nullpunktet korleis gar grafen da?
Da er den positiv.
Ja / og mellom nullpunkta er den?
Der er han negativ.
Mm / og sa?

Positiv her nede.
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310 Intervjuar: Ja / det ser heilt rett ut det er jo ikkje sikkert at den gér opp att der det veit me ikkje / men det /
311 ser me ikkje / sa det var heilt riktig.
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407
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412
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7.4.3 Intervju med Andreas

Intervjuar:

Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Andreas:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

Intervjuar:

S4 det er eig heilt rett / men / di er det store spersmalet / kan / den stig kan den grafen til den
deriverte stiga / sjolv om den skal vise at stigningstalet er negativt?

Ja det ma den jo kunne gjere hvis den er riktig!

Ja det er for han kan det / og det er heilt rett det svaret du har teikna / for det den her viser / er
jo at/ til demes dersom eg teiknar inn tangentar her / (Arbeider) sant / s& gir jo dei slik den
deriverte ville gjort / sa det er heilt rett slik du seier / at den deriverte er negativ her.

Ja.

Og den grafen her / er jo og som du seier den / delen her si er den jo negativ.

Ja.

Du far negative verdiar slik at viss / tangenten her / den har ein / ein verdi ein stignigsverdi
som er negativ.

Mm.

Og den tangenten her viss du les av viss du hadde rekna har du lert / 4 rekne bort og ned slik
for 4 méla verd.

Ja.
For 4 mila stingningstalet / s3 hadde det vore negativt du hadde fitt minus p stigningstalet.
Mm.
Viss du skulle lest av same stigningstalet / pa den grafen.
Ja.
Di hadde du og fitt ein? / [negativ
[Negativ verdi.

Mm / og difor si stemmer det / sjelv om du / stigningstalet til den er jo positiv sjelv til den
deriverte for den stig heile tida.

Mm.

Men sjelve den deriverte er jo negativ / og det viser han her / (arbeider) sa vil du fA / her er han
ganske bratt s& di vil du fa ganske stor / negativ minking

Mm.
(Arbeider) og da vil det vise pa grafen og at da kjem du heilt ned p& minus / tre til domes.
Ja.

(Arbeider) her sa nzrmar den seg null / og dé ser du og at den deriverte nzermar
seg null

Ja.

Og sa her er det litt meir logisk da.
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Andreas:
Intervjuar:
Andreas:
Intervjuar:

Ja.

For da er han positive verdiar for den deriverte / og tangentane er positive.

Ja.

Sé du fann jo rett svar / men det heyrdes litt rart ut? / var det? / forstod du det no / eller er det

fortsatt litt ech.

Jo det er jo / nar du forklarer si er det jo helt logisk / men / jeg vet ikke / jeg blander veldig

med dette og si / dette med hul side opp og ned som [vi hadde i dobbelderiverte
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7.4.4 Intervju med Jonas

Jonas:

Intervjuar:
Jonas:

Intervjuar:

Jonas:

Intervjuar:
Jonas:
Intervjuar:

Jonas:

Jonas:

Ja jeg har / jeg har veert etr ar i utlandet da / i Australia / sdnn at / vi gikk en god del gjennom /
derivert og/ hva / inverse / grafen / ganske mye.

Ja.
Vi hadde mye graflere der.

Ja/ja sa/ for sann som her ehm / da hadde de meir undervisning der de nytta / meir / grafar og
ikkje berre algebraisk?

Ja det var mye mer / mye mer at vi fikk en graf / og sa stod det ingenting til grafen s matte vi
bruke grafen til 4 finne den deriverte ut av det.

Ja.

Eller vi fikk den deriverte sa skulle vi finne / grafen.
Mm.

Sa det var veldig mye.

Ja.

Mye pa det/ i stedet for at du sant sitter med / med tallene og sé.
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7.4.5 Intervju med Kristian

Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:

Kristian:
Intervjuar:
Kristian:

Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:

Det er litt vanskeleg & sja pa grafen / men hugsar du // (arbeider) koplar du dette til noko? / viss
ein ser / desse smilefjesa / og sure?

Ja du vet jo / at den andrederiverte er negativ her men / og at / ja / fori:cgnet til den /
andrederiverte er negativ / men / det vil jo veere et bunnpunkt der / [vil det ikkje det da?

[Ja / for desse her / desse
som eg teikna opp no / (arbeider) skal visa litt korleis / grafen til den deriverte gar

Ja.

At nér den deriverte / andrederiverte er negativ.

Ja.

Sa er det / slik krumming / slik at den vender den hule sida ned / og nar den andrederiverte er
positiv / er krumminga andre vegen / slik at den vender den hule sida opp / slik var det den der
var da / at slik ser ein.

Mm.

Slik at viss andrederiverte av x er negativ / (arbeider) sa vender den den hule sida ned / viss me

veit det da / s& tek me for oss desse grafane att / du kan berre fortsetje / du trudde det var E s& kan s& var den
siste / det fant du ut stemte for f derivert og f derivert av ein.

Kristian:

Intervjuar:

Kristian:
Intervjuar:

Kristian:

Intervjuar:
Kristian:
Intervjuar:

Kristian:

[For det var grafen til den deriverte var det ikkje det / aller var [det?

[Jo det vil det fortel /
andrederiverte [fortel

[Er dette grafen til den deriverte eller er [dette?
[Nei dette er fav x / alle [desse er fav x

[Okei
for jeg trodde det var grafen til den deriverte

[A du trudde at ei var?
Ja
alle var grafen til den deriverte?

Ja/jeg synes du sa det.
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