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Takk
Denne oppgaven har veert en utfordring, i sa mate at den apnet gynene mine opp for et helt
nytt univers av verdipapirer jeg kun sa vidt hadde hgrt om tidligere. Derfor var det vesentlige i
begynnelsen & ngste tradene, og & finne et slags konsensus. Derfor vil jeg takke min universitets-
utdannelse for evnen til & veere kritisk ovenfor nye ideer og kunne fa et overordnet bilde. Jeg vil
ogsa takke undervisningen gjennom de 5 arene med en bredde innenfor gkonomi og matematikk,
for muligheten til letter a forsa ideene og de matematiske problemstillingene jeg har statt overfor

i forbindelse med all artikkellesingen.

Jeg vil takke veileder Bard Stgve for & ha holdt meg i grene, samt mange hyggelige samtaler
rundt temaet, og ironiske betraktninger rundt verdipapirene vi har statt ovenfor. I tillegg vil jeg

rose han for tilgjengeligheten og den alltid apne dgren.

Til slutt vil jeg takke mine medstudenter for morsomme pusterom i ”panic-room” og den ellers sa

generelt hyggelige og sedvanlige minglingen.
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1 Introduksjon

De siste tiarene har finansmarkedene opplevd en stor gkning i omsetningen av kredittinstrumenter.
Flere produkter, mer transparente markeder og gkt kapitalbehov var og er fortsatt blant ingredi-
ensene som fgrer til at aktgrer med ulik risikoaversjon entrer kredittderivatmarkedene. Ikke minst
apnet en ny verden seg for arbitrasjemuligheter samt sikring og hedging for investorer med ulik
eksponering i kredittmarkedet. Markedet for strukturerte kredittderivater vokste fra 400 milliarder
dollar i 2000 til over 2 billioner dollar i 2006. Men subprime- og finanskrisen i 2007-2009 fgrte
med seg en betydelig reduksjon i volumet handlet pa disse, grunnet ratingbyraers feilvurderinger,
en bolighoble, feilprisinger pa produktene og en betydelig uoversiktelighet i markedet med etter-
hvert lite styring. Den transjerte iTraxx Europe indeksen er et slikt kredittderivat, og bestar av en
diversifisert portefglje av enkeltnavns-kredittderivater med europeiske selskapobligasjoner som re-
feranser, som investorer kan ta posisjoner i. En slik transjert indeks har lik struktur og oppbygning
som en syntetisk CDO og betaler ut premier til investorer pa bakgrunn av forventede framtidige
kreditthendelser. Det er disse premiene vi i denne oppgaven skal prgve a reprodusere ved a be-
trakte markedspriser. Vi vil ga igjennom teori for disse modellene for senere & kunne bruke dem i
praksis. Det er spesielt en som skiller seg ut, den normal invers gaussiske copulaen, som blir gatt
igjennom i detalj. Arsaken til at man tester modeller pa iTraxx-transjen er stort sett fordi iTraxx
er en sveert likvid variant av en syntetisk CDO, noe som gjgr at man kan vurdere en modell sine
egenskaper etter hvordan den reproduserer indeksens markedspriser. Derfor vil oppgaven veaere viet
ulike prisingsmodellen.

Fortsettelsen av dette kapittelet gjennomgar begreper og beregninger for obligasjoner og konkurs-
intensiteter i en risikongytral verdsetting. Kapittel 2 vies til teori rundt de mest sentrale kreditt-
derivatene, mens kapittel 3 presenterer de elementsere matematiske verktgyene som trengs i en
prising sammenheng for disse. Kapittel 4 omhandler de klassiske prisingsmodellene for syntetisk
CDO, mens kapittel 5 er viet ene og alene til hovedmodellen, den normal invers gaussiske en-faktor

copulaen, og beregninger ved bruk av denne pa flere tidsperioder.

1.1 Risikongytralitet og konkursintensitet

Gitt et filtrert sannsynlighetsrom (Q, F, (F;)i>0,Q), la 7 vaere (F;)-stoppetiden der en konkurs
for et selskap oppstar, med en fordelingsfunksjon F(t) = Q(7 < t) og marginalfordeling f(¢). Q
er da det risikongytrale sannsynlighetsmalet. Under et slikt mal, vil de resulterende prisene som
framkommer ved beregning ikke bare veere korrekt i et risikongytralt marked, men ogsa veere
gyldig nar investorene er risikoaverse. Sandvik (2010) forklarer risikoaversjon pa fglgende mate:
Er individene risikoaverse foretrekker dem et sikkert utfall framfor et usikkert utfall med samme
forventningsverdi. Altsa under et risikongytralt mal vil risikoaversjonen vaere bakt inn i prisen, da
dem krever en premie for a beere risikoen om konkurs.

Sannsynligheten(risikongytrale) for at en konkurs oppstar i intervallet (¢,t 4+ At) gitt at selskapet
har overlevd opp til tid ¢, Q(t < 7 <t + At|T > t) brukes sa til a finne hasardfunksjonen h(t) som



folger via regel om betinget sannsynlighet(Galiani, 2003):

h(t) = lim Q(t <7 <t+ At|T >t)
At—0

Qt <t <t+At,T>1)
A0 Q(t > 1)

f(t) LF({t)  d
T1-F() - Py - @ s FO):

Vi har altsa en ordineger differensiallikning(ODE) som vi lgser og far:

F(t)= 1—exp(—/0th(s)d8),

og ved derivasjon: .
78 = h(t)esp (- /O h(s)ds). (1.1.1)

Vi far tilsvarende om vi lar den stokastiske telleprosessen X = X (t);>0, der X (t) = 322 I, <),

veere en homogen Poissonprosess med deterministisk intensitet A(t): Q(7 < t) = 1 —exp | —

fg A(s)ds). I denne oppgaven vil vi ta for oss sistnevnte, som utgangspunkt for a finne (implisitte)
kredittkurver til selskaper fra markedspriser. Jo hgyere konkursintensiteten A er, jo lavere forventet

ventetid til konkurs for selskapet. Samtidig vil vi ta i bruk risikongytral verdsetting.

1.2 Obligasjoner

Siden obligasjoner er tradisjonelle kredittinstrumenter som ofte fungerer som underliggende i kre-
dittderivater kan det veere fornuftig a fa et innblikk. I dette avsnittet presenteres det generelle
rundt obligasjoner, litt om deres formal og forskjellige varianter av dem. Til slutt presenteres tra-
disjonell finansteori for obligasjoner samt vise hvordan man beregner en sakalt yield(avkastnings).
Hovedkildene her er Schldsser(2011) og Bjork(2004).

En obligasjon er opprinnelig et 1an omdannet til et verdipapir som selges til kjgpere i markedet,
og er rentebacrende. Kontantstrgommen fra dette verdipapiret(obligasjonen) tilfaller kjgperen i sin
helhet og kan selges videre. Formalet med & utstede en obligasjon istedenfor et tradisjonelt lan
er at utstederen lettere kan realisere kapital gjennom obligasjoner hos ulike kilder i markedet enn
i en enkelt bank. Kontantstrgmmen generert av obligasjonen gir utbetaling, kuponger, ved faste

tidspunkt, som regel hvert kvartal eller halvar. Det er flere typer:

o Null-kupongobligasjon eller T-bond betaler ingen kupong, kun (i dette eksempelet) 1 kr ved
forfall T'. Prisen pa tid t av en T-bond er p(t,T) og er gitt ved

D(LT) =1 exp {—/tTf(t,s)ds} ,



altsa en neddiskontering av 1 kr ved bruk av framtidsrenten f(t,s). Framtidsrenten blir
bestemt av den forventede rentedynamikken til null-kupongsobligasjoner.

e Kupongobligasjon utbetaler en pa forhand avtalt fast kupong ¢ gjennom lgpetiden, og ved
forfall ¢ = T betaler kupongen ¢ pluss hovedstol K.

e Floating rate notes (FRN), har lik oppbygning som kupongobligasjon, men har en flytende
kupong ¢; med kupongrente r; som er linket opp mot en referanse, NIBOR eller LIBOR,

pluss en konstant pa forhand avtalt spread.

For de to sistnevnte er kupongen c¢; til enhver tid avhengig av kupongrenten r;, tidsintervallene
0 og hovedstolen K, altsa ¢; = dr; K. p(t,T) er et stokastisk objekt. Med et fast forfallstidspunkt
er p(t,T) en stokastisk prosess som gir prisen pa forskjellige tidspunkt og trajektoriene mellom
tidspunktene for prisen vil da veere irregulaere, som en Wiener prosess, men med p(7,7) = 1. I det
fglgende foreligger det antagelser om at fraveer av arbitasje og komplett marked er tilstede, at det

finnes et T-bond for ethvert forfall, og at relasjonen p(t,t) = 1 holder for alle ¢.

1.2.1 Prising av en kupongobligasjon

Kupongobligasjon, med fast kupongrente som beskrevet over, kan replikeres ved a holde forskjellige
typer T-bond med forfall pa Tj,i = 1,...,n. Prisen p(t) pa en slik obligasjon med forfall T pa
tidspunkt ¢, der 0 < ¢t < §, er gitt ved

n

p(t) = Kp(t, T,) + Y c-p(t,Ty),
=1

og kan ved bruk av ¢ = dr K skrives om til

n
p(t) =K <p(t, To)+76 Y p(t, T») :
i=1
For kupongobligasjoner med fast kupongrente har prisen pa denne og diskonteringsrenten pa null-
kupongobligasjonene et omvendt forhold. Gar renten opp pa nullkupongobligasjoner gir det en
lavere diskonteringsfaktor og prisen, altsa den forventede naverdien, pa kupongobligasjonen gar

ned. Analogisk gjelder dette ogsa for en reduksjon av renten.

1.2.2 Yield

Et viktig begrep i obligasjonteori er yield to maturity. Det er obligasjonens internrente, altsa den
konstanteﬂ diskonteringsraten som gjor naverdien av kontantstrgmmen til obligasjonen lik prisen
gitt i markedet. Pa utstedelsetidspunktet er yielden lik kupongrenten, men den forandrer seg nar
obligasjonen handles aktivt i annenhandsmarkedet. Ved a undersgke yielden kan man gjore det
mulig & sammenligne obligasjoner med ulik horisont, kuponghyppighet og nedbetalingsprofil. Man
sier at obligasjoner med en hgy yield er mer risikable. Innbakt i yielden er et kredittmarginkrav og
en risikofri rente. Blir utstederen av obligasjonen mer risikabel pga markedets forventninger gker

denne marginen(analogisk til risikopremie) og saledes yielden, noe som far prisen pa obligasjonen

'Med flere forfalltidspunkt tilgjengelig pa samme obligasjon fies en stykkevis kontinuerlig internrentefunksjon



til a falle. Ved a bruke et T-bond som utbetaler 1 kr om 7" — ¢ ar kan man finne yielden y(¢,T) til
denne ved a lgse
p(t,T) = e ¥v&D(T=) 1

for y(¢t,T). Da far man den kontinuerlige sammensatte null-kupongs yielden,

_logp(t,T) —logl _ logp(t,T)

Gitt en fast t far man yield kurven for nullkupongobligasjoner med varierende 7'
For kupongobligasjoner med markedspris p(t), kuponger ¢; pa tid T; for i=1,...,n, far man intern-

renten, yield to maturity(YTM) ved a lgse ut y i likningen

n—1
p(t) = Z cie VT 4 (e, + K)e ¥ T
i=1
gjerne numerisk. En yieldkurve er ofte stigende. Intuisjonen er at nar forfalltidspunktet gker sa
gker usikkerheten pa renten.
Nar vi na har sett pa konsepter rundt obligasjoner skal vi bevege oss mot kredittderivater hvor
disse fungerer som underliggende. Disse kredittderivatene har til tider veert sveert populeere, og i

neste avsnitt skal vi gi litt innsikt i mangfoldet, samt se litt pa den foregdende finanskrisen.



2 Kredittderivater

I dette kapittelet gjennomgaes termene rundt kredittderivater og kredittrisiko, for vi gar over til de
forskjellige variantene av kredittderivater med saerlig fokus pa CDS og syntetiske CDOer. I tillegg

nevnes kort subprime- og finanskrisen og dens pavirkning pa markedet.

Et kredittderivat er et finansielt instrument avledet av underliggende kredittﬂ, bygget pa en avtale
mellom to parter, der utbetaling (for investor) skjer om en forhandsdefinert kreditthendelse oppstar
knyttet til kreditten(Cecchetti & Nappo, 2012). En kreditthendelse er ofte mislighold, men kan i
noen sammenhenger veere endring i kredittverdighet pa underliggende samt endring i den lgpende
renten. Med andre ord er det et instrument brukt for a overfgre risiko mellom parter i markedet.

Det er flere arsaker til at det eksisterer et slikt marked:

e Man kan redusere risikoen samt oppna sikring av eksisterende risikable posisjoneI[ﬂ
e Spekulering, ved at man har en annen oppfatning av utviklingen i markedet.

e Utnytte arbitasjemuligheter, altsa misprisinger i markedet.

Motivasjonen for dannelsen av et slikt marked var i bunn og grunn for at banker som satt pa
store utlansportefgljer kunne spre risikoen til andre deltakere i markedet ved & selge risikoen i
form av kredittderivater. Dette markedet hadde en rivende utvikling i starten fordi banker kun-
ne flytte risikoen pa noen av sine utlansportefoljer, og dermed forbedre sine kapitaldekningskrav
etter Basel-reglene. I tillegg gav det enorme muligheter for spekulasjon. Det gav og gir fortsatt
muligheter til en effektiv mate for banker a avlaste eller for investorer & pata seg kredittrisiko. I
tillegg kjgper banker ekstra kredittrisiko ved & selge kredittderivater for a gke avkastningen i sin
portefslje og som et alternativ for & starte opp lérﬂ

Det er flere typer kredittderivater, og utviklingen har veert enorm siden forste utstedelse i 1993.
Credit Linked Notes (CLN), Residental Mortgage Backed Sequrities(RMBS/MBS), Basket Default
Swaps, Credit Default Swaps (CDS), Collateralised Debt Obligation (CDO) og syntetisk CDO har
veert de mest omsatte. Nar det gjelder CDS er det ogsa mulig a handle pa indekser av disse hvor
markedslederne er iTraxx Europe og CDX North America. Kredittderivater omsettes ikke pa bgrs,
men i annenhandsmarkeder, slik at kontrakten og handelen inngéas direkte mellom selgeren og
kjoperen. Siden dette kan veere tidkrevende og samtidig involverer veldig store summer er mar-
kedsdeltakerne som oftest de store forretnings- og investeringsbankene.

The International Swaps and Derivatives Association(ISDA) arbeider for at handel med kredittde-
rivater skal bli tryggere og mer effektiv via kontinuerlige forbedringer av infrastrukturen og gjgre

markedet mer transparent.

2.1 Kredittrisiko

Vi vil her kort definere hva man mener med kredittrisiko og introdusere ratingbyraenes skala for

a vurdere kredittkvaliteten pa obligasjonsutstedere. Kredittrisiko er overhengende definert som

2Eksempler pa underliggende i kredittderivater er boliglan, obligasjoner, billan, kredittkortgjeld og liknende

3Dette kalles hedning, hvor man replikerer en posisjon i markedet.

4Forklaringen er at et salg av et kredittderivater gir faste inntekter i overskuelig framtid, mot risikoen ved & péta
seg forsikringsansvar.



risikoen for at laneren ikke overholder sine betalingsforpliktelser til utlaneren i framtiden eller at
renten som lgper forandrer seg over tid(Schlésser, 2011). Selv for en obligasjon hvor sannsynligheten
for konkurs eller mislighold i selskapet liten, kan tapet om det fgrst oppstar utgjore en betydelig
sum for investoren. Derfor er det viktig a overvake samt a modellere denne kredittrisikoen. Det er
stort sett to kilder til kredittrisiko(Korsnes, 2008):

e Konkursrisiko, altsa risikoen for at selskap gar under, slik at kun brgkdelen av obligasjonen
utbetales. For en investor i et kredittderivat er risikoen da forbundet med hva han/hun ma
betale ut ved en kreditthendelse. Risikoen for hvor stor brgkdel av den nominelle verdien til
kontrakten som er igjen kalles recovery—risiko[ﬂ

e Markedsrisiko, ved at markedsverdien pa verdipapiret forandrer seg over tid. Faktorer som
bestemmer dette er forandringer i renter, likviditet og bevegelser i kredittverdigheten. Altsa

kontraktens mark-to-market-verdi kan endre seg, slik som det er for aksjeposter.

Ved siden av elementene for kredittrisiko forbundet med individuelle utstedere er det ogsa viktig a

betrakte fglgende nar man behandler kredittderivater med portefgljer av forskjellige underliggende:

e Konkurskorrelasjon, risikoen for at flere selskaper gar konkurs pa samme tid.
e Kredittkvalitetkorrelasjon, korrelasjon mellom kredittkvaliteten selskapene imellom.

¢ Risikobidrag, altsa bidraget hvert selskap har pa den totale risikoen i portef(z)ljenﬂ

Kredittvurderingsselskaper som Moody’s og Standard & Poor’s har et eget system for a vurdere
selskapers og staters kredittrisiko, ogsa kalt kredittverdighet. Disse vurderingene er gjort pa bak-
grunn av markeds- og industrispesifikke forhold, samt selskapets forventede utvikling. I hovedsak
gir en kredittvurdering en indikator pa sannsynligheten for mislighold av obligasjonen utstedt av
selskapet og selskapets finansielle posisjon ved en eventuell konkurs. En kategorisering er gjengitt i
tabell [I| nedenfor suksessivt fra AAA til D, ved bruk av skalaen til ratingbyraet Standars & Poor’s,

med forklaring:

AAA Ekstremt sterk kapasitet til a mgte sine forpliktelser

AA Kun liten forskjell i kredittverdighet AAA

A Stor kapasitet til a mgte forpliktelser, men litt mer elastisitet i forhold til konjunkturer
BBB Tilfredstillende forventet kapasitet, men mer sensitiv til selskapets markedverdi

BB til C | Spekulative obligasjoner. BB er minst spekulativ, mens C er hgyest.

D Selskapet er konkurs eller tilnsermet.

Tabell 1: Kredittverdighet obligasjoner. Skala: Standard & Poor’s

Na som vi har redegjort i det sma for noe av risikoen forbundet med obligasjoner og portefgljer
av dem skal vi na i de neste avsnittene ta for oss en redegjorelse av forskjellige sentrale kredittde-

rivater pa markedetﬂ og som blir brukt i oppgaven.

5Pa norsk heter dette gjenervervelsesrate. Jeg vil videre i oppgaven prgve & bruke det engelske ordet, da jeg ser
pa det som et godkjent lanord.

5Jfr. systematisk risiko i klassisk portefgljeteori ved CAPM

"Noen av dem er ikke lenger & anse som et marked for etter finanskrisen, se kap for mer om dette



2.2 CDS

Det mest vanlige produktet pa dagens kredittderivatmarked er Credit Default Swaps(CDS). En
slik kontrakt forlgper seg pa fglgende mate: Kjgperen av forsikringen, A, betaler inn en periodevis
premie til B, utstederen av forsikringen(investor), fram til en pa forhand avtalt kreditthendelse
oppstar eller ved kontraktens forfall. I retur vil B utfere en betaling til A som dekker det even-
tuelle tapet hvis kreditthendelsen oppstar i kontraktens levetid(Eberlein & Frey, 2010), se figur
Overfgringen av risikoen skjer derfor pa samme mate som en bilforsikring, der forsikrer er pliktig
til en utbetaling om en pa forhand avtalt hendelse oppstar. Choudhry (2004) betrakter posisjonen
i en CDS som kort eller lang: A kjope (selge) beskyttelse kan sees pa som & ta en lang (kort)
posisjon i en CDS. En forsikringkjgper vil derfor ga kort i den underliggende obligasjonen. Man
trenger ikke ngdvendigvis a eie underliggende obligasjon for a kjope en CDS, og folgene av dette

er at arbitrasjejegere kan utnytte forskjeller i spreaden i CDS-markedet og obligasjoner.

Framis

innbetalinger
Forsikrings- % Forsikrings-
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Figur 1: Strukturen rundt en CDS-kontrakt

Det er flere typer kreditthendelser som pa forhand kan defineres i kontrakten(Deutsche Bank,
2009):

e Utstederen av obligasjonen gar konkurs

e Forfallstidspunktet endrer seg pa obligasjonen ved en utsettelse eller innkorting

En forsgmmelse som fglge av brudd pa kontrakten i obligasjonen

Betalingsproblemer hos obligasjonens utsteder, feks kupongrenter som ikke betales eller re-

duksjon pa hovedstolen.

Oppstar forste punkt over, konkurs, betaler fgrst kjgperen inn oppsamlet premie siden forrige
betaling hvorpa selgeren foretar en utbetaling. Som oftest er utbetalingen et sékalt fysisk oppgjor
der kjoperen leverer obligasjonen eller en liknende til selgeren og mottar da hovedstolen. Selgeren
kan da selge obligasjonen videre eller kreve det gjeninnhentede belgpet fra utstederen. Vanligvis
betales CDS-premiene kvartalsvis og dem er uttrykt i arlige basispunkter(bp) av hovedstolen(ECB,
2008). Et basispunkt er 0.01%.

En CDS-kontrakt kan innebaere motpartrisiko, altsa risikoen for at motparten ikke kan dekke tapene

ved en kreditthendelse. Derfor vil kjgperen av CDS-kontrakten handle fra forskjellige aktgrer som



tilbyr forsikring pa underliggende. Premienes utvikling fglges noye av deltakere i markedet og
fungerer som en indikator pa markedets forventninger samt risikonivaet generelt pa obligasjoner.

I denne oppgaven blir CDSer brukt som en referanseportefglje underlagt en CDO. Dette blir forklart
litt senere, men fgrst skal vi se pa to andre instrumenter: Basket swaps og credit default swap

indekser.

2.2.1 Multi-Name CDS/Basket swaps

For investorer med portefgljer av flere obligasjoner gjgres sikringen ofte via basket default swaps(Wang
et al., 2006). Markedet har da utviklet flere typer, og de mest brukte er first-to-default swaps,
second-to-default swaps og n-th to-default swaps. Med henvisning til den underliggende portefgljen
av obligasjoner gir first-to-default swap en forsikring for kun den fgrste kreditthendelsen. En second-
to-default swaps gir kun kredittbeskyttelse for at den andre obligasjonen opplever en kreditthen-
delse og analogisk gir en nth-to-default swap kun for den n’te kreditthendelsen i portefgljen. En
nth-to-default swap virker slik at investoren ikke utbetaler noe pa de n-1 fgrste misligholdene,
men fgrst nar den n’te obligasjonen opplever en kreditthendelse. Samtidig utlgper kontrakten og
investoren utbetaler et belgp. Merk at selv om en basket swap kun gir beskyttelse for deler av
portefgljen, kan den veere gunstig da den er mye billigere, og fungere som et alternativ mot a
forsikre hele portefgljen.

En basket swap er en kontrakt som er mer etterspurt av investorer med forventninger om frekvenser
av mislighold heller enn mer spesifikt rundt hvert selskap. For banker som ikke vil selge unna lanene
sine og dermed risikere kundeforhold er basket swaps en mulighet. Det gir bedre kapitaldekning og

frigjgr ressurser til andre formal via denne overfgring av risikoen.

2.2.2 Credit Default Swap Indeks

En CDS indekskontrakt gir beskyttelse mot kredittrisikoen til en standarisert pakke av referanse-
obligasjoner. En stor variasjon av slike indeksprodukter ble introdusert for & skape et segment i
markedet med muligheter for flere deltakere. En slik indeks er ganske anderledes i mekanikken enn
en single-name CDS, der premieinnbetalingene stopper opp ved en kreditthendelse. For en indeks
derimot sa fortsetter innbetalingene, men da basert pa en redusert samlet nominell verdi, siden
feerre referanseobligasjoner blir beskyttet. Det er idag hovedsakelig to slike familier av indekser
som begge er standardisert pa samme vis med tanke pa komponeringen, premiebetalinger og for-
fall: CDX som dekker Nord-Amerika og fremvoksende gkonomier, og iTrazz som dekker Europa og
Asia. De to mest handlede indeksene er CDX.NA.IG og iTraxx Furope IG, utarbeidet av Markitﬂ
som begge har 125 likt vektede selskaper som alle er investment grade(IG ﬂ med forfallstidspunkt
pa hhv 3, 5, 7 og 10 ar. Denne portefgljen bestar av de mest handlede CDSene i volum og blir
fornyet hver sjette maned ved votering. Dette skjer 20.mars og 20.september hvert ar og portefsljen
forblir slik i seks maneder om ikke det skjer en kreditthendelse hvorpa den bergrte referanseobliga-
sjonen gar ut av serien. En serie er ”off-the-run” nar det har gatt et halvt ar etter oppstart. Denne
kan fortsatt handles pa.

En standard kontrakt pa indeksen er beskyttelse av kreditt pa en verdi av 10 millioner euro pa

8Markit er et selskap som eier, styrer, utarbeider og publiserer indeksene(Reuters, 2008)
9Med investment grade, menes selskaper med Standard & Poor’s kredittrating hgyere enn BB



de underliggende selskapene for henholdsvis 3,5 7 og 10 ar forfall. I figur [2] under ser man den
nominelle totale verdien(svart linje) som til enhver tid er underlagt iTraxx Europe IG 5Y-indeksen
under og etter finanskrisen. Man ser at det er den 9.serid'| fra finanskrisen som fortsatt er den
med mest forsikret verdi, mens de andre blir mindre aktivt handlet nar en ny serie begynner. Vi

ser ogsa at det er stort sett like mye verdi forsikret pa seriene.
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Figur 2: Itraxx Europe IG 5Y 2008-2012. 8.-17.serie Kilde: DTCC(2012)

Premieinnbetalingene, eller coupon spreaden som forblir fast, betales inn hvert kvartal av
kjoperen og blir bestemt pa starten av hver serie. Ved en kreditthendelse pa en referanseobligasjon
blir utbetaling gjort ved fysisk oppgjgr. Kjoperen leverer da obligasjoner fra referanseutstederen lik
verdien av den vektede summen, for eksempel 1/125=0.8% multiplisert med den totale nominelle
verdien for kontrakten. I gjengjeld gir selgeren(investoren) den opprinnelige nominelle vektede ho-
vedstolen til kjgperen. Etter dette blir det nominelle belgpet i kontrakten redusert, mens coupon
spread forblir uforandret.

Spreaden/premien man finner i markedet er market spread, og avhenger av forventninger om ut-
viklingen samt tilbud og etterpgrsel. Kursdataene til market spread, som forandres kontinuerlig, er
ofte anderledes enn coupon spread, og det blir gjort kompensasjoner for dette. Er market spread
hgyere pa et tidspunkt enn coupon spread ma kjoperen av kontrakten i tillegg til coupon spreaden
betale forskjellen i spread til selgeren. Denne forskjellen betales i naverdi i basispunkter av det
nominelle belgpet ut perioden/kvartalet. I tillegg til ordinser premiebetaling pa en CDS indeks
eksisterer det ogsa opsjoner og terminkontrakter pa bevegelsen til spreaden samt muligheten til &

handle pa standardiserte transjer. Sistnevnte blir beskrevet nsermere i fglgende kapitler.

2.3 CDO

En collateralized debt obligation(CDO) er et verdipapir stottet opp av en diversifisert portefolje av
kredittinstrumenter som lan og obligasjoner(Hovedkilde:Rakkestad, 2006). Veien fram til utstedelse

og salg i markedet kan minne om det man kjenner som verdipapirisering(securitization). Prosessen

iTraxx Europe IG 5Y 9.serie hadde oppstart 20.mars 2008 og forfall 20.juni 2013



nar diversifiserte portefgljer av underliggende kredittinstrumenter som en bank sitter pa blir om-
gjort til salgbare verdipapirer via et spesialforetak(SPV), kalles verdipapirisering. Spesialforetaket
er et uavhengig og som forméal konkursfritt foretak innunder bankens virke eksklusivt dannet for &
kunne utstede CDO. Denne overdragelsen fra bank til SPV blir finansiert ved at SPV utsteder en
spesiell type obligasjoner, Asset-Backed Securities(ABS), pa den underliggende kontantstrgmmen
som fglger fra kreditten. Kjgperne av ABS, investorene, far betaling minus servicekostnader pa
avtalte tidspunkter nar portefgljen nedbetales pa vanlig mate, og dem opphgrer a eksistere nar de
opprinnelige kredittinstrumentene er nedbetalt eller gar konkurs.(Schlésser, 2011)

Helt generelt skiller CDO seg fra tradisjonell verdipapirisering beskrevet over ved at CDOer ut-
steder ABS i ulike kredittvurderte risikoklasser, ogsa kalt transjer. Disse transjene har forskjellig
prioritet pa den underliggende kontantstrommen. Avhengig av om det er obligasjoner eller lan som
er underliggende klassifiseres den henholdsvis (av markedsoperatgrer) som en collateralized bond
obligation(CBO) eller en collateralized loan obligation(CLO). Hvis spesialforetaket til en CDO eier
underliggende portefglje refereres CDOen som en kontantstrom-CDO. Men dersom spesialforetaket
ikke eier underliggende og istedenfor patar seg kredittrisiko gjennom & selge kredittderivater, CDS,
pa underliggende referanseobligasjoner refereres CDOen som en syntetisk CDO (Wang, 2006).
Basert pa motivasjonen til banken, kan CDOene grupperes som balansestyring- og arbitrasje-
CDO, etter formalet med a opprette dem. Et eksempel pa balansestyring kan veere at banken
bruker spesialforetaket pa a flytte lan eller obligasjoner fra sin egen balanse og dermed forbedre
sitt kapitaldekningskrav. Ved & overfgre risikoen for en laneportefglje til andre investorer, vil en
bank kunne frigjore signifikante mengder kapital da kapitaldekningskravet reduseres. Motivasjo-
nen for arbitrasje-CDO er a drive arbitrasje pa avkastningsforskjellene mellom den underliggende
portefgljen og transjene. Til tider sto arbitrasje-CDO statt for 80 % av all handel.

I prinsippet star utstederen av CDQOen helt fritt til & bestemme antall transjer og deres stgrrelser.
Hver transje har et nedre innslagspunkt og et gvre utslagspunkt. Nar det kumulative prosentvise
tapet til den underliggende portefgljen gar over innslagspunktet, reduseres investorenes andel pa
palydende. Nar tapet rekker over utslagspunktet har investorene ingen andel igjen pa palydende

og flere tap i transjen er ikke mulig. Det er mest vanlig & dele transjene inn i tre hovedkategorier:

e Seniortransje
e Mesanintransje

e Underordnet transje/egenkapitaltransje

Disse kategoriene kan vaere inndelt i flere og mindre transjer, og seniortransjen har hgyest og
egenkapitaltransjen har lavest prioritet pa kontantstreommen. De fleste transjene utenom egenka-
pitaltransjen blir kredittvurdert, noe som reflekterer risikonivaet en patar seg ved & investere i
de ulike transjene. Eksempelvis kan investorer i egenkapitaltransjen ha andel pa tapene fra 0-3 %,
mesanintransjen 3-10 % og seniortransjen 10-30 %. Tilretteleggeren av CDOen, banken, holder ofte
egenkapitaltransjen selv, da den er lite salgbar til investorer grunnet dens store risiko. Lgpetiden pa
de spesifiserte transjene ligger nzert oppunder lgpetiden pa den underliggende kreditten, om ikke
kreditthendelser sgrger for at transjens andel av tapet er oversteget for den tid. Ofte er den under-
liggende portefgljen av slike aktiva diversifisert og tilnsermet homogene, og korrelasjonstrukturen

er en viktig del av analysen av slike strukturer.
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Figur 3: Global handel av kontantstrgms-CDQO. Tall i milliarder dollar. Kilde: Federal Reserve
(2012)

I figur [3| over ser man utviklingen i handelsvolumet til kontantstrgm-CDOer siden millennium.
Man ser det apenbare, at dette kredittinstrumentet var en dgﬁgnﬂueEl grunnet sin store risiko og
uoversiktelighet. Toppen ble nadd i arsskiftet 2006/2007 med tilnsermet stopp i handelen sommer-
en 2008. Det var da et instrument som skapt for a blase opp bobler(Deckan, 2010). CDOer har
derfor en usikker fremtid. Utstedelser av disse opphgrte i 2008 og det er en offentlig mistro mot

disse som er sannsynlig & vedvare, om ikke effektive reguleringer kommer pa plass.

Nar vi na har sett pa CDO-strukturen, gar vi videre og konsentrerer oss om varianten der kreditt-

derivater er underliggende, istedenfor boliglan og kredittkortgjeld, sakalte syntetiske CDOer.

2.3.1 Syntetisk CDO

Strukturen til en syntetisk CDO er ikke helt ulik kontantstrgms-CDO som ble beskrevet i for-
rige avsnitt. Forskjellen na er at spesialforetaket ikke overtar eierskapet pa den underliggen-
de portefgljen slik som ved en ordinzer CDO. Risiko og avkastning blir na overfgrt gjennom
transjer til investorene ved at spesialforetaket utsteder CDSer pa kreditt fra den underliggende

portefgljen(referanseportefgljen).

"Dette er mine egne personlige betraktninger
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Figur 4: Strukturen til en syntetisk CDO

CDSene pa de ulike selskapsobligasjonene i referanseportefgljen blir kjgpt opp i markedet pa
vanlig mate og danner en kontantstrgm av periodiske premieutbetalinger inn til spesialforetaket.
Disse transjeres sa direkte ut til investorene pa lik mate som for en ordinser CDO, der priori-
teringsrekkefglgen pa premiene bestemmes av transjenes prioritet og forpliktelser ved eventuelle
kreditthendelser, se figur {4] over. Transjeinvestorene kompenserer kjgperne av CDS for eventuelle
tap i referanseportefgljen som overskrider innslagspunktet men som er lavere enn utslagspunktet.
Jo lavere innslagspunktet pa transjen er, jo hgyere er risikoen forbundet med den og fglgelig pre-
mien ogsa til transjeinvestorene.

I tillegg til & veere en diversifisert indeks og et fikspunkt av likvide CDSer i markedet er iTraxx
Europe IG ogsa ganske lik en syntetisk CDO, da kontantstremmen transjeres ut til investorer{ﬂ
Hver indeksserie oppgir gjennomsnittlig spread(indeksen) for alle CDSene i portefgljen. Fra 2003
ved indeksen sin oppstart til begynnelsen av 2009 fikk investorer i egenkapitaltransjen et pa forhand
avtalt belgp (i prosent) av transjens andel av palydende i tillegg til en arlig spread pa 500bp, mens
de resterende transjene hadde flytende arlig spread basert pa markedets forventninger om indeksen

og kontantstrgmmene.

Serie \ Transje 0-3% | 3-6% | 6-9% | 9-12% | 12-22% || CDS indeks
28.september 2007 | 19% | 92bp | 37bp 24bp 15bp 36bp
28.september 2008 | 42% | 595bp | 320bp | 170bp 75bp 117bp

Tabellen over er fra et eksempel pa en syntetisk CDO, ved den transjerte DJ iTraxx Europe

12G8trukturen er lik for syntetisk CDO og de transjerte indeksene. Men det ikke en syntetisk CDO i rette forstand
siden iTraxx Europe IG er ufinansiert(Wang, 2006). Men for a lette pa trykket vil jeg i denne oppgaven i noen
sammenhenger betrakte iTraxx som en syntetisk CDO, slik tittelen pa oppgaven hinter til
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8. og 10.serie. Vi ser at indeksen har 5 transjer: [0, 3], [3, 6], [6, 9], [9, 12], [12, 22] i prosent av totale
palydende. En investor i 3-6%-transjen ville 28.september 2007 motta 92bp av palydende mot a
forsikre mot eventuelle tap som bergrer transjen. Vi ser at blandt annet Lehman Brothers kollapset
i september 2008, og transjespreadene gkte betraktelig mellom disse to arene. (Glasserman et.al,
2012).

I figur 5| under ser vi at toppen pa indeksen var over 200bp i arsskiftet 2008/2009. Arsaken til
dette var at markedet var i den oppfatningen at veldig mange selskaper i Europa i overskuelig
framtid ville bli betalingsudyktige. Vi ser ogsa at transjepremien til egenkapitaltransjen er sterkt

korrelsert med indeksen, og at indeksen(i denne illustrasjonen) er pa vei mot samme niva som for

finanskrisen i 2007 pa rundt 20-30bp arlig]
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Figur 5: Itraxx Europe Serie 6-9 Versjon 1 2007-2013. Indeksspread (bid) venstre akse, og pa
forhand avtalt belgp for egenkapitaltransjen, U, hgyre akse. Kilde: Markiﬂ

Under og etter finanskrisen har seerlig den transjerte Itraxx Europe-indeksen gjennomgatt store
forandringer i strukturen. Dette har veert for & bgte pa den store usikkerheten i markedet og da
seerlig grunnet sveert volatile kurser og forventninger i perioden rett for og under markedsuroen.
Med innfgring av forhandsbelgp for flere transjer ville man redusere motpartrisikoen. Fglgende

forandringer er blitt gjort siden oppstarten i 2003(Cecchetti& Nappo, Banca D’Italia, 2012):

e — Januar 2009: For 0-3%-transjen pa forhand avtalt belgp (upfront) Up 3 med en fast spread
pa 500bp av palydende. Ingen fast spread for de gvrige transjene.
e Mars 2009 — Januar 2010: For 0-3%-,3-6%- og 6-9%- transjene upfront med en fast spread

pa 500bp av palydende. Ingen fast spread for de resterende seniortransjene.

13Fra artikkel i Financial Times: Johnson& Oakley (2009)
!4Indeks- og transjespreader pa manedlig basis for Markits mest handlede indekser er tilgjengelig gratis pa
http://www.creditfixings.com/CreditEvent Auctions/itraxx.jsp
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e Mars 2010: For 0-3%-transjen upfront med fast spread 500bp pa palydende. Transje 3-6%
og 6-9% upfront med fast arlig spread pa 300bp. Transje 9-12% og 12-22% upfront og fast
spread pa 100bp.

e Mars 2010 — Okt 2010: Transje 0-3%, 3-6% og 6-9% upfront med fast arlig spread 500bp.
Transje 9-12% og 12-22% upfront i tillegg til en arlig spread pa 100bps

e Nov 2010 — Idag"}

0-3% | 3-6% | 6-9% | 9-12% | 12-22% | 22-100%
Upfront Uosz | Use| Uso| Usiz| Uizoa | Uz ioo
Fast spread | 500bp | 500bp | 300bp | 100bp | 100bp 100bp

Vi ser i tabellen over at alle transjene na har et forhandsbelgp i tillegg til en arlig fast spread,

som blir bestemt av markedspriser.

Vi har na gatt igjennom teorien og formalet til sentrale kredittderivater i finansmarkedet: CDS,
indekser pa CDS, CDO og syntetisk CDO ved eksempel pa den transjerte iTraxx-indeksen. For
mange, og selv i dagligtale, er endel av disse fortsatt synonymt med den foregaende finanskri-
sen. Derfor vil jeg i det neste avsnittet presentere et lite sammendrag, med et seerskilt fokus pa

ovennevnte kredittderivaters rolle i denne.

2.4 Subprime- og finanskrisen

Jeg vil na kort redegjgre for subprime- og finanskrisen i perioden 2007-2009, og seerlig kredittderi-
vatenes rolle i dette, der handelen i disse de foregaende arene hadde veert enorm. Diskusjonen rundt
de makrospesifikke- og sosiale aspektene av finanskrisen er utenfor rammen for problemstillingen
i denne oppgaven, men likevel er det fornuftig med litt innsikt, da krisene fikk store konsekvenser
for bankvesenet og dermed likviditeten i markedet. Kildene for dette avsnittet er Schlésser(2011),
Secchetti (2012), Hellwig (2009) og Donneli (2010).

I februar 2007 begynte flere hus- og pantelan(mortgage) a forspmmes i USA og subprimekrisen
var igang{T_gl Etter at indeksen Dow Jones Industrial Average slo rekorder 19.juli 2007 med all-
time-high verdi pa 14000, begynte nedadgaende trender a oppsta i verdens finansmarkeder. 1 lgpet
av den tiden oppnadde ratingbyraer en lavere tiltro i markedet, grunnet deres feilberegninger av
flere kredittderivater, slik som MBS(Mortgage Backed Sequrities)E] og CDO. Flere CDOQer var da
bygget opp av huslan med lav sikkerhetp—_g] og dem var av ratingbyraene blitt gitt hgye kredittver-
digheter{r_g], slik at dem kunne bli solgt til investorer over hele kloden. Ratingbyraene hadde blant
annet oversett betydningen av smitteeffekter og konkurskorrelasjon, og strukturene i kredittderi-

vatene var ofte uoversiktlige slik at dem blant annet var vanskelige & stressteste. Det var fgrst noen

15Fra Mars 2012 kunne man handle pa superseniortransjen 22-100%.

16Se artikkelen til Demyanyk & Hemert(2009) for mer informasjon om &rsakene til subprimekrisen.

'"MBS var CDOer med hus- og pantelan som underliggende, med den forskjellen at dem ikke var transjerte.

18 Arsaken til dette var faktisk politisk motivert, da myndighetene i USA gnsket at flere skulle fa tilgang pa lan
for a kjgpe hus. De gav ogsa kapital til investeringsbankene Fannie Mae og Freddie Mac for a kjgpe MBS med lav
sikkerhets lan som underliggende

19T huslansmarkedet var CDOer som var pakket sammen av verdipapir pa pantelan gitt topprating, dvs. AAA av
Standard & Poors
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maneder inn i subprime-krisen at ratingbyraene begynte a redusere kredittverdigheten pa flere av
disse kredittderivatene. Dette gav en kollaps i den amerikanske pante- og huslansindustrien som
ble etterfulgt av en likviditetskrise som dermed pavirket hele finansbransjen. Dette ble sa sveert
synlig i september 2008 etter flertallige konkurser, med myndighetenes redningsoperasjoner for a
redde flere store banker og forsikringsselskaper slik at gkonomien ikke skulle stoppe helt opp. Etter
at summen pa kredittbeskyttelse solgt gjennom CDOer i denne perioden klatret opp til 1000 milli-
arder dollar, matte investorer ta pa seg tap pa opptil 90% pa kontrakter der finansinstitusjoner var
underliggende. DAX 30 og S&P500 hadde da tapt rundt 20% inntil kollapsen i den finansielle sek-
toren september 2008, hvor fallet av Lehman Brothers for mange markerte starten pa finanskrisen.
Syntetiske CDOer muligjorde verdipapirifiseringen til & fortsette a utvide pa tross av nedtappede
huslansmarkeder, fordi dem gav spekulanter mulighet til & innga veddemal pa fall av flere inves-
teringsbanker, siden dem var i besittelse av flere MBS. Dette gjorde at krisen fortsatte@ Med
den lave tiltroen til ratingbyraene samt restriksjoner pa utlan og en pagaende likviditetskrise var
det ikke lenger et marked for vanlige kontantstrgms-CDOer, se figur |3 Likevel har markedet for
transjerte CDS-indekser, CDS og andre kredittderivater klart seg bedre, noe som kan observeres
i figur [6] nedenfor. En utflating oppstod i 2009 etter fallet fra 2008, med et stigende marked for
kredittderivatportefgljer. En artikkel fra Bloomberﬂ2013) peker pa at markedet for syntetiske

CDOer er i blomstring igjen, siden investorer sgker alternativer til obligasjoner mad rekordlave

yields(avkastninger).
Motional amounts of credit derivatives (BIS)
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Figur 6: Kredittderivatmarkedet 2004-2011. Kilde: FT Alphaville v/Lisa Pollack (2012)

kulti-name — — hulti-name (% of Total) |

Single-name

2Dette er arsaken til at iTraxx Europe IG 5Y 9.serie med oppstart 20.mars 2008 fortsatte & veere den mest
handlede selv om den var ”off-the-run”, som vi skal se i kapittel5.4.2

21Ge http://wuw.bloomberg. com/news/2013-03-20/synthetic-cdos-making-comeback-as-yields-juiced.
html
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3 CDO prising, det elementaere rammeverket

For a prise en CDO trengs det et elementeert rammeverk som her blir presentert. I det fglgende
legger vi til grunn at strukturen er en syntetisk CDO med referanseportefglje av obligasjoner og
en portefglje av single-name CDSer. Men fgrst litt rekapitulering: Transjeinvestorene far en beta-
lingstrgm av premieutbetalinger ved faste tidspunkt. Ved en kreditthendelse i referanseportefgljen,
og om det totale tapet overstiger transjens innslagspunkt ma investoren foreta en utbetaling. Sen-
trale kilder brukt i kapittelet er her Schlosser(2011), Kalemanova(2007) og Wrampelmeyer(2007).

3.1 Elementsere prisingsuttrykk

Det foreligger enkelte antagelser som forenkler matematikken noe og underbygger strukturen. Disse

antagelsene ligger ikke sa langt unna virkeligheten:

e {5 er tiden man verdsetter CDOen og trenger ikke veere utstedelsestidspunktet.

e Premiene fra CDS-portefgljen har en fast spread s unik for transjen, og som bestemmer
premien pa transjens gjenvaerende palydende. Den innbetales gjennom lgpetiden pa faste
tidspunkter t; < --- <t, =T, der T er forfall pa den syntetiske CDOen.

e Transjens innslagspunkt K; og utslagspunkt Ko er unike for transjen og er i andel av
palydende verdi av referanseobligasjonen, dvs 0 < K7 < Ky < 1.

e Netto tapsandel LfKLKQ)(t) til transjen av portefgljens tap Lﬁ)mefwlje(t) blir betraktet etter
recovery(gjenervervelse) fra obligasjonene. Recoveryraten til obligasjonene er enten generelle,
R, eller individuelle, R;. For enkelhets skyld antar vi at premiene betales i overenstemmelse
med palydende verdi av referanseobligasjonen pa samme tidspunkt.

e Diskonteringsraten r(t) er uavhengig av transjens tap Lﬁ(h KQ)(t). @

3.1.1 Transjepremien

Vi tar i bruk risikongytral verdsetting med sannsynlighetsrommet Q, og den risikongytrale diskon-

W) skrives som B(tg, t;).

teringsfaktoren Egle™ Jig 7(
Premieinnbetalingene til en transje for en pafslgende periode er avhengig av andelen til gjenvaeren-
de palydende og den faste transjespreaden s, som gir oss At; - s-[1 — L?KL Ko
konstante tidsintervaller. Den forventede naverdien av alle transjens premieinnbetalinger (Premium

Leg) blir da

)(ti)] nar man bruker

n N
PL = Z Atl + S - EQ |:<1 —_ Lf{Kl,Kz)(t2>> e* ftO r(u)du:| ’
=1

og ved bruk av uavhengighet mellom rente og transjens tap far vi
n
=3 nt;-s- (1 - ELle’KQ)(tiD - Blto, 1;). (3.1.1)
i=1

Utbetalingene fra investorene skjer forst ved en kreditthendelse i referanseportefgljen, og kun om

22Denne antagelsen gjores ofte i akademia, og forenkler arbeidet videre betydelig.

16



transjen barer tapet. Dette skjer kontinuerlig og det avhenger av utviklingen til transjens taps-
andel LFKL K2)(ti). En utbetaling fra investor gitt ved AL?KI’ KQ)(ti) skal i utgangspunktet skje
momentant. Schlosser (2011) uttrykker derfor den forventede naverdien av utbetalingen (Default
Leg) som et integral

tn .

_ —Jiyr(wdu ;- R
DL = Eq [/t e ottt udL(KLKZ)(S)] )

0
men dersom antagelsen om at utbetalinger kun skjer ved de faste tidspunktene gjelder og ikke
umiddelbart ved en kreditthendelse unngar vi integrasjon og kan heller presentere uttrykket for

utbetalingene som en sum:
. bip(u)du
DL %EEQ |:e fto ( )d <L5K17K2)(tz) — Lle,Kz)(ti_1)>:|
i=1
=" Blto,t:) (ELle,KQ)(ti) . ELle,KZ)(ti_l)) . (3.1.2)
i=1

Man ser tydelig at det er differansen mellom tapene i den forrige perioden som utgjgr utbetalingene
i begynnelsen av den pafglgende, gitt at antagelsen om utbetalingstidspunkt gjelder.

Ved bruk av ekvivalensprinsippet for kontantstrgmmer fra forsikringsteori far man den unike tran-
sjespreaden s, ved a sette kontantstrgmmene og lik hverandre pa verdsettelsestids-
punktet ¢ = tg, altsa PL = DL:

3 s AtiB(to, ;) (1 - EL?KI’KQ)(ti)) =" Blto. t:) <EL?K1’K2)(ti) - EL?KLKQ)(ti_l)) :
=1 i=1

som gir utgangspunktet for premiebetalingene, altsa transjespreaden

2im1 (ELﬁKl,Kg)(ti) - ELﬁKl,Kg)(ti_1)> - Blto, ti)

. - (3.1.3)
S At (1 _ EL(KLKQ)(@)) Blto, t:)

S =

I dette intuitive uttrykket over er det opplagt at det er fordelingen til transjetapet som er det
sentrale i fastsettelsen av spreaden. Diskonteringsfaktoren er ogsa interessant, men ved a ta
nermere i betraktning ser man at den omtrent annuleres. I neste avsnitt vil vi presentere et
uttrykk for tapsfunksjonen, som blir viktig i det malrettede arbeidet videre som tar sikte pa a

finne fordelingen.

3.1.2 Portefdljens tapsfunksjon

Til & begynne beskriver vi referanseportefgljens akkumulerte tap pa N obligasjoner. Vi vil i det
fglgende bruke noe ny notasjon: For obligasjon i er W; andelen pa portefgljens palydende, og 7;
er det teoretiske konkurstidspunktet. Er konkurstidspunktet passert for en obligasjon blir tapet
(1 — R;)W;. Referanseportefoljens aggregerte tap pa tid ¢ blir da:

" N 1 <t
Lportef(zjlje(t) = Z(l - Ri)WiI{Ti<t}7 I{'ri<t} =
i=1 0 >t
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der indikatorfunksjonen returnerer 1 om konkurstidspunktet er passert. L (t) summerer

portefolje
over alle tapene (1 — R;)W; i referanseportefoljen. En forenkling i arbeidet videre er antagelsene om
like recoveryrater R; = R og like andeler av palydende for alle obligasjonene, slik at W; = W = %

Det aggregerte tapet kan na bli uttrykt som andel av den totale portefgljen:

N

1
L;I){ortefolje(t) = Z(l - R)NI{T«;Q&}' (3'1‘4)
i=1
Figur ﬁ under illusteres Lﬁ)rte folje SOM en hoppeprosess. Vi ser at det alltid stiger, slik at hver

gang et tap oppstar blir det gjenvaerende potensielle tapet for transjen lavere.

0.10
I

——  Gaussisk MC :
—_— Student t MC ' ’_lj

0.08
!

0.06

0.04
|
R
—__

Akkulumulert portefgljetap

0.02
L

0.00
!

Figur 7: Portefgljetapet som en hoppeprosess for en 5-arig kontrakt pa en syntetisk CDO. Vi ser
at tapet dekker hele den fgrste transjen etter 3 ar og deretter gir tap pa den neste transjen.
Prosessen er simulert ved bruk av gaussisk og Student t copulaer med p = 0.30 og A = 0.05. Se

kapittel for algoritme.

Man ser i uttrykk (3.1.4)) over at dersom alle tapene realiseres, far vi et totalt tap pa 1 — R og

dersom k tap realiseres gir det oss et aggregert tap pa w, der k=0,1,...,N.

Nar vi na ha sett et uttrykk for portefgljens totale tap over tid, kan vi na ga over til a finne
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transjens aggregerte tap,L(k, k,)(t) ,uttrykt ved portefgljens tap Lportefolje(t):

R
OR 7Lportef¢lje(t) < Kl
R — L orte 'e(t)iKl
L(K11K2)(t) o - tlé;liKl , K1 < L[?ortef(blje(t) < Ky
1 ’KQ < L;)%ortef(z)lje(t)
_max (min(Lﬁ)rtefglje(t), Ky) — Kl) (5.15)
B Ky — K, ’ o

For & fa fram det forventede kumulative tapet til transjen pa tid ¢, er vi avhengig av a vite mer om

R
portefolje

tid tar forskjellige verdier. Fram til tid ¢ er k = ZZ]\; 1 I{7,<1y nettoverdien pa tapene i portefgljen

fordelingsfunksjonen til L (t). Tapene i referanseportefgljen er en hoppeprosess som over

og representerer antallet konkurser. Dermed kan sannsynligheten P (Antall konkurs = k|t) skrives

N R
NL (t

=1

Som:

=P (Lﬁrtefailje(t) = k(ljv_R)> = FR(t’ k)v (3'1'6)

der FR(t, k) er fordelingsfunksjonen til det aggregerte tapet i referanseportefgljen opp til tid ¢. For-
melt sier vi at Lforte folje(t) tar verdien Lg)’ft e folje () med risikongytral sannsynlighet FE(t,k), der
k=1,...,N. Det forventede tapet opp til tid ¢ blir da ved bruk av regel om diskret forventninger

lik

. R +
<m1n(Lportef¢lje(t)7 KQ) - Kl)
Ky — K,

EL?Kl,Kg)(t) =Eq

m

1 . TRk t R
_Kg—Kl;<mln(Lportef¢lie(t)’K2) Ki) PR (3.1.7)

1 Rk
:m Z((Lportef(élje(t) - Kl)I{KlgLR’k (t)<K3}

portefolje
k=1

+ (Ky — K1) FR(t, k)

I R,k .
{K2 <Lp(;7't€f¢lj6 (t)})

For tilfeller med bruk av kontinuerlige fordelingsfunksjon kan forventningen over omskrives:

_ 1
Ko — K
_ 1
Ky — Ky

1
EL{, 1y () /D (min(z, Ka) — K1)* dFR(t,z)

</0K1 (min(z, Ko) — K1) T dFR(t, x) + /Kll (min(z, K») — K1)+dFR(t,x)>

(3.1.8)

Ser at det forste integralet i (3.1.8)) gar vekk, siden min(z, K9) — K7 < 0 for € [0, K7). Dermed
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star vi igjen med:

1 1
ELR ) e — in(z, Ko) — K1)dFE(t, x). 1.
eseo) = ey |, (minGe, 62) — KPPt (3.19)

For & fa bukt med min-funksjonen i uttrykket over omformulerer vi det ved bruk av oppspalting:

1 Ko 1
R _ _ R _ R
EL(k, k) (t) = K, K, </1<1 (x — K1)dF (t7$)+/KZ(K2 Ky)dF (75»90)>

1 1 1 1

- (/ (x — K1)dFE(t, z) —/ (x — K1)dFE(t, z) +/ (Ko — K1)dFE(t, x)) ,
Ky — K1 \Jk, K> K>

der integral 2 og 3 kan slaes sammen grunnet like grenser. Da far vi et uttrykk for det kumulative

forventede transjetapet ved bruk av kontinuerlig fordeling;:

1 1
EL{}, gy (t) L (/ (x — K1)dFR(t,z) —/ (x — Ko)dF(t, x)> : (3.1.10)

Ky — K1 \ Jk, Ko

I beregningene vare videre vil vi ta i bruk [3.1.10| for forskjellige fordelingsantagelser.

3.2 CDS-impliserte konkursintensiteter og recovery

I prisfastsettelsen av en syntetisk CDO kan det vaere gunstig a vite mer om markedets syn pa risi-
koen forbundet med de underliggende obligasjonene. En mate & evaluere risikoen pa er & observere
konkursintensitene A fra markedspriser. Siden A blir hentet ut fra data for kredittderivater, kan
den betraktes som en risikongytral parameter i en risikongytral sannsynlighetsfordeling Q(to,t).

Det er flere mater & finne disse impliserte sannsynlighetene pa. En variant er a trekke dem ut
fra CDS med forskjellig forfallstid og dermed fa en diskret tidsvarierende kurve. En annen tids-
besparende mate a finne konkursintensiteten fra CDS pa er & anta at den har kontinuerlige beta-

lingsstrgmmer.

3.2.1 Diskret tilnserming.

Verdsettelsen pa tg av en CDS med forfall T" og spread st er ikke sa ulik rammeverket til en syntetisk
CDO med to kontantstrgmmer, bare her ser vi bort ifra transjeringen og flere utbetalinger. I det

fglgende gjelder tilnsermet like antagelser, selv om oppbygningen pa de to derivatene er ulik:

e De manedlige tidspunktene for den eventuelle utbetalingen er t1 < ... <t, =T, der t; = %
ogt, = {5 som i andel av et ar. Premiebetaling for perioden gjgres kvartalsvis pa tidspunktene
t3 < tg < ...<t, og betalingen for perioden t;_3 til 3 gjores pa tx. Skjer en kreditthendelse

mellom to premieinnbetalinger ser vi bort ifra den palgpte premien fra forrige betaling. E;l

23(O0’Kane & Turnbull (2003) viser derimot at en slik unngaelse gir signifikante forskjeller i verdsettelse
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e Konkursintensiteter er inhomogene, med intensitetsfunksjoner A(t). Hazardratene, eller kon-
kursintensitetene, er stykkevis flate for hver sin respektive tidsperiode og uavhengig av dis-
konteringsraten@ Eksempelvis er hazardraten for perioden (0, 1] gitt ved Ag 1

o S(to,t) =€ Jig Xo)ds o sannsynligheten for overlevelse fra ¢( til ¢. Sannsynligheten for kon-
kurs blir da Q(to,t) =1 — S(to,1).

e Gjenervervelsesraten ved konkurs pa obligasjonen med palydende verdi 1 er lik R.

En typisk struktur til en CDS-kontrakt for investor(forsikringselger) med nominell verdi 1 er
illustrert i figur under. Vi ser at forste betaling skjer for ¢; og opphgrer for ¢ > 7. Investor er
da pliktig til & betale inn palydende minus recovery til forsikringskjgper.

Figur 8: Tidslinje CDS-kontrakt.

Den forventede naverdien av alle premieinnbetalinger er da lik sp multiplisert med en risikabel

annuitet(kvartalsvis betaling av 1)

PLops =sr Y, Ati- S(to,t:) - Blto, ti) (3.2.1)

1=3,...,n

Den forventede naverdien av den eventuelle utbetalingen fra utstederen av CDS kan omformes pa

summeform:
DLcps =(1— R) /Ot" B(to, s)d(1 — S(to, s)) (3.2.2)
—(1— R) S (St ti 1) — S(t0, 1)) - Blto, t:). (3.2.2b)
=1

Ekvivalensprinsippet fra forsikringsteori gir premien for den aktuelle CDSen, ved & sette disse to

betalingstrgmmene lik hverandre pa verdsettelsestidspunktet, PLops — DLops = 0:

n

ST Z Ati . S(ta,ti) . B(to,ti) — (1 - R) Z(S(t07ti—1> — S(to,ti)) . B(to,ti) =0. (3.2.3)

i=3,...,n i=1

For a finne konkursintensitene til en obligasjon, merker man seg at det finnes flere forfall pa CDSer
pa samme selskap. Det finnes forfall pa CDS kontrakter pa 1, 3, 5, 7 og 10 ar, og man kan hente ut
disse 5 intensitetene suksessivt ved & begynne med den kontrakten med snarest forfallstidspunkt,
T = 1. Ved a bruke fglgende algoritme finner man dem(Korsnes, 2008)@

e For T' = t15 = 1 ar bruker man s7 i og trekker ut Ag; ved a lgse numerisk den roten

24Som proxy for den risikofrie renten brukes LIBOR eller yieldkurver til statspapirer
2*En noe mer kompakt framstilling av algoritmen er gjort av Baranovski et.al (2009). Her refereres metoden som
en bootstrap metode, som ikke ma forveksles med den statistiske metoden ved Monte Carlo simuleringer.
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som oppfyller:

12
S1 Z Atief)‘o’ltiB(to,ti) — (1 — R) Z(ei)\o’ltifl — efAO’lti)B(to,ti) =0.
i=3,..,12 i=1

e For T' = t36 = 3 ar bruker man spreaden for 3 ar, s3, og Ao,1 fra forrige iterering og trekker

ut A3 ved a lgse folgende

53( Z Atie—)\m(lfz'—to)B(tO7 t) + Z Atie_()\o’l+)\1’3(ti_t0)B(to, tz))

i=3,..,12 i=3,6,...,24
12

-(1- R)(Z(e_)\o,l(ti—l—to) _ Q_AO’I(ti_tO))B(to,ti)
=1

24
+ Z(e—(/\o,1+/\1,3(ti71—to)) _ e—(>\o,1+>\1,3(ti—to)))B(to7 tiz12)) =0
=1

e Dette gjgres sa for gkende forfallstid, og ved bruk av hazardratene funnet over for de tilgjen-

gelige spreadene ss, s7, S1¢.

Med denne metoden ekstrakterer man de implisitte konkursintensitetene i markedet og dermed ikke
den sanne. Innbakt i disse impliserte intensitetene er ogsa likviditeten til CDSen, risikoaversjon
til investorer, tilbud og etterspgrsel samt gkt volatilitet som fglge av smitteeffekter pa verdsettel-
sestidspunktet. Altsa, det er ikke bare forventninger om konkurs man observerer i de implisitte
hazardratene. Ofte ser man at konkursintensitetene til selskaper gker tilnsermet proporsjonalt med
tiden, noe som reflekterer den gkte usikkerheten med lenger tidhorisont. For verdiselskaper eller
hgyt ratede selskaper er det ogsa mulig a se tilnsermet flate hazardkurver. Tabellen under innehol-
der CDS spread for British Airways (Myklebust, 2007). Ved a bruke algoritmen over og med en

fast teoretisk arlig diskonteringsrate pa 3.5% far man ut intensitetene for ¢ty = 0:

CDS forfall T=1 T=3 T=5 T=7 T=10
CDS spread (bps), st 25.0 62.0 125.5 152.5 194.0

Impl. intensitet, A 0.000433 | 0.001324 | 0.004799 | 0.003805 | 0.012461
Impl. Q(0,7) 0.000433 | 0.003076 | 0.012598 | 0.020084 | 0.056040

3.2.2 Kontinuerlig tilnserming

Hvis man betrakter en CDS med kontinuerlige betalingsstrgmmer, finner man den konstante kon-
kursintensiteten ved ekvivalensprinsipp. Over antok man at informasjon om spread til CDS for flere
forskjellige forfall var tilgjengelige. Men ved prising og kalibrering av syntetiske CDO-transjer har
man ofte kun tilgjengelige priser for ett forfallstidspunkt. Dermed far man en konstant konkursin-
tensitet og dermed lineeer kredittkurve, og ikke diskret som i tilfellet over(Wu, 2008). Antagelsene
er som fglger(Wang et al.(2010), Mercurio (2006), Schaefer (2012)):

e Den eventuelle utbetalingen skjer momentant til kjgper ved kreditthendelse. Innbetalingen
fra kjgper gjgres kontinuerlig.

e Konkursintensiteten Ay er konstant for forfall T.
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e 5(0,t) = e~*? er sannsynligheten for overlevelse til tid .

Man har da at den forventede naverdien til premieinnbetalingene (?7) kan skrives pa kontinu-

erlig form:

PLeps =sr Y At S(0,t;) - B(0,t;)

=87 - a’O:ﬂ (3.2.4)

Likeledes har vi fra (3.2.2)) at den forventede naverdien av utbetalingene er gitt ved:

T
DLeps ~(1— R)/O B0, s)d(1 — S(to, 5))

T
=(1— R)/\T/ B(0,5)e *T%ds
0
:(1 — R))\T . aﬂsﬁ (3.2.5)
Bade (3.2.4) og (3.2.5) er na uttrykt ved risikable annuiteter. Ekvivalensprinsippet PLops =

DL¢pg for usikre kontantstrgmmer gir oss den konstante konkursintensiteten til CDS med forfall
T:

ST - a():ﬂ :(1 — R))\T . aO:ﬂ?

st
= . 2.
A1 . (3.2.6)

Merk at dette er en snarvei, da premiebetalingene i en lgpende CDS-kontrakt ikke gjores kontinu-
erlig, men kvartalsvis eller halvarig bestemt i kontrakten. Likevel gir denne metoden kun marginale
avvik nar spreaden er lav, iforhold til & lgse (3.2.3) (med forfall T istedenfor 7" = 1) for den ukjente

parameteren .

3.2.3 Recovery

Gjenervervelsesraten R er ikke observerbar for den aktuelle CDS spreaden og er derfor en parameter
som endrer seg for hvem som betrakter markedet og den aktuelle obligasjonen. Markedets historiske
gjenervervelsesrater er tilgjengelige, og som man ser i figur [9] nedenfor har den historisk veert
sentrert rundt 40%. Ved a ta en titt pa sgylene i diagrammet som beskriver standardavvikene fra
det aktuelle arsgjennomsnittet finner man en stor usikkerhet rundt estimatet. Selv om det ikke
er tydelig nok i diagrammet kan man skimte en trend i nedadgaende retning fra 2007, altsa der

mindre kapital favner investorer ved en kreditthendelse, som viser tiden under finanskrisen.
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Figur 9: Kilde: A Credit Trader, Seeking Alpha (2009).
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4 Klassiske prisingsmodeller CDO

I dette kapittelet skal vi se pa et knippe av de klassiske prisingsmodellene for CDO. Dette er
modellene som tidlig ble akseptert av markedet, grunnet deres enkle og intuitive form. Samtidig
ligger det til grunn endel modellantagelser som har veert grobunn for stor diskusjon. For eksem-
pel modellerer de kredittportefgljene med en fast tidsuavhengig korrelasjon for alle aktiva, og lik
konkurssannsynlighet. Dette er kjent som LHP-antagelser, og er mye brukt for store diversifiserte
portefoljer av kreditt. LHP star for Large Homogeneous Portfolio (Stor Homogen Portefglje) og
blir brukt i dimensjonreduserende faktormodeller, der ideen er at alle selskapene er utsatt for de
samme former for usikkerhet; faktorer. Vi behandler en sakalt en-faktor modell, hvor verdien til
ethvert selskap i portefgljen er uavhengig de resterende om vi betinger pa en felles systematisk
faktor, gjerne markedskonjunkturer. Denne faktoren representerer usikkerheten som pavirker alle
selskapene samtidig. Faktormodellen blir sa kombinert med en strukturell modell for & beregne
nar ethvert selskap gar konkurs, som er en utvidelse av Merton’s (1974) opsjonsbaserte modeller.
I denne tilnsermingen gar selskap ¢ konkurs pa tid t om verdien av selskapet gar under en viss
grense C;(t) basert pa selskapets individuelle sannsynlighet for konkurs. Slike faktormodeller er
ofte teoretisk forngyelige, og blir derfor mye anvendt i praksis. Utfordringen oppstar fgrst nar man

skal spesifisere fordelingene til komponentene i faktormodellen.

I dette kapittelet skal vi forst se pa utviklingen pa forskningssiden med ulike prisingsmodeller,
for vi studerer en-faktormodellen var ved bruk av normalfordelingen. Deretter presenteres teorien
ved bruk av Student t. Videre vises den mer sentrale utfordringen ved den gaussiske faktormodel-
len, korrelasjonssmilet, for vi ga over pa copulateori og presenterer en Monte Carlo algoritme for
CDO-prising.

4.1 Ulike modeller for prising

Det har veert foreslatt et stort antall forskjellige CDO-prisingsmodeller opp igjennom arene. De
mest populaere har veert basert pa copulafunksjoner. Markedsstandarden er den Gaussiske copulaen
foreslatt av LI(1999). Burtschell& Laurent (2008) sammenlikner utvalgte copulaer. De alternati-
ve verdsettingsmetodene er faktormodellene med stokastiske faktorer(Andersen & Sidenius, 2004),
intensitetsbaserte modellene til Due & garleanu (2001), de multivariate aktiva- verdsettingsmo-
dellene til Zhou(2001) og Overbeck & Schmidt (2005). Andre strgmninger i forskningsmiljget har
veert faktormodellen vi har nevnt med forslag til utvidelser fra Schénbucher (2005), Bennani (2005),
Sidenius, Piterbarg & Andersen (2008), Filipovic og Overbeck & Schmidt (2011) blant mange fle-
re. Den velkjente gaussiske en-faktor copulaen til Li (2000) og Hull and White (2004), som blir
presentert kan som oftest ikke forklare transjespreaden observert i markedet, pa grunn av dens
manglende evne til & produsere hgye nok sannsynligheter for ekstreme begivenheter. Derfor har
det de siste 10 arene veert mange hypoteser rundt avhengighetsstrukturen til konkurstidspunkte-
ne, for a reprodusere transjespreadene. Andersen et al.(2003) og Schloegl (2005) sa pa Student-t,
mens Kalemanova (2007) og Eberlein et al (2008) sa pa normal invers gaussisk fordeling og de

mer eksotiske generaliserte hyperbolske fordelingene. Mai & Scherer (2009) bruker tidsvarierende
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stokastisk avhengighet i portefgljene av kreditt.

Den foregaende finanskrisen har da satt lys pa modellenes manglende evne til a reprodusere mar-
kedspriser, og listen over er ikke fullstendig. Om det pa ny blir stgrre etterspgrsel etter disse
kredittderivatene, kan vi ikke se bort ifra at forskningen rundt dem blomstrer opp igjen.

N&a som vi har sett litt pa mangfoldet, skal vi na presentere markedsmodellene for prising av

syntetiske CDOer.

4.2 Approksimering ved LHP

I en strukturell korrelert enfaktormodell prgver man a uttrykke et selskaps eiendeler A;(t) pa
tid ¢ ved hjelp av en sammenheng mellom strukturelle markedsforhold M (t) og selskapsfesifikke
risikoegenskaper X;(t), slik at

Ai(t) = aiM(t) + /1 — a2 X;(2), i=1,...,N, (4.2.1)

fra notasjonen til Schlosser (2011), der X;(¢)-ene samt X;(t) og M;(t) er uavhengige. Man ser her
at istedenfor a estimere N (N —1)/2 linezere korrelasjoner mellom A; og A; for hvert par i, j trenger
man na kun N linezere risikofaktorer a;, der —1 < a; < 1. Disse risikofaktorene avveier og beskriver
sensitivitetene til hvert selskap rundt makrogkonomiske forhold og regnskapsrettede egenskaper.
Er a; hgy viser det at selskapets verdi, kurs eller rating avhenger mer av konjunkturelle bevegelser
enn idiosynkratisk risiko. En annen egenskap til modellen er at A;-ene er betinget uavhengige gitt
markedsforholdene M til enhver tid.

Denne faktormodellen kan utvides ved a bruke multiple faktorer istedenfor kun a; (Hull& White,
2004) eller ved a modifisere antagelsene om konstant korrelasjon og recoveryraten (Wang et al.,
2006). Vi skal i de neste avsnittene presentere en-faktormodellen ved bruk av normalfordeling
og Student-t og i tillegg legge til rette for andre fordelinger. Det matematiske rammeverket for

CDO-prising ved LHP plir ogsa presentert.

4.2.1 LHP: Antagelser og bruk av normalfordeling

Ved a la X;(t) og M(t) begge veere standard normalfordelt N(0,1) i faktormodellen (4.2.1) far vi

en ortogonal transformasjon og dermed at A;(t) ogsa er standard normal:

Definisjon. For uavhengige variabler B; ~ N, i = 1,...,k gir skalarproduktet a-b = Zle a; B;
en ortogonal transformasjon om Zle a? = 1. For B; ~ N(0,1), i = 1,...,k gir den ortogonale

transformasjonen U = Zle a;B; at U ogsa er en standard normalfordelt Variabel

Konsekvensen av dette og uavhengighet, via E[M(t)X;(t)] = 0 og E[X;(t)X;(t)] = 0, samt

egenskapene til N (0, 1)-fordelingen er at korrelasjonen mellom A; og A; for ¢ # j fra modellen over

26Se Dobson (2008)
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er lik a;a;:

_ Cov(A;(t), A;(t))
Var(Ai(t))Var(A;(t))

=5 ((@:01(0) + /1~ X 0) as01(0) + /1= 2%,(0)

corr(A(t), A;(t)) = E[(Ai(t) — BAi(1))(4;(t) — EA;(1))]

—aaEM (1)) + /(1 - a)(1 - a)E[Xi (1) X; ()]

Ved & bruke det at kvadrering av en standard normalfordelt variabel gir chikvadratfordeling med
en frihetsgrad, M(t)? ~ x2(1), der E[x?(1)] = 1 har man at E[M(¢)?] = 1. Dermed star vi igjen
med

corr(A;i(t), A;(t)) = aiaj,

altsa at korrelasjonen mellom to selskapers eiendeler til enhver tid er gitt ved produktet av deres
risikofaktorer ved & bruke denne en faktorsmodellen.

I det fglgende tenker vi oss at selskapet gar konkurs eller det skjer en kreditthendelse som bergrer
referanseportefgljen om selskapet eiendeler A;(t) er lavere enn en kritisk grense C;(t). Analogisk til
de risikongytrale konkurssansynlighetene Q(7; < t) fra observerte markedspriser kan kravet over

fremstilles som en sannsynlighet og selskapet gar konkurs fgr tid ¢ nar

P(A;(t) < Ci(t)) = Q(: < 1).

Ved bruk av at A;(t) ~ N(0,1) medfgrer det ved en presentil-til-persentil transformasjon til

fglgende alternative fremstilling:
Ai(t) < Ci(t) = 2 HQ(m; < 1)), (4.2.2)

altsa at den kritiske grensen er gitt ved den inverse til konkurssansynligheten. For & fa fram den

individuelle konkurssansynligheten kan man omformulere kravet ved bruk av (4.2.1)) og (4.2.2):

Ai(t) = a;M(t) + /1 — a2 X;(t) < Ci(t), = X;(t) < M

2
1—a;

Siden X;(t) ~ N(0,1) gir det oss den betingede sannsynligheten for konkurs for selskap i:

Ci(t) — a; M(t)

pi(t|M) = ®( )

2
1—a;

I motsetning til simuleringsmetodikker gir analytiske fremgangsmater en solid tidsreduksjon i
prisfastsettelsen, som jo er essensielt for anvendelse i markedet. Samtidig er analytiske formulerin-
ger til en viss grad mer intuitive, og reduserer prisfastsettelsen til enkle uttrykk med valgte eller
implisitte parametere. Nedsiden her er at en gjor endel forenklinger og antagelser som ikke stemmer
helt med virkeligheten. Men for risikostyringen og forskningen sin del vil en enkel parametrisering
veere med pa & lettere se utslag pa risikomomenter som en trenger i en eventuell allokering i en

optimal portefglje.
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Antagelsene vi gjgr videre er essensielt for metoden som gjgr at vi i noen tilfeller kan fa en analytisk
formulering pa prisingsproblematikken. Vasicek (1991) har vist at det er mulig med en lukket-form
lpsning for tapsfordelingen ved bruk av en asymptotisk stor homogen portefolje (LHP) approksi-
masjon. En stor homogen portefglje inneholder et betydelig stort antall CDSer der dem alle har

samme fglgende karakteristikker:

e Samme gjenervervelsesrater R; = R

e Like grenser for konkurs, C;(t) = C(t)

e Hver CDS har samme palydende, og dermed like vekter i CDS-portefgljen

e Samme konkursintensiter \; = A, og dermed like risikongytrale konkurssansynligheter Q(7; <
t)=Q(r <t

e Samme risikofaktorer a; = a, slik at korrelasjonen mellom selskapene na er like, corr(A4;, A;) =

a2

Ved a bruke antagelsene over finner man at den betingede sannsynligheten for konkurs gitt de

makrogkonomiske forholdene er lik for alle aktiva i portefsljen, slik at

C(t) — aM(t)
N

Grunnet den betingede uavhengigheten mellom selskapene og at rammeverket er konkurs/ikke

Pt M) = p(t] M) = B ). (4.2.3)

konkurs for selskapene hvor vi har (]I:,f ) kombinasjoner for k tap i en portefglje med N selskaper,
sa er den betingede tapsfordelingen binomial, altsa L(¢)|M ~ Bin(N,p(t|M)). Den prosentvise
risikongytrale fordelingen til portefgljetapet Q(L(t) = %|M ) kan da uttrykkes via de individuelle
betingede konkurssannsynlighetene, p(t|M):

QL) = 140 = () )p(edn 1 = plean) ¥

og ved & integrere ut M ~ N(0,1), via Q(L(t)) = [* Q(L(t)|m)f(m)dm, far vi den ubetingede
fordelingen til portefgljetapet

A0 = 1) = [ QL) = pimadem)

[e.e]
—00
> N C(t) — F C(t) — N=k
:/ < )@ <()am> (1_(1)(()am)> dd(m).
oo \ K V1 —a? V1 —a?

Det vi er ute etter er et uttrykk for den ubetingede kumulative sannsynligheten til det pro-
sentvise portefgljetapet, F(t,x), og folgelig den asymptotiske fordelingen limy_ o Fn(t, ) =
F(t,x). Siden vi behandler en diskret fordeling med et prosentvis tap Nz som ikke tar heltall

bruker vi at [ Nz | er det hgyeste heltallet som ikke overskrider Nx. Dermed far vi den ubetingede

kumulative sannsynligheten til det prosentvise portefgljetapet

Om vi bruker substitusjonen s = @(Cy%m), altsd at m = (C(t) — V1 — a2®71(s))/a far vi at
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4B (m) = 4 <C(t) —Vi- a2<1>—1(s)> |

a

som tilfgrer helt nye grenser pa integralet:

—oo<m<oo<:>oo>M>—oo<:>l>s>O
T T Vi-a2 T -
iy Ct) — V1= a2d~(s)
FN(t,x):—/ > sf(1—s)N e .
0 — a

Na er vi i sluttfasen og gnsker a fa et uttrykk for den asymptotiske portefgljen. Schlosser (2011)
viser ved bruk av asymptotiske egenskaper til den binomiske fordelingen at den kumulative taps-

fordelingen til en stor homogen portefglje uttrykkes somE]:

_ 21 _
Fu(t,z) = lim Fy(t,z) =@ (V 1 —a®®” () C(t)) , (4.2.4)
N—o00 a
der C(t) = @1 (Q(1 < t)) = d71(1 — e ™).
Derivering man sa ([4.2.4]) for x, far man portefoljens marginale tapsfordeling:
V1—a? o H(x)? t)— V1 —a® !(z))?
foolt,a) = aexp( 2(5”) _ 5 - (z)) ) (4.2.5)
a a

Bevis. Ved bruk av regel for derivering av inverse funksjoner fra matematisk kalkulus samt tett-

hetsfordelingen til standard normal far vi:

dF(t,z) V1—a? 1 f<\/1—a2¢_1(m)—0(t))

do o [0 (@) a
Vi 1 L ep (- IZ @070 - OOy
Vi—d (7@ (C(f) - VI—ad M (x))?
= a exp < 9 - 2a2 > .

2"Dette uttrykket blir ogsé referert som Vasicek-fordelingen
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Figur 10: Tetthetsfordelingen til portefgljens tap med varierende korrelasjon

Vi ser i figur [L0] korrelasjonens rolle pa portefgljens tap. Nar korrelasjonen er veldig lav, nsermer
fordelingen seg en klokkeform, slik at det forventede tapet for egenkapitaltransjen gker. Ved & se
pa halene til fordelingene, ser vi at at hgyere korrelasjon gker sannsynligheten for mer ekstreme
tap, slik at det forventede tapet for mer seniorielle transjer gker. For portefsljens del vil dette
bety at mer korrelerte selskaper bidrar til en stgrre sannsynligheten for lave tap, men samtidig gke

sannsynligheten for at store deler av portefgljen gar konkurs.

4.2.2 LHP med Student-t fordeling

I motsetning til den opprinnelige LHP-approksimeringen der verdien pa selskapet eller avkastningen
var normalfordelt, ser vi her pa muligheten for at den er Student t-fordelt. Fordelene med Student-t
fordelingen er at den viser seg & ha mer haleavhengighet og derfor apner opp for mer ekstreme
begivenheter. Schlosser (2011), som notasjonen er hentet fra, skriver at siden Student-t fordelingen
ikke er lukket under konvulasjon far man ikke et analytisk uttrykk ved bruk av LHP, men ma ta
i bruk numerisk metodikk. Schloegl & O’Kane (2005) viser at LHP approksimineringen ved bruk
av t-copula faktisk kan uttrykkes via et lukket-form uttrykk for tetthetsfordelingen. Jeg vil her
presentere teorien.

Vi har at selskapets eiendeler er dekomponert av to Student t-variabler gjennom risikofaktorene a;

M(t) Xi(t)
Ait) =a——=+ V1 — a®>——,
Q V() /v Vi VW(t) /v

der M(t), X1(t),..., X, ~ N(0,1) og er uavhengige. W(t) ~ x?(v) er ogsd uavhengig, slik at
hhy —M40 X T'(v) ikke er uavhengige faktorer. Vi vil i denne modellen ogsa anta at

VW07 /W (H)/v

selskapet gar konkurs om selskapets eiendeler A;(t) gar under en kritisk grense C;(t), implisert fra
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markedets risikongytrale konkurssansynlighet Q(7; < t). Siden A;(t) er Student-t fordelt far vi at
T(Ai(t) < Ci(t),v) = Q(m; < 1),
slik at den kritiske grensen er gitt ved bruk av en persentil-til-persentil transformasjon
Ai(t) < Gi(t) = T7HQ(m < ), v),

Fra over har vi da at selskap i gar konkurs fgr tid ¢ hvis folgende krav gjelder:

M(t) 0
Ai(t) = \/T + V1 t)/v < Ci(t),
—ox,(1) < G0 \/%_ aM(t) _ \/% (4.2.6)

der vi har forenklet ved hjalp av substitusjonen 7(t) som ogsa refereres som miksvariabelen i ut-

trykket. Den vil bli sentral videre i arbeidet med & finne fordelingen. Siden 7(t) er en funksjon av
markedsfaktoren gjor det at X;(t)|n er uavhengige fori =1,..., N.

Ved at X;(t) ~ N(0,1) har vi at kravet i likning over er kan uttrykkes pa betinget sannsynlighets-
form gitt n(t),

e =@ ().

Ved bruk av store talls lov (LLN) og ved de sentrale antagelsene til LHP vil andelen som gar konkurs
i portefgljen ga mot hgyre side i utrykket over, den betingede individuelle konkurssansynligheten.
(Se [A.1)). Dermed far vi at netto tapsandel i portefgljen er gitt ved

L(t) =~ (1 — R)pi(t|n).

Ved bruk av LHP blir den kumulative fordelingsfunksjonen til portefgljetapet na gitt ved

der man na er interresert i a finne uttrykk for den kumulative fordelingen til miksturen n(t)a.
Vi henviser til arbeidet gjort av Shcloegl & O’Kane (2005) nar vi presenterer den kumulative
fordelingen til 7(t):

v vy +au)?\ 2 a1 —
Fn(t)(y) = \/%/ <27 (t)Z) >6 2 duv F(S,IL’):/I t 16 tdt

Sistenevnte er den ufullstendige gammafunksjonen for halesannsynligheter. Dermed har vi at LHP-
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approksimineringen til portefgljens kumulative tapsfordeling ved bruk av en t-copula modell er gitt

FE(t) = Fyg (). o) = V-t ().

ved

4.2.3 LHP med generelle fordelingsantakelser

Fra enfaktormodellen vi presenterte i begynnelsen av kapittelet 1a det til grunn at vi behandlet
gaussisk eller Student t-fordelte variabler. Likevel er ikke avstanden til et generelt uttrykk for
den asymptotiske tapsfordelingen ved bruk av andre fordelingsantagelser sa stor. En fordel med &
generalisere ved a ga bort ifra normalitetsantagelser er at tapsfordelingen kan bli mer lik observe-
rasjoner og etterlikne naturen i kredittmarkedet. Et eksempel kan veere & gke sannsynligheten for
sjeldne begivenheter gjennom & produsere tykkere haler i fordelingen til selskapets eiendeler. Man
kan ogsa anta at avkastningene eller utviklingen péa selskapets eiendeler er forventningskjeve ved a
endre pa skjevheten. Fordelene er store ved a endre parametriseringen, men i noen tilfeller ender
man ikke med et lukket-form uttrykk og dermed at kalkuleringstiden gker.

Vi har na en generell enfaktormodell for
Ai(t) = aiM(t) + /1 — a2 X;(2), i=1,2...,N1,

der M(t) ~ Fa(t,z) og X;(t) ~ Fx(t,x), samt A;(t) ~ Fa(t,xz). Man kan na ved samme frem-
gangsmate som beskrevet over komme fram til et uttrykk for tapsfordelingen. Man antar na at
gjenervervelsesraten er null, R = 0, for det prosentvise tapet z mellom 0 og 1.

Dermed har vi fra Schlosser (2011) at den asymptotiske kumulative tapsfordelingen til den homo-

gene referanseportefgljen under generelle fordelingsantagelser er gitt ved

C(t) — V1 —a?Fx(t, x))

a

Fo(t,z) =1— Fy (t, (4.2.7)
der C(t) igjen er den kritiske grensen for selskapets eiendeler fra en presentil-til-persentil transfor-

masjon, C(t) = F;'(t,Q(r < t)). Dette vil bli brukt for den Normal Invers Gaussiske modellen i
kapittel

4.2.4 Forventet transjetap ved LHP

Uavhengig av adekvate fordelingsantagelser kan LHP brukes til a prise en syntetisk CDO. Som vi
husker fra kapittel er det forventede tapet ELFKL KQ)(t) det essensielle ved utregningen av
transjespreaden. Ved bruk av LHP far man ofte en analytisk tilnserming og kan derfor via den
kontinuerlige fordelingen Fi(t, z) finne det kumulative forventede transjetapet.

Vi har da at z representerer det prosentvise netto tapet i portefpljen, mens (1 — R)x viser brutto
tap, om antagelsen om konstant recoveryrate gjelder. I motsetning til det forventede transjetapet
uttrykt i avsnittet bruker vi na ikke en netto tapsfordeling Ff(t, x) for & finne forventningen,

men derimot Fi (¢, x) slik at:

1

R _
EL(K1,K2)(t) T Ky — K,

1
/0 (1 — R)min(z, Ky) — K1) dF.(t, z).
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Ved oppspalting av integralene lik metoden i avsnittet referert til far vi at grensene pa integralet

endres, altsa det forventede tapet for messanintransjen mellom K; og Ko blir@

—R 1-R

:Klzflzﬁ (/K v = 1IflR]dF°°(t’x) - /Kz Iz~ 1K2R]dF°O(t7$)> B

1 1 1
ELFKl,Kg)(t) K, K. </1K (1 - R)z — Kq|dFw(t,x) — /Kz[(l - R)z — K2]dFoo(ta1?)>

1-R 1-R

For seniortransjen med punkter K og 1 har vi at transjetapet derimot er gitt ved max[(1 — R)z —

K, 0], med gvre grense lik 1 — R — K og dermed at det forventede kumulative tapet blir

EL{ (t)=(1-R) /; [:17 — 153} dFy(t, ).

Merk at normaliseringskonstanten ﬁ ikke er med. Det er spesielt (4.2.8]) som blir brukt videre

1 arbeidet.

4.2.5 Prising ved LHP

Med tanke pa enkelheten til gaussiske enfaktormodellen ble den mye brukt i starten fgr forskningen
rundt CDO-prising intensiverte. Samtidig med utviklingen av indeksene Itraxx og CDX for syn-
tetisk CDOer, ble det gjennom et mer effektivt marked lettere a hente ut korrelasjonsparametere
og konkurssansynligheter brukt i en risikongytral verdsetting. Selv om avvikene til markedsprisene
ved bruk av en gaussisk LHP-prising er store gir den fortsatt et intuitivt bilde pa risikoen ved
endringere av parametrene.

Vi skal né vise et eksempel pa relasjonen mellom det forventede transjetapet og konkurskorrelasjon.

28For egenkapitaltransjen gjelder tilsvarende metode, men da for K; = 1.0- 1075 og K3 = 0.03
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Figur 11: Forventet aggregert brutto transjetap ved varierende korrelasjon ved kontraktens forfall.

Det forventede transjetapet er som vi antok hgyt for egenkapitaltransjen ved en lav korrelasjon.
Grunnen til det er at konkursene da sjeldnere oppstar i klynger, og at det oftere oppstar tap som
bergrer egenkapitaltransjen og den nedre messanintransjen. Er konkurskorrelasjonen mellom obli-
gasjonene hgyere er det ogsa stgrre sannsynlighet for at fa konkurser oppsté'n@ For seniortransjen
sin del vil hgye korrelasjoner fgre til gkt sannsynlighet for at store deler av portefgljen gar konkurs
og resultatet er derfor hgyere forventet tap.

For & illustrere sammenhengen mellom premiene og korrelasjonen, ved bruk av det samme gaus-
siske LHP-rammeverket, har vi kalkulert transjespread for ulike korrelasjoner i figur [12] nedenfor.

Har for enkelhets skyld slatt sammen messanintransjene 6-9% og 9-12% til en 6-12%-transje.

2Dette avhenger av realiseringen av markedsfaktoren M, syklusen i markedet. En hgykonjunktur kan resultere
i en reduksjon i antall konkurser, selv om obligasjonene er sveert korrelerte. Tatt denne muligheten i betraktning
reduserer dette det forventede tapet for egenkapitaltransjen.

34



Egenkapitaltransje Transje 3—-6%

n
2
<
S 7 § |
S
o N ] =
=} o -
—_ o
2 S » g m
S
]
i _
o
o ] S
© T T T T T T T o T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 0.6 00 01 02 03 04 05 0.6
Korrelasjon Korrelasjon
N Transje 6-12% Transje 12-22%
= <t
o o
S S ]
o
S
8 S
S o
g ° 3
o - g
(=% o < 7
2 - n o
o
S —
o o
S
_ =}
o o
S S
(=) T T T T T T T (=) T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 0.6 00 01 02 03 04 05 0.6
Korrelasjon Korrelasjon

Figur 12: Prissensitivitet for transjene mot varierende korrelasjonm

Vi ser fra plottet at forskuddsbelgpet til egenkapitaltransjen har et negativt linezert forhold til
korrelasjonen. For de gvrige transjene er det interessant & se junior messanintransjens konkave og
ikke-monotone relasjon til spreaden. Intuisjonen er at under bade hgy og lav korrelasjon er det stor
sannsynlighet for at denne transjen vil vaere intakt.

Flere resultater fra prisingen ved gaussisk LHP blir presentert i siste kapittel. Siden korrelasjonen
ikke er en observerbar fast stgrrelse, er transjeindeksene eksponert mot korrelasjonsrisiko. Men
ved & anta at prisingen er gjort med en gaussisk LHP-approksimering eller annen kjent metodikk
kan man finne de implisitte korrelasjonene som spreaden er beregnet ut ifra. Disse betraktninge-
ne har gitt grobunn for sakalt korrelasjonstrading(Liischer, 2005)@ der man handler transjer pa
bakgrunn av ens forventninger om bevegelsene i den implisitte korrelasjonen. Dette er en sveert
kompleks form for spekulasjon og man bgr ha god kjennskap til makrospesisfikke forhold, eller ha

informasjon om eventuelle misprisinger i markedet.

31Masterutredningen til Myklebust og Wei Li (2007) beskriver en strategi for korrelasjonstrading for CDO, mens
Gibson (2004) beskriver det for first-to-default swaps.
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Lavere korrelasjon (p) Hgyere korrelasjon (p)

Egenkapitaltransje | Kjop. Investor spekulerer da i | Ga korﬁi transjen.
at spreaden blir hgyere.
Seniortransje Ga kort i transjen: Kjop transjen. Investor speku-
lerer da i en stigning i transje-
spread.

Tabell 2: Korrelasjonstrading for syntetisk CDO

JPMorgan Markets(2005) forklarer konkurskorrelasjon med et sveert intuitivt eksempel: En blind
katt beveger seg gjennom et rom fylt med musefeller. Dersom katten kun har ett liv(egenkapitaltransjen)
vil den foretrekke at fellene ligger i klynger pa gulvet(hgy korrelasjon), da sannsynligheten for a
treffe en vil veere lavere. Derfor er premieutbetalingene lavere ved hgy korrelasjon. Dersom katten
har ni liv(seniortransjen), vil den foretrekke at fellene ligger spredt utover gulvet(lav korrelasjon).
Derfor er premieutbetalingene for seniortransjen lavere for lavere korrelasjon.

I det neste kapittel skal vi se pa hvordan man henter ut korrelasjoner fra markedet, samt forklare

det sakalte korrelasjonssmilet.

4.3 Impliserte korrelasjoner og korrelasjonssmil

Ifplge Choros-Tomezyk et al.(2012) er den semianalytiske en-faktor gaussiske copulaen fortsatt
markedets standard prisingsmodell, dog i noe mer moderne varianter. Utvidelsene til modellen har
vaert mange, som for eksempel ved bruk av stokastisk korrelasjon(Burtschell et al., 2007) og/eller
recoveryrate(Andersen& Sidenius, 2005) samt positive sammenhenger mellom konkurskorrelasjon
og konkurssannsynligheter(Finger, 2008). Vi vil na fokusere pa den standardiserte LHP-utgaven
som vi har nevnt tidligere, med deterministisk recoveryrate og korrelasjon. Dette er fordi vi bruker
tall for finanskrisen, en periode da denne i aller hgyeste grad var gjeldene som standard markeds-
modell(Ding & Sherris, 2011).

Siden den kun blir beskrevet av en direkte parameter, korrelasjonen p, forstar vi at det ville veert
sveert overraskende om den kunne prise alle transjene korrekt. Faktum er at den gaussiske co-
pulaen som regel overpriser messanintransjene og underpriser seniortransjene. Dette forteller oss
at modellen ikke klarer a fange opp den samme avhengighetsstrukturen som markedet legger til
grunn. En méate a se dette pa er a hente ut korrelasjonen markedet bruker i sin verdsetting av de
forskjellige transjene. Nar vi henter ut disse korrelasjonen merker vi oss forst at det avhenger av var
oppfatning av markedets prisingsmodell(Wrampelmeyer, 2007). Likevel er det ikke store variasjo-
ner a spore avhengig av modellbruk(Michaelmas, 2009). Det er ogsa vanlig i markedet & ikke bare
basere prisen pa en transje fra den oppgitte spreaden, men ogsa via den impliserte korrelasjonen.
Ideen bak dette er veldig lik praksisen i kapital- og rentemarkeder der opsjoner vurderes etter den

impliserte volatiliteten hentet fra Black Scholes opsjonsprisingsformel.

For transjesett k& = (K1,K2) = {1,2,3,4,5} med forhandsbelpp Uy og transjespread Sy har

vi at en implisert korrelasjonsparameter p; = a% er den parameteren som fgrer til at den for-

32Prosessen ved kort salg kjennetegnes av fplgende: Lan transjen, og selg den i markedet. Kjgp den igjen nar den
nye korrelasjonen er priset inn i spreaden, som da er forventet & veere noe lavere. Lever tilbake til utlaneren.
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ventede naverdien (for en investor), gitt ved differansen mellom de diskonterte premie- og beta-

lingstrommene, er lik 0 (ekvivalensprinsippet):

PV(h Show) = Ui + Y At (1= BLE®)) - Blto,t) (43.1)
=1

- Xn: (ELkR(ti) - ELE(fz‘fl)) - B(to, ;) = 0. (4.3.2)
=1

Denne likningen kan lgses numerisk via en rotsgkende algoritmd™| Vi betrakter den 8.serien til
iTraxx Europe IG 5Y, med oppstart 20.september 2007 og forfall 20.desember 2012 pa tre tids-

punkter:
0-3% 3-6% 6-9% | 9-12% | 12-22% | Indeks(bp) A
28.sep 07 | 19.13% | 91.96% | 37.17 24.04 15.04 36 0.00604
30.nov 07 | 25.75% | 161.42 85.50 62.00 36.00 54 0.00956
31.jan 08 | 30.98% | 316.90 | 212.40 | 140.00 73.60 77 0.01318

Tabell 3: iTraxx Europe IG 5Y 8.serie med risikongytral konkursintensiteter.

De fire gvre transjene er oppgitt ved en arlig spread. Egenkapitaltransjen 0-3% er i tabell
notert ved et forhandsbelgp i prosent av transjens palydende i tillegg til en fast arlig spread pa
500bp. Recoveryraten er satt til a vaere 40% ved beregning av den risikongytrale konkursintensite-
ten.

Néverdien av alle transjene for iTraxx 28.september 2007 er gitt i figur [13[(a) under. Vi observerer
for egenkapitaltransjen at den er sveert sensitiv for korrelasjonen, slik at en gkning tilsvarer en
hgyere prospektiv reserve for egenkapitalinvestoren. Dette kan forklares ved at sannsynligheten for
sveaert fa tap gker og dermed reduserer det forventede tapet som eventuelt treffer transjen. Likevel
gir en gkende korrelasjon hgyere sannsynlighet for simultane realiseringer av tap. Dette kan obser-
veres for de seniorielle transjene der verdien synker som fglge av en gkende korrelasjon. For junior
messanintransjen ser vi at verdien gker jo mer ekstrem korrelasjonen er. Derfor ser vi at den har
to impliserte korrelasjoner. En korrelasjon pa over 0.90 er sveert hgyt, slik at den lavere verdien
velges, da den er mer lik de andre. Likevel viser jeg nedenfor at markedet, gitt vare modellanta-
gelser, priser inn en sveert hgy korrelasjon for junior messanintransjen kun 4 maneder senere. Alle
de andre impliserte korrelasjonen er her unike, da vi ikke velger korrelasjoner hgyere enn 1 slik

tilfellet hadde veert for de gvrige messanintransjene dersom man ser ngye nok i figuren.

331 R kan uniroot brukes. Merk at det kan vzere flere lgsninger, slik at sgkeintervallet mé velges med omhu.
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(a) Transjenes naverdi for varierende korrelasjon. (b) Tre observerte korrelasjonssmil for iTraxx
iTraxx Europe IG 8.serie 28.sep 2007. Europe IG 8.serie.

Figur 13: Naverdier og korrelasjonssmil for iTraxx Europe IG 8.serie.

I figur [13(b) over er de impliserte korrelasjonene for markedsprisene fra tabell 3| tegnet inn.
Hvis alle deltakerne i markedet for CDOer la til grunn at modellen var korrekt ville vi finne de
samme impliserte korrelasjonskoeffesientene for alle transjer(Rakkestad, 2006). Vi observerer aller
fgrst at dem ikke er det, og danner et sakalt korrelasjonssmil. Vanligvis er implisert korrelasjon
hgyere for 0-3%- og 12-22%-transjene enn for messanintransjene, noe som avfeies ved a betrakte
korrelasjonskurven 31.januar 2008, der den eneste korrelasjonen for & fa lik prisen i markedet er
over 80% ved bruk av gaussisk en-faktormodell. Men for 2007 ser vi at modellen underpriser se-
niortransjene, og ma kompensere dette med en hgyere korrelasjon. Arsaken til dette er at modellen
ikke klarer a modellere tyngre haler, altsa hgyere sannsynlighet for ekstreme simultane begivenhe-
ter(konkursklynger) i portefpljen av kreditt. Dette er et fenomen kalt haleavhengighet, se forklaring
i kapittel Vi ser at naverdien til 3-6%-transjen her er en konveks funksjon, og ikke monoton
for korrelasjonen. Det vil si at den kan ta to verdier, og dermed ikke unik. For 2008-observasjonen
er den impliserte korrelasjonen til 3-6% lik 0.82|ﬂ Dette samsvarer generelt for nivaet i 2008, se
Ding & Sherris (2011). De fant at det ved flere tilfeller i 2008 ikke fantes korrelasjoner for junior
messanintransjen i intervallet [0,1]. Det samme gjaldt for de gvrige messanintransjene i perioder
der indekspremien var sveert hgy.

Arsakene til korrelasjonsmilet er blitt mye diskutert, og blant annet Feld (2007), Rakkestad (2006),
Schlésser(2011), Neugebauer (2007) foreslar folgende for transjerte kredittderivater generelt:

e Tilbud og ettersporselsmekanismer. Etterspgrselen etter 0-3%-transjen er vanligvis dominert

341 dette tilfellet er naverdifunksjonen til junior messanintransjen en konkav funksjon. Ved & utvide intervallet for
korrelasjonen til negative verdier ville vi ha fatt en korrelasjon lik p =-0.13. Da vi har relasjonen a = /p ville dette
gitt en kompleks verdi pa risikofaktoren a i faktormodell (4.2.1))
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av aktgrer med lavere risikoaversjon samt arbitrasjejegere med en annen oppfatning av kre-
dittmarkedet. Det er derfor en stgrre etterspgrsel etter messanintransjene slik at premiene for
disse transjene er lavere, siden forsikringkjgpere har flere selgere(investorer) a velge mellom.

o Segmentering. Deltakere i kredittderivatmarkedet har ulikt syn pa konkurskorrelasjonen, slik
at de segmenterer seg innenfor ulike strukturer i CDOen. Det er uvisst hvorfor det systema-
tisk er slik, da dette bidrar til prisingsforskjeller som skulle ha blitt utjevnet da dette gir
arbitrasjemuligheter.

e Modellvalg. Den gaussiske copulamodellen klarer ikke & modellere haleavhengighet, mens den
implisitte markedsmodellen har tyngre haler og varierende recoveryrate.

e Usikkerhet. Siden korrelasjonen har stgrst virkning for 0-3%-transjen, jfr. figur (a)7 har vi
at man implisitt kan se en utvidet risikopremie i form av en hgyere korrelasjon priset inn for

denne transjen.

Gitt at det finnes implisitte korrelasjoner fra observasjoner i markedet er det seerlig to egenskaper

som maler prestasjonen til en CDO-prisingsmodell:

e De impliserte korrelasjonene fra modellens priser ved bruk av gaussisk LHP med determinis-
tisk recoveryrate og korrelasjon nzermer seg et korrelasjonssmil.
e De impliserte korrelasjonene fra markedets priser ved bruk av modellen naermer seg en hori-

sontal kurve.

Forskningen rundt dette har veert betydelig, da gevinsten har veert stor for dem som kan re-
produsere markedspriser pa en effektiv mate og forstaelig for deltakerne i markedet. Andersen
og Sidenius (2005) utvidet den gaussiske copulaen ved & ta i bruk stokastisk recoveryrate kor-
relert med konkurssannsynligheten. I tillegg introduserte de muligheten for hgyere korrelasjon i
nedgangstider(smitteeffekt). Deres resultater viste et implisert korrelasjonssmil ikke langt fra det
observerte i markedet. Copulaer ved bruk av Student-t (Andersen et al, 2003), dobbel-t (Hull
& White, 2004), Clayton (Schonbucher, 2001), Marshall-Olkin (McNeil, 2003), Varians-Gamma
(Moosbrucker, 2006), samt Levy modeller med utvidelser av Albrecher et al. (2007), Schoutens &
Cariboni (2009) og Garcia et al. (2009) har alle blitt foreslatt. Noen er akseptert, mens andre har
for lang beregningstid, noe som er essensielt for risikostyring. Det er seerlig dobbel-t copulaen som
har fatt mest anerkjennelse, men haken er at den har en sveert lang beregningstid grunnet student-t
ikke er lukket under konvolusjon. Vi skal i siste kapittel presentere en forventning-varians mikstur
som bruker kort tid og klarer & produsere markedspriser tilfredsstillende grunnet dens stgrre hale-
avhengighet, den en-faktor Normal Invers Gaussiske Copula modellen(Kalemanova, 2007).

Hindringen ved bruk av disse impliserte korrelasjonene far man nar man skal prise andre transjer
med en annen struktur. P& grunn av korrelasjonsmilet far man ikke interpolert godt nok mellom
transjene, og dermed blir sammenlikningen vanskeligere mot andre indekser, og da gjerne for bruk
i tidsserier og prediksjon(Cecchetti & Nappo, 2012). I tillegg er den impliserte korrelasjonskurven
upalitelig i sa mate at den for noen transjer ikke produserer noen verdi i det hele tatt, eller gir to
verdier. For & unnga dette problemet utviklet markedet en metode kalt basekorrelasjon, som blir

forklart i neste avsnitt.
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4.3.1 Basekorrelasjon

Basekorrelasjon ble introdusert av McGinty & Ahluwaila (2004) fra JP Morgan som et verktgy i
rammeverket for gaussisk LHP for & lettere kunne sammenlikne impliserte korrelasjoner pa tvers
av indekser og uavhengig av transjestruktur.

Ideen bak konseptet som fort ble tatt i bruk av markedet er at enhver transje kan bli dekomponert
til to nye egenkapitaltransjer, sakalte ”fgrste-taps”-transjer, begge med innslagspunkt 0%. For
eksempel det a selge forsikring pa 3-6%-transjen med nominell verdi N er det samme som a
selge(lang posisjon) 0-6%-transjen med verdi 2N og a kjgpe(kort posisjon) 0-3%-transjen med
verdi N pa samme tidspunkt(Ding & Sherris, 2011). Schlosser(2011) viser da at en transje med
punkter (K7, K3) har et forventet tap som kan uttrykkes ved de forventede tapene til to ”fgrste-
taps”-transjer (0, K1) og (0, K2):

R R
BLE - K>BLE o) (1) = KyELT (1) 53
(Kl,KQ) = K2 — Kl .

Dermed har vi at naverdiene kan uttrykkes tilsvarende slik at man kan lgse ut basekorrelasjonene

via fglgende gjentakende metode:
base

1. Start med transjen (0, K7) der den forventee naverdien skal veere lik 0. Lgs ut for p>® =

P(0,k,)- Denne skal da veere lik den ordinsere impliserte korrelasjonen:

PV (0, K1, S00,k1)s P(0,K1)) = 0

2. For transje (K1, K2) bruker vi (4.3.3)) slik at basekorrelasjonen for 0- Ko-transjen, pl}‘};e, finnes
ved a lgse ut for p(g g,) under, ved a ta i bruk pl}‘(lfe lgst ut fra steg 1:

Ky
Ky — Ky

K;

PV(0, K2, S(k, K5), p(0, K2)) — K K

PV (0,K1, Sk, iy), 55) = 0

3. Fortsett sa videre for de neste transjen: (0, K3),..., (0, K}).

Ved a ta i bruk denne metoden pa iTraxx Europe IG 5Y 8.serie observert 28.september 2007, jfr.
tabell [3] far man fglgende basekorrelasjoner for de 5 forskjellige utslagspunktene:
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Figur 14: Basekorrelasjon for iTraxx Europe I1G 5Y 28.september 2007

Basekorrelasjonene i figur[I4 over har en nesten linesger sammenheng, kalt korrelasjonsskjevheten
av markedsagktgrer. Denne framstillingen av indeksens transjekorrelasjoner har en klar fordel, ved
at man overgar problematikken der det er vanskelig & finne korrelasjonen til messanintransjene.
Dette er fordi premien til alle egenkapitaltransjene(” forste-taps”-transjer) er monoton med korre-
lasjonen, som vist tidligere.

Selv om basekorrelasjonene ser hgye ut i figuren sammenliknet med de implisitte korrelasjonene
i figur (b), er de verdifulle da de gjenspeiler forskjellen mellom de ”sanne” korrelasjonene, og
dem komponert fra den gaussiske LHP-modellen(Feld, 2007). Hadde den gaussiske modellen priset
markedspriser korrekt hadde kurven til basekorrelasjonen dannet en horisontal kurve.

For a finne basekorrelasjonen til transjer med ulik struktur enn iTraxx viser Schlésser (2011) at
man kan bruke en interpoleringsteknikk for & finne dem, som for eksempel den linesere varianten
eller en spline metodﬂ Dermed kan man lettere prise andre transjer, som ikke er i markedet.
Ding & Sherris(2011) finner at under subprimekrisen var det ikke mulig a finne basekorrelasjoner
for seniortransjene, grunnet den hgye konkurssannsynligheten i markedet. Basekorrelasjoner er ofte
vanskelig a tolke iforhold til & bruke impliserte korrelasjoner. Vi vil videre derfor konsentrere oss
om sistnevnte i var prising av strukturerte kredittderivater.

I neste kapittel ser vi pa sakalte copulafunksjoner for & prise kredittderivater. Disse er ofte brukt

i finans generelt, da de apner opp for en annen avhengighetsstruktur mellom selskapene.

4.4 Copula

En viktig del generelt i risikostyring der man har portefgljer av kreditt, er som tidligere nevnt &
undersgke konkursavhengigheten. Hvis vi betrakter uavhengighet mellom kredittene i en portefslje

kan vi naermest studere ethvert problem knyttet til kredittrisikoen. Men en slik antagelse om

35Disse méa velges med omhu, da det kan dannes arbitrasjemuligheter

41



uavhengighet er ikke realistisk, da konkurser er knyttet sterkt opp mot konjunkturer og markeds-
faktorer generelt, som er felles for kredittene i portefgljen. Copulaer er i seerdeleshet en nyttig
tilneerming til prisingsproblematikken, da dem tillater en mer fleksibel mate & studere avhen-
gigheten mellom kreditter pa. Copulaer er brukt til forskjellige formal i finans, og seerlig da for
portefgljemodellering av kredittderivater, med absolutt dominans av den gaussiske copulaen for a
prise CDO transjer. Pa tross av dens begrensninger samt subprimekrisen 2007-2008 som snudde
kredittmarkedet opp-ned ble den og er fortsatt brukt som prisingsformel. En kritisk analyse blir
presentert senere i dette kapittelet, men fgrst trengs en introduksjon til copulateorien. Sentrale
kilder er McNeil(2005), Li(1999), Burtschell et al.(2008), og Galiani (2003).

Fgrste tilnserming ved anvendelse av copulaer er a anta de statistiske marginalfordelingene til kre-
dittderivatene. Dette gjores pa bakgrunn av markedspraksis og/eller observasjoner i markedet over
tid. Copulafunksjoner linker dermed de marginale fordelingene til en multivariat fordelingsfunksjon
og lar oss dermed f& undersgke sensitiviteten til risikoen pa bakgrunn av var egen spesifisering av
avhengigheten. Det er stort sett to varianter & bruke copulafunksjoner pa for & gjgre risikoanalyse,
hvor disse kan kombineres (Das et al., 2004):

e Gitt en copula, kan vi velge forskjellige marginalfordelinger for hvert individuelle kreditt. Ved
a forandre typer av fordelinger og deres parametere, kan vi for eksempel studere hvordan
individuelle konkurser har effekt pa den samlede konkursatferden til portefgljen.

e Gitt marginalfordelinger, kan vi variere korrelasjonsstrukturen ved a velge forskjellige copu-
laer, eller bruke den samme, men da ved a variere korrelasjonsparameteren(e). Dermed kan

vi gjgre risikoanalysen.

Siden copulaene vi presenterer er lette a simulere vil vi studere risikoen via Monte Carlo beregnin-
ger. Vi vil forst presentere definisjoner og elementaere egenskaper innenfor copulateori fgr vi gar

videre til algoritmene for CDO-prising.

4.4.1 Definisjon

Definisjon 1. En d-dimensjonal copula er en multivariat fordelingsfunksjon C : [0,1]% — [0,1]

med standard uniform U(0,1) marginalfordelinger.

Theorem 1. (Sklar 1959) La F vere en multivariat fordelingsfunksjon med marginalfordelinger

F1,...,Fy. Da eksisterer det en copula C(uy,...,uq) slik at for alle xy,..., x4 € R

F(xl,...,md) :C<F1(.%'1),...,Fd({13d)). (441)

Dersom marginalfordelingene er kontinuerlige, sa er C unik.

Videre har vi at copulafunksjonen er gitt ved
Clut, ... uq) = F(F;y  (w), ..., Fy  (ug)) (4.4.2)

Enhver simultanfordeling til variablene i vektoren X = (X1, ..., X4) kan bli uttrykt via en slik

copulafunksjon, som ifglge Sklars theorem er en funksjon av marginalfordelingene til komponentene

42



Xi,...,X,. Forste formel,, viser hvordan simultanfordelinger F' blir formet ved & koble sam-
men marginalfordelingene med copluaer C. Likning viser hvordan copulaer kan trekkes ut
fra multivariate fordelingsfunkjoner med kontinuerlige marginaler. Den viser ogsa hvordan copulaer
utrykker avhengighet for kvantiler, siden verdien C(uy,...,uq) er den simultane sannsynligheten
for at X; ligger under u;—kvantilen, X5 ligger under us—kvantilen og videre at Xy ligger under
uqg—kvantilen.

Det er stort sett tre typer copulafunksjoner: Fundamentale copulaer representerer et antall viktige
spesielle avhengighetsstrukturer, implisitie trekkes ut fra kjente multivariate fordelinger ved bruk
av Sklars theorem over mens eksplisitte har enkle lukket-form uttrykk og falger generelle matema-
tiske konstruksjoner kjent for & gjelde copulateori. I denne oppgaven holder vi oss til de implisitte,

men for a fa et glimt av mangfoldet kan vi se pa et eksempel pa en fundamental copula:

Definisjon 2. La u; € [0,1] fori=1,...,d. Uavhengighetscopulaeﬂ er gitt ved

d
O(ut, ..., uq) :Huizul'u2"'ud
i=1

For alle tilfeldige variabler fra en kontinuerlig fordeling er dette copulafunksjonen hvis og bare hvis

de er uavhengige.

For a se dette betrakter vi tilfeldige variabler X; og Xs med gitte tetthets- og simultane fordelin-
ger. Har da at copulaen er gitt ved C'(Fx, (z1), Fix,(z2)) = Fx, x,(1,22). Antar man uavhengighet
gjelder Fx, x,(x1,22) = Fx, (1) - F'x,(22), og dermed har vi at C(u1,u2) = u; ~ugﬂ

En konsekvens av Sklar sitt theorem er at vi kan implisere en copula fra en multivariat for-
deling, ved a evaluere pa argumentene x; = F'~!(u;), og s& bruke den med vilkarlig valgte
marginalfunksjoner for & oppna en holdbar multivariat fordeling. Slike copulaer kalles implisitte
copulaer, og bade gaussisk og student-t copulaer er i den gruppen. De er ogsa innenfor klassen av
elliptiske copulaer. Fordelen med dem er at de er lette & arbeide med i store dimensjoner, mens pa

grunn av de symmetriske egenskapene klarer de ikke & fange opp skjevheter.

4.4.2 Multivariat Gaussisk Copula

En tilfeldig variabel X er normalfordelt med forventning p = 0 og standardavvik ¢ = 1 om den

har en tetthetsfordeling som tilfredstiller

og kumulativ fordelingsfunksjon

O(x) = Fx(x) = /_ﬂﬁ fx(z) dz.

361 litteraturen refereres uavhengighetscopulaen ogsé som produktcopulaen
3™Mer informasjon om dette kan finnes pa nettsiden: https://www.rmetrics.org/files/ Meielisalp2009/ Presenta-
tions,/ Fischer.pdf
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X = (Xi,...,Xg) er multivariat normalfordelt N4(0,P) med forventning p = 0 og korrelasjons-

matrise P med determinant det(P) = |P| om tetthetsfunksjonen er gitt ved

_ 1 —xTP’lx/Q
f(X‘()?P) - (271')”/2‘P|1/2€

Definisjon 3. La P wvere en symmetrisk, positiv deﬁm’@ matrise med diag(P) = 1 og la $p
veere den standardiserte multivariate normalfordelingen med korrelasjonsmatrise P. Da er den

Multivariate Gaussiske Copulaen definert som

Den gaussiske copulaen har ikke en enkel lukket form, men kan bli uttrykt som et integral over

tettheten til X, den multivariate normalfordelingen. Dermed har vi at

CE(u) =P(X; < ® L (w1),...,Xq < & Huy))
&t (u1) &~ (ua)
:/ / f(x]0,P) dx; ...dxq

—00 —0o0

Som et viktig eksempel pa en slik gaussisk copula har vi den gaussiske en-faktor modellen for
bruk pa portefgljer av kredittderivater, som vi fant et analytisk uttrykk pa tidligere. Det 1& da til

grunn at korrelasjonsparameteren p er lik for alle aktiva, altsa:

L »p p
p
p—|:
1
p oo ooop o1
Den kan da bli beskrevet som copulaen for de N variablene (Y7, ...,Yy) i referanseportefoljen:

E:\/Z)Y_‘_ \/1_p6’i7

hvor Y er en standard normal markedsvariabel, hvor hver ¢; er standard normal. Variablene pa
hgyre side er uavhengige. Korrelasjonen mellom hvert aktiva i modellen er da Corr(Y;,Y;) = p,
slik som beskrevet i kapittelet om LHP-approksimasjon. Gitt en lik korrelasjonsparameter for alle
aktiva, er den gaussiske enfaktormodellen identisk med den gaussiske copulaen.

Teknikken for & simulere tilfeldige variabler fra den gaussiske copulaen Cga med korrelasjons-

matrise P er som fglger:

38En symmetrisk k x k matrise ¥ er sagt a vaere positiv definit om den kvadratiske formen z” 3z er positiv for alle
n X 1 vektorer z med ikke-negative elementer av reelle tall.
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1. Utfgr en Cholesky dekomposisjoﬂ av matrisen P slik at du far Cholesky faktoren A. Dermed
har du at matriseproduktet AAT =P

2. Generer en vektor Z = (Zy,...,Zy) av uavhengige standard normalfordelte variabler
3. Sett X = AZ

4. Returner U = (®(Z1),...,P(Zy)) der ® er standard normalfordeling. Den stokastiske vekto-
ren U har da fordeling Cga
4.4.3 Multivariat Student-t Copula

La Z ~ N(0,1) og V ~ x2(v). Dersom Z og V er uavhengige variabler er X via transformasjonen

VA

VV/v

en Student t-fordelt Variabe]@ med v frihetsgrader og tetthetsfordeling som tilfredstiller

X =

(=) 1 1
= , cR,v=12,...
fx(@) T(5) Vom (14 Z)w+D)2 reRY
Forventningsverdien og variansen til X ~ t(v) er gitt ved
EX]=0, v>1; Var(X) = V2, v>2
I/ —

For lave verdier av frihetsgraden v har t-fordelingen bredere haler enn normalfordelingen, i den
betydning at den gker sannsynligheten for mer ekstreme verdier, som jo er et interessant perspektiv
i forhold til risikostyring. For store v, er t(v)-fordelingen omtrentlig normal, og t(v) konvergerer i
fordeling mot standard normal for v — oc.

Gitt en vektor Z = (Z1, ..., Z4) av multivariat standard normalfordelte variabler med korrelasjons-
matrise P og en V ~ x?2 variabel. Ved uavhengighet mellom Z og V definerer vi den multivariate
Student t-fordelingen via X = (Z; \/W, ey 2y \/W)

Simultanfordelingen til X ~ t4(v,0,P) er gitt ved:

F(VTM) 1 xI'pP—1x
_ ! )2,
1) =0y Goarppat T )

Forventningsverdien og kovariansmatrisen til X = (X1, ..., Xy) ~ t4(v,0,P) med korrelasjons-

matrise(skalamatrise) P er gitt ved

Noter at i denne parametriseringen er ikke kovariansmatrisen Cov[X] lik P slik det var for multi-

variat norma]@

3%For 4 fa en slik dekomposisjon i R, kan du bruke chol(Rho), hvor Rho er korrelasjonsmatrisen.

19En Student t-fordelt variabel kan ogsa genereres fra en varians mikstur, se kapittel

41For en mer dyptgiende redegjorelse av multivariat t-fordeling samt enkelte beviser henvises det til arbeidet av
Demarta(2005) samt den statistiske leeresiden http://www.statlect.com/mcdstul.htm
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Definisjon 4. La P vere en symmetrisk, positiv definit matrise med diag(P) =1 og la t,p vere
den standardiserte multivariate Student t-fordelingen med korrelasjonsmatrise P og v frihetsgrader.

Da er den Multivariate Student t-Copulaen definert som

C;P(u) :P(tl,(Xl) < u,... ,tl,(Xd))

=tup(t, (w1), ...t (ug))

Algoritmen for & simulere fra en Student t copula,C’;P med Kkorrelasjonsmatrise P og v frihets-

graderer er fglgende:

1. Simuler d variabler fra en d-dimensjonal standard normalfordeling Y.

2. Generer en stokastisk variabel V' ~ x?(v) uavhengig av 'Y

3. Sett X = \/V/iv Y. Vektoren X bestar na av d variabler fra en multivariat t, p.

4. Returner U = (t,(X1),...,t,(Xg)) der t, er univariat Student t. Den stokastiske vektoren U
har da fordeling C} p

Figur (15| nedenfor viser et utvalg fra en bivariat gaussisk og en bivariat t copula med korrelasjon
p = 0.5 og v = 3. For a lettere se forskjellen mellom disse avhengighetsstrukturene har vi plottet

de normaliserte kvantilene ved siden av. Vi observerer fglgende:

e Student t copulaen har bredere haler og produserer flere ekstreme begivenheter enn den
gaussiske copulaen.

e [ motsetning til den gaussiske har t copulaen avhengighet mellom variablene i den gvre
og nedre halen. Det er altsd en stgrre positiv sannsynlighet for flere simultane ekstreme

begivenheter samtidig for t copulaen enn den gaussiske, sakalt haleavhengighet.
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Gauss copula Normal kvantiler

up

up

Figur 15: Simulerte punkter fra hhv gaussisk og t copulaer. Kvantiler er til hgyre. Lineser
korrelasjon p = 0.70 og v = 3 frihetsgrader. 2000 simuleringer.

4.4.4 Haleavhengighet

Mellom to stokastiske variabler X; og X5 i statistisk modellering er det flere former for avhengig-
hetsmal*

e Den ordinare Pearsons lineere korrelasjon p(X1, Xs) € [—1,1].
e Rank korrelasjon ser pa rangeringen av serien til to variabler X7, Xo € R? og forholdet der

imellom. Det er to varianter av rank korrelasjon som begge tar verdier i intervallet [—1,1]:

— Kendalls taufﬂ
pr(X1, Xo) = E(sign((X1 — X1)(X; — X3))),

som maler sannsynligheten for at parene av variablene (X7, X2) er konkordante, altsa
om (X1 — X1)(Xy — Xa) > 0 eller diskordante der (X; — X1)(Xy — X3) <0

— Spearmans Rho,
ps(X1, Xa2) = p(F1(Xy), F1(X2)),

42For eksempler og mer litteratur rundt de forskjellige avhengighetsmalene bes leseren om & henvende seg til
kapittel 14 i boken ”Modelling Single-name and Multi-name Credit Derivatives”av O’Kane & Dominic (2010)
43X, og X, er en uavhengig vektor fra den samme fordelingen til (X1, X2)
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altsa den linesere korrelasjonen mellom sannsynlightetsfordelingene, og for kontinuerlige

variabler; den unike copulaen.

e Haleavhengighet, er et mal pa avhengigheten i halene til bivariate fordelinger. Den er en
grenseverdi pa den betingede sannsynligheten for overskridende kvantilverdier i den gvre, u,
og nedre, [, halen:

Ay = A (X7, X2) og N = N (X7, Xo2).

Vi vil na fokusere pa haleavhengighet, og da seerlig for gaussisk og t copula. Dette begrepet er sterkt
relatert til beregninger av markeds og kredittrisiko og er av interesse ved estimering av Value at
Risk (VaR) for portefoljer av aktiva og kreditt. Den linesere korrelasjonskoeffesienten p(Xi, Xs) er
ofte ikke tilstrekkelig for & estimere avhengighetsstrukturen til store tap, og dermed bidrar til &
skape ungyaktige VaR-beregninger ifplge Embrechts et al (1999).

Haleavhengighet maler graden av avhengigheten i halene til bivariate fordelinger. For gvre hale-
avhengighet sin del ser vi pa sannsynligheten for at Xo overskrider sin ¢-kvantil, gitt at X; ogsa
har overskredet sin ¢-kvantil nar g-kvantilen gar mot uendelig. Haleavhengighet er altsa en grense-
verdiberegning. Det er flere mater a beregne det pa, og denne stammer fra Joe (1993, 1997) her
gjengitt i McNeil (2005):

Definisjon 5. (Haleavhengighet) La X7 og Xo vere stokastiske variabler med marginaler Fy og

F>. Koeffisienten til gvre haleavhengighet for X1 og Xo er gitt ved

A= WX Xo) = T P(X > B (@) > o),
q
pa betingelse at en grense \ € [0,1] eksisterer.

Likedan for koeffisienten til den nedre halesannsynligheten

A= (X, Xp) = Tim P(X < Fy N q)| X1 < F{'(q)),
q
pa betingelse at en grense \ € [0,1] eksisterer.
Dersom Ay, € (0,1] og/eller \; € (0,1] har X1 og Xo ovre og/eller nedre haleavhengighet. Dersom

A =0 eller Ay =0 er X1 og Xo asymptotisk uavhengige i enten den gure eller nedre halen.

Konseptet halaevhengighet brukes innenfor copulateori. Er F} og Fb kontinuerlige marginaler
kan vi oppna enkle uttrykk for \; og A,. Siden vi skal konsentrere oss om gaussisk og t copula
merker vi oss at begge er elliptiske fordelinger som er radial Symmetrisk@ Derfor har vi at den

sakalte overlevelsescopulaen C,

C(Fy(x1), ..., Fy(xq)) =1—F(x1,...,xq),

4 En tilfeldig vektor X er radial symmetrisk rundt a om X — a =: a — X. En elliptisk tilfeldig vektor X slik som
gaussisk eller t har fordeling pa formen Eq4(u, P, 1) og er radial symmetrisk
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er lik den ordinaere copulaen C', altsa C = C. Via helt elementaere regler for sannsynlighetsregning

far vi at halesannsynligheten til X; og X2 ved bruk av bivariat copula er gitt ved:

P(Xy < Fy ' (q), X1 < F{ ' (q))
g0+ P(X1 < F'(q))

im P(F3(X2) < ¢, F1(Xy) <q)
g0+ P(X1 < F{'(q))
C(q,q)

= lim

=0t q

for den nedrﬂ og

P(FQ(XQ) > q,Fl(X1) > q)

Ay = lim —

g—1- P(X, > Fy (q))

— lim P(l—FQ(XQ)Sl—q,l—FQ(Xg)Sl—q)
q—1— 1-— q

— lim P(Fy(X) <1—¢q,Fi(X1) <1—q)
q—1— 1-— q

g G019y Clad)
PERE 1—gq =0t ¢

for den gvre, der vi har brukt egenskaper for overlevelsescopulaen i overgangen fra 3. til 4. uttrykk.
Merk i siste uttrykk at C (q,q9) = C(q,q) for elliptiske copulaer, slik at A; = A, = A. Ved bruk av

L‘Hopitals regel for grenseverdier og copulateori av mer teknisk ar@ far vi at

. dCg.q) _, .
g P =dti=a)

=2 lim P(Uz > q|U1 = q).
q—1-
For & finne haleavhengigheten til den gaussiske copulaen C§®, der (X1, X») := (¢~ 1(Uy), o~ 1(U2)),
er bivariat normal med standard marginer, bruker vi en fast korrelasjonsparameter p < 1 og at

den betingede fordelingenlﬂ Xo| X1 = ~ N(pz,1— p?):

A=2 lim P(¢~H(Uz) < o~ (g)|o 1 (U1) = ¢~ 1(q))

q—0t

=2 lim P(X; <z|X; =2x)

T—>r—00
o I ¢($—ﬂv>:a
T——00 1 _ P2

Dermed har vi at den gaussiske copulaen er asymptotisk uavhengig i bade den gvre og nedre halen.

Selv om vi skulle anta en hgy korrelasjon for aktivaene viser det seg at ekstreme begivenheter skjer

5T overgangen fra 2. til 3. uttrykk brukes fslgende: P(X: < Fy '(q)) = Fi(F; '(q)) = ¢
“Den interesserte leser bes sl opp i McNeil (2005) s. 197 og s. 210
“TDette er et velkjent resultat i statistisk teori. Se Casella 6 Berger s. 176-177 for et formelt bevis.
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uavhengig av hverandre ved bruk av en gaussisk copula i modelleringen. Dette er et uheldig re-
sultat for en eventuell anvendelse i risikostyring, siden makrogkonomiske sjokk eller smitteeffekter
som oppstar i markedet nettopp kan resultere i simultane begivenheter som kan karakteriseres som

ekstreme med voldsomme folger.

Vi skal na vise at den andre elliptiske copulaen vi anvender, t copulaen C’;P, har haleavhen-
gighet. La (X1, X2) := (t;1(U1),t, ' (Us)) ~ t2(,0,P), der P = (/1)’1)) Galiani (2003) finner den
betingede sannsynlighetsfordelingen for X5|X; = x til & veere(for bevis, se kap |A.2)):

PRSP o S N OG0 I
= = . —
R L) [(v + ]2 v+l o

Denne betingede t-fordelingen med v + 1 frihetsgrader over er fra en location-scale familiﬁ med
(v+w2xlfp%]1/2
v+1
prinsipper@ fra location-scale familen og Xo = p+ 0T at T' = (X3 — p)/o ~ t,+1. Haleavhengig-

lokaliseringsparameter @ = px og skaleringsparameter o = { . Dermed har vi fra

heten til t-copulaen er da gitt ved

A =2 lim P(Xz > J}’Xl :$)
T—00
1_+ v+1 z—pz
v+1 V+372 /1_p2
. v+1 1—p
=21 1—1, —_—
IE&[ +1<Vumﬂ+11+p>
L—p
=2t,41 | —Vv+ 14— .
I+p

Man ser her at gitt p > —1 har vi at copulaen til den bivariate t-fordelingen er asymptotisk avhengig

=2 lim
Tr—r0o0

i bade den gvre og nedre halen. Desto stgrre linezer korrelasjon og samtidig feerre frihetsgrader jo
sterkere haleavhengighet. Videre har vi asymptotisk uavhengighet for v — oo. I tabell [] under
er det beregnet forskjellige verdier pa haleavhengigheten til t copula, A\i(v, p) og nar v — oo, den
gaussiske A\gq(p).

v\p|-05 10 0.5 |08
2 0.06 | 0.18 | 0.39 | 0.60
4 0.01 | 0.08 | 0.25 | 0.49
10 0.00 | 0.01 | 0.08 | 0.29
00 0 0 0 0

Tabell 4: Koeffisienten til haleavhengighet, A¢(v, p), for variarende korrelasjoner og frihetsgrader
samt for Agq(p) 1 nederste rad.

4®Fra, Casella & Berger (2002) har vi fglgende om location-scale familier:
La f(z) veere en tetthetsfunksjon. For alle p, — oo < p < 0o og o > 0 har vi at alle tettheter pa formen (1/0)f((z —
u)/o), indeksert av lokasjons- og skaleringsparametrene (u, o) er fra en location-scale famile med standard tetthet
f(a).

9 (Location-scale, Theorem 3.5.6 Casella & Berger (2002)) X er en stokastisk variabel med tetthet (1/0) f((x—pu)/o)
hvis og bare hvis det eksisterer en stokastisk variabel Z med tetthet f(z) og X = pu+ oZ.

20



4.4.5 Metafordelinger og Monte Carlo algoritmer

For & bruke copulateori til & prise strukturerte produkter som kredittderivater tar vi i bruk av

Sklars theorem som ogsa sier fglgende:

P(X1 <a1,..., Xg < wg) =P(F ' (Uh) < a1, F=1(Xy) < Uy)
=P(U; < Fi(x1),...,Ug < F(xzg))
=C(Fi(z1), ..., Fa(zq)),

der Fi ..., Fy er marginalfordelinger til univariate variabler. Dette sgrger for at vi kan konstruere
marginalfordelinger med vilkarlige tettheter og copulaer. Ved a konstruere en fordeling med en
valgt copulafunksjon med med vilkarlige tettheter har vi en metafordeling.

Anta at problemet med a generere U fra en bestemt copulafunksjon er gjort. Sklars sitt theorem
viser da at vi kan simulere fra interessante metafordelinger som kombinerer denne copulaen med

vilkarlige valgte marginalfordelinger. Slik gjores det:

1. Generer U fra en valgt d—dimensjonal copulafunksjon C

2. Velg marginalfunksjoner Fi, ..., Fy

3. Finn kvantilene ved transformering X = (F; (U7), ... ,Fd_l(Ud))

4. X er da en stokastisk vektor fra en meta-copulamodell med marginer Fy, ..., Fy og multivariat
copulafunksjon C(Fy(x1),..., Fy(zq))

Denne teknikken er mye brukt i Monte Carlo studier av risiko og vil bli brukt videre.
I det folgende vil jeg presentere modellen til David X. Li (1999) for gaussisk en-faktor copula.
Deretter vises tilsvarende ved bruk av en multivariat Student-t copula via en meta-t, fordeling.

Til slutt tar vi for oss algoritmene for CDO-prising.

I Li sin modell er den gaussiske copulaen koblet sammen med eksponensielle marginaler for a fa tak
i konkurstidspunktene (7, ..., 7n) for N selskaper i en portefglje med korrelerte konkursstidspunk-
ter. Konkursstidspunktene er eksponensielt fordelte 7; ~ Exp(\;) med konstantﬂ hazardrater \;
fori=1,...,N. Dermed har vi at F(r; < t;) = 1 — exp(A\it;). Li sin modell foreslar at man kan
danne en multivariat fordelingsfunksjon til konkurstidspunktene via en meta-gaussisk-copula, slik

at man far:

P(Tl <ti,..., 7 < tN) :Clga(Fl(Tl < tl),...,FN(TN < tN))

=®p (O HF (11 < t1)),..., 0 Y(Fn(ry < tn)))

For & simulere fra denne modellen legger man forst merke til at det er en en-til-en avbildning mellom

kvantilene. Man ser at de normalfordelte variablene fra den multivariate fordelingen x1, ..., xy kan
bli transformert til ¢1,...,¢y ved bruk av ¢; = F; *(®(z;)). Ved & bruke denne copulaen far man
simulert korrelerte konkurstidspunkter T1,...,7y. Tilsvarende gjgres for Student t copulaen med

50T denne modellen kan inhomogene hazardrater A(t;) ogsa brukes, for eksempel fra algoritmen der vi fant impliserte
konkursintensiter fra CDSer.
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valgte frihetsgrader:

P(T1 <ty..., 7 < tN) :C,E,P(FI(TI < tl),...,FN(TN < tN))

=t,p(t, "(Fi(m1 < t1)),...,t, " (Fn(Tn < tn))).

For & prise en CDO via Li sin modell eller tilnsermingen via Student t copula ved bruk av Monte
Carlo simulering presenterer jeg en modifisert algoritme basert pa Galiani (2003) og Wrampelmey-
er (2007). Denne algorimen er mer fleksibel enn den semi-analytiske LHP-versjonen da man kan
tillate portefgljen av kreditt til & vaere sakalt heterogen, hvor man kan bruke konkursintensitetene
til hvert selskaps istedenfor intensiteten fra den gjennomsnittlige oppgitte indeksspreaden. Varians-
reduserende teknikker er anbefalt for & redusere antallet simuleringer. For & finne transjespreaden

pa tidspunkt ¢y fglges denne algoritmenEL

1. Finn de impliserte konkursintensitetene A; fra CDSer
2. Basert pa den felles korrelasjonsparameteren p, eller ved bruk av varierende korrelasjon ved
heterogenitet, konstruer en NxN korrelasjonsmatrise PH

3. For k =1 og til antallet simuleringer K utfor fglgende
(a) Generer en stokastisk vektor av N korrelerte uniformfordelte variabler som skal repre-
sentere konkurssannsynligheten fra enten erﬂ
e Gaussisk copulafunksjon U = (®(Z,),...,®(Zy)) ~ CS?, der (Z1,...,Zy) er ge-
nerert fra en multivariat normalfordeling Z ~ Ny (0, P)
e Student-t copulafunksjon U = (t,(X1),...,t,(Xn) ~ Clp, der (X1,...,Xn) er
generert fra en multivariat Student t-fordeling X ~ tx(v,0,P)
(b) Finn konkurstidspunktene 7; som fglger av u; for allei =1,..., N

i. Beregn de simulerte konkurstidspunktene ved a sidestille de individuelle konkurs-

sannsynlighetene F;(7; < t;) opp mot de korrelerte uniformfordelte variablene w;:
Fi(t;)=1— e Nt = U;

ii. De simulerte konkurstidspunktene er da lik

ln(l — uz)
Ai

T = —

(c) Velg de L konkursstidspunktene som er innenfor forfallstidspunktet T for CDOen og
samle dem i en vektor 7%, der TJ]-’C < T og dim7* < N. Beregn sa det akkumulerte tapet
for hvert konkurstidspunkt i en vektor L(7%) = (L(7f), L(75), ..., L(7F)), der

g 1

1

og folgelig at L(T) = L(rF).

51For & gjore det enklest for den nyinnvidde anbefales det & gjennomfgre algoritmen for en og en transje om gangen.
52Velg N innenfor rimelighetens grenser. Jo hgyere N, jo flere simuleringer trengs for & fa korrekt pris.
®3Valgt fordeling ma da selvsagt ikke endres pa ved nye simuleringer i lgkken
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(d) Beregn néaverdien til transje (K7, K») av konkursutbetalingene for investor, DLF, etter

fglgende rutine:
i. Er L(T) < K;: Sett DP;, = 0.
ii. Er K1 < L(T) < K finn trigger-tidspunktet 7F = inf{t > 0|L(t) > K1} og beregn

naverdien av tapene:
L

1
DLF = ;B(to,fg)u - R)%
For det fgrste tapet som bergrer transjen ma kun L(Tf) — K veere med i diskonte-
ringen.
ili. Er Ky < L(T), beregn bade det nedre trigger-tidspunktet Tf som over og det gvre
Tff = inf{t > 0|L(t) > K2} og beregn naverdien av tapene

Y

DLF =" B(to, ) (1 - R)%.

w=4
Siden vi ikke inkluderer tap som ikke treffer transjen vil kun andelen av det relative
tapet, L., pa tidspunkt 7'46 som diskonteres bli L, — (L(T,I;) — Ks).

(e) Beregn naverdien til transje (Kj, K) av premieutbetalingene for investor, PLj. En
gkning av tapene i referanseportefgljen fglges av en redusering av premieutbetalin-
gene, siden den totale palydende verdien av portefgljen blir mindre. Basert pa kon-
kurstidspunktene 7%, for hver kvartalsvise dato for premiebetaling (t1,ts,...,t,), der
At; = (t; —t;_1), hent ut det tilsvarende akkumulerte tapet fra L(7¥), slik at du far
en vektor L(t) = (L(t1), L(t2), ..., L(t,)) som representerer det akkumulerte tapet som
ikke lenger skal forsikres foran hver premiebetaling. Naverdien av premieutbetalingene
blir da:

PL* =" At;B(to, t;) - min{(Ky — L(t;))", K2 — K1},
=1

eller alternativt fra var egen notasjon:
n
PLF =37 AB(to, ) - (K2 = Ky = (min{LF (1), Ko} — K1)*)
i=1
4. Beregn snittet av kontantstrgmmene:
I 1 &
PL = sz:PLk DL = sz:DLk

5. Bestem sa spreaden for transjen (K7, K2) til CDOen:

e Har transjen forhandsbelgp:

. _ DL—-0.05-PL
/LL(K27K1) = K2 — Kl .
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e Ellers: _

e DL

S(Kik2) = BT
Resultater fra algoritmen blir presentert i tabell [13]1 kapittel [5.4.2]1 en sammenlikning med andre
modeller presentert gjennom oppgaven. For at simuleringen sikkert skal konvergere anbefales det
100000 simuleringer. Denne algoritmen var lenge en markedstandard, da analytiske modeller ikke
var bygget ut. Likevel har denne algoritmen en fordel ved at man kan lette litt pa antagelsene om
homogenitet, og basere modelleringen etter antallet selskaper i portefgljen. I tillegg kan man bruke
forskjellige avhengighetsstrukturer innenfor copulateori, som Clayton, Gumbel og andre eksplisitte
copulaer. Da mé selvsagt algoritmen endres litt pa, da den lineszere korrelasjonskoeffesienten ikke
lenger er dekkende for simuleringen av eksplisitte copulaer. Man velger ofte slike copulaer dersom
man tror pa assymmetri i avhengighetsstrukturen. Men vi skal se litt etterhvert at den Normal
Invers Gaussiske fordelingen er et alternativ for disse. Vi finner ogsa at den ikke trenger Monte

Carlo beregninger, men kan utledes semi-analytisk.
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5 Normal Invers Gaussisk En-Faktor Copula Modell

Introdusert av , O.E, 1995. Vi skal i dette kapittelet ta skrittet et hakk videre og presentere en
semi-analytisk utvidelse av en-faktormodellen som tar hgyde for a redusere korrelasjonssmilet for
CDO-prising, slik at den lettere kan brukes i risikostyring. Den statistiske fordelingen som sgrger
for dette er Normal Invers Gaussiske (NIG), som er avledet fra en gaussisk forventning-varians
mikstur og dermed et spesialtilfelle av den generaliserte hyperbolske fordelingen introdusert av
O.E Barndorff-Nielsen i en artikkel fra 1977. Prestasjonen til denne fordelingen er ganske lik en
dobbel-t Copula@, men fordelen na er at vi reduserer beregningstiden betraktelig. Kalemanova in-
troduserer denne fordelingen som et alternativ til markedets standardmodell for & prise syntetiske
CDOer, den gaussiske, i 2005.

I dette kapittelet presenteres fgrst elementeer teori om normale miksturer pa multi- og univariat
form samt hyperbolske fordelinger, fgr vi viser NIG som et spesialtilfelle. Videre vil vi reparamet-
risere fordelingen, slik at den kan brukes i CDO-prising, for vi avslutter med numeriske resultater
der NIG-LHP sammenliknes med andre tidligerenevnte modeller ved bruk at transjespreads fra

den syntetiske CDOen iTraxx FEurope IG.

5.1 Normale miksturer og NIG-fordelingen

I forrige kapittel var vi innom gaussiske og Student t-fordelinger som bakgrunn for prisingen av
kredittderivater. Disse tetthetene kan, pa univariat og multivariat form, bli generert fra en sakalt
normal varians mikstur E} Sentrale kilder i dette delkapittelet er McNeil (2005), Kalemanova
(2005) og Schlosser (2011).

5.1.1 Forventning-varians mikstur

Na tar vi et skritt videre og presenterer en mikstur som i tillegg til variansleddet ogsa har stokastiske
forventningsledd. Ideen bak dette er & fa generert fordelinger med en viss assymmetri, som jo er en
fordel i modellering av finansielle instrumenter{ﬂ Man sgker derfor fordelinger som kan modellere
med skjevhet, og gjerne der parametriseringen for dette er enkel a innfgre. I dette avsnittet skal
vi se naermere pa sakalte hyperbolske fordelinger, introdusert av Barndorff-Nielsen (1977), og da
spesielt den Normal Invers Gaussiske (NIG). Disse fordelingene er generert av forventing-varians

miksturer av normalfordelte variabler og sakalte miksvariabler:

Definisjon 6. (Normal forventning-varians mikstur). Den d-dimensjonale stokastiske vektoren X

er sagt a ha en (multivariat) normal forventning-varians miksturfordeling om

X =m(W) + VIWAZ, (5.1.1)

54For en grundig gjennomgang av dobbel-t copula for prising av kredittderivater bes den interesante leseren oppsgke
artikkelen ”Double t Copula Pricing of Structured Credit Products Practical aspects of a trustworthy implementation”
av Vrins(2009), der en algoritme for & beregne den statistiske terskelgrensen til en-faktor modellen blir presentert.

5 En stokastisk vektor(variabel) X er sagt & ha en multivariat(univariat) varians-mikstur fordeling om X = p +
VWAZ, der Z ~ N(0,I),W ~ F og uavhengige, AAT = ¥ samt matrisen A og vektoren y inneholder konstanter.
For en multivariat Student t-fordelt vektor X er miksvariablen W ~ I g(%u, %1/) (Merk at her kan ogsa substitusjonen
V = & ~ x*(v) benyttes). For X ~ Ng(u, %) er W =1

56Nar man observerer logaritmiske avkastninger til aktiva har man ofte at negative logavkastninger har tykkere
haler enn positive.
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hvor Z ~ N (0, I) og uavhengig av miksvariabelen W > 0. A er en d x k matrise og m(W) er en

funksjon av miksvariabelen slik at m : [0, 00) — R%.

Man ser tydelig fra modellen over hvorfor det heter forventning-varians mikstur. Forskjellige
tolkninger kan gjgres av miksvariabelen W (Lillestgl, 2007): Den er En latent uobserverbar variabel
for modellhensyn, eller som en variabel for & forsterke dataene i en estimering. Innenfor finans
brukes den mest for & representere volatilitet. Forventningen og variansen avhenger av realiseringen
av W:

X|W =w ~ Ny(m(w), wAAT = w¥),

og er saledes en stokastisk faktor.
I bruken av slike miksturer er ofte m(W) en lineser funksjon av forventningsvektoren p og en
skalarvektor ~y:

m(W) =p+ Wr.

Regel om dobbel forventning og varians gir da forventning og varians til X:

EX)=E(EX|W))) =pu+ EW)~y (5.1.2a)
Cov(X) =E(Cov(X|W)) 4+ Cov(E(X|W)) = E(W)X 4+ Var(W)y~T, (5.1.2b)

og vi ser at for spesialtilfellet v = 0 gir miksturen lik forventning og varians som for en normal

varians mikstur.

5.1.2 Generaliserte hyperbolske fordelinger

Vil na kort introdusere en ny klasse av fordelinger, kalt generaliserte hyperbolske (GH) fordelinger
der NIG vises som et spesialtilfelle av denne klassen. GH brukt i analyse innenfor finans har
etterhvert blitt anerkjent som sveert foyelige og presise fordelinger. Dem brukes mye innenfor
stokastiske prosesser i verdsetting, og da spesielt Levy-prosesser der de trinnvise gkningene og
avtakningene over tid har en GH-fordeling.

I det videre arbeidet arbeider vi med univariate fordelinger, slik at vi fra na av setter d = 1. Nar
miksingvariabelen W er fra en generell invers gaussisk-fordeling (GIG), altsa W ~ N~ (A, x, ¢) far
vi via forventning-varians miksturen ford=1,Y=1o0gat X|W =w ~ Ni(p + wy,w)
a@ variabelen X er fra en generalisert hyperbolsk fordeling (GH):

ﬂwz/mﬁmwxwmwﬂw

0

:Ame@WMWMw

:KA—I/Q (\/(X + (= p)?) (¢ + ’72)> elr=rn (VXD N+ 422
(\/(X +(z— 1)) (o + 72)> e CrIEIAD)

5"Den interesserte leser bes sl opp i avsnitt A.2.5, McNeil (2005) for mer informasjon
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der K er Besselfunksjonen av tredje typ@

Vi har da at om X har tetthet pa denne formen er X ~ GH (A, x, ¢, 1, X = 1,7). Klassen av slike
generaliserte hyperbolske fordelinger er lukket under linesere operasjoner slik at ¥ = b4+ BX ~
GH(\ X, ¢, Bu+ b, B2, B) dersom b, B € R. Vi har da at dersom:

e A\ = —v/2,x = v og ¢ = 0 har vi en forskjovet/asymmetrisk Student t-fordeling med v
frihetsgrader. Nar v — 0 far vi en standard t-fordeling.

e )\ =1 har vi en hyperbolsk fordeling brukt innenfor analysen av avkastninger til aktiva.

e \ = —1/2 er fordelingen kjent som en Normal Invers Gaussisk (NIG). Denne har en noe tykke-
re hale enn den hyperbolske. Besselfunksjonen for NIG er gitt ved K_; jo(z) = \/(0.57/x)exp(—z).
Formelt har vi at NIG(x, ¢, p,v) = GH1(—1/2,x, ¢, p, 1,7)

Med andre ord er GH-familien sveert fleksibel og tar nye fordelinger basert pa endringen av de

sentrale parametrene.

5.1.3 Normal Invers Gaussisk-fordeling

Fra over viste vi den normal invers gaussiske-fordelingen (NIG) som et spesialtilfelle av den genera-
liserte hyperbolske fordelingen generert fra en normal forventning-varians mikstur. Parametervalget
vart var fra notasjonen til McNeil (2005). Kalemanova (2005) viser at NIG kan bli genert fra en
normalfordeling og invers gaussisk fordeling, men med et noe annen parametervalg. Denne nota-
sjonen blir ogsa brukt i arbeidet til Schlosser (2009). I dette avsnittet skal vi vise NIG-fordelingen
samt dens statistiske egenskaper.

Istedenfor fra et spesialtilfelle til miksturen av normal og GIG-fordelingen beskrevet over, viser
Kalemanova (2005) og Wang (2006) at NIG kan genereres fra en forventning-varians mikstur av

normal og invers gaussiske (IG) fordelinger direkte:
X=p+YB+VYZ, (5.1.3)

der Y ~ IG(0v,7?) uavhengig av Z = N(0,1).
Vi har at en positiv stokastisk variabel Y fglger en invers gaussisk fordeling med parametere o > 0

og 5 > 0 om tettheten er pa formen:

a (_(agzaxﬂ)
fra(y:a, B) = \/my*we b hvis z > 0.

Forventning og varians til Y ~ IG(«, ) er gitt ved:

@ o
EY)=—, Var(X)=—.
(Y) 5 (X) 2
Definisjon 7. (Normal Invers Gaussisk Fordeling (NIG))
®Fglgende relasjon er nyttig ved beregning av denne: K_;/5(z) = /2% exp(—z).
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En stokastisk variabel X folger en NIG-fordeling med parametere o, B, u,d om:

XY =y~ N(u+ py,y)

Y ~ IG(6y,~%)der v := \/a2 — (2,

der folgende betingelser gjelder: 0 < |B] < a og 6 > 0. Vi skriver at X ~ NIG(«, 3, p1,0) med
tetthet fnrc(z;a, B, 1, ) og kumulativ fordelingsfunksjon Fnra(x; o, B, i, d).

Tettheten til NIG-fordelingen er gitt ved (se kapittel for bevis):

Iyt (s o, By, 8) = /0 FXIY = g) - g(y)dy

dor - exp(8y + Ble — ) o (1 rer s
p e L QORI ERT

der Ki(w) := 1 0 exp(—3w(t +t71))dt er den modifiserte Besselfunksjonen av tredje type. Fra

den momentgenererende funksjonen til X ~ NIG(«, 8, i1,0) :

exp(dy/a? — 3?)
exp(dy/a? — (B +1)?))

far vi at forventning, varians, skjevhet og kurtosis er gitt ved@

Mx (t) = exp(ut)

_ B _ o’
p B2 1
S(X) =3———————, KX)=3+4+3| 14+4(—)° )| —F/——.
ar/8+y/aZ — B2 a’ ) o\ a?— (2
Man ser at en NIG-fordelt variabel er symmetrisk@ for g =0.
NIG fordelingen har to viktige egenskaper:
o Lukket under skalering:
o B
XNNIG(a,B,,u,(S):>CX~NIG(E,;,C,LL,05). (5.1.5)

o Lukket under konvolusjon: Dersom to uavhengige NIG-fordelte variabler X og Y har de

samme parametrene « og 3 er summen av disse variablene fortsatt en NIG-variabel:

X NNIG(a,,B,m,él),Y ~ NIG(O[,,B,/JQ,(SQ)

(5.1.6)
=X+Y ~ NIG(a,B,,ul + o, 01 + (52)

59 Alternativt kan vi finne forventning og varians til NIG-variabler generert av miksturen (5.1.3) ved & ta i bruk
teorien i avsnitt [B.1L1F
BE(X)=E(EX|Y))=E(Y) = ¢,

Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(B(X|Y)) = £ + 8% = & (1+ (a® = 9%) 25 ) = 5%,

p”
50En fordeling er symmetrisk rundt sin forventningsverdi om skjevheten S(X) = 0.
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Tettheten til X ~ NIG(«, 3, i1, ) bestemmes av fire parametere(Aas, 2010):

1. a > 0 bestemmer haletyngden
2. S med 0 < || < a skjevheten
3. u lokasjonen (hvor fordelingen sentrerer seg rundt)

4. 6 > 0 er en skaleringsparameter.

0 |
o —— NIG(2,0.7,0, 1.8)
—— NIG(1, 0.0,0, 1.8)
NIG(2,-0.7, 0, 1.8)
<
o
C
o
[
< o
-}
G
)
JSIEN
E o]
[}
|_
]
o
o |
o
I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Figur 16: NIG tetthetsfordeling ved forskjellig parametervalg («, ) sammenliknet med standard
normal. For a4 sammenlikne med kurven til standard normal er lokasjonen satt til 4 = 0 og
skaleringsparameter v = 1.8.

I ﬁgurover ser vi at NIG er svaert dynamisk. Ser at valg av 0 < || < a avgjer skjevheten og
dermed assymmetrien. For 8 < 0 far vi en fordeling forskjgvet til venstre, og for 8 > 0 tilsvarende
til hgyre. En lav « gir en flatere kurve med stgrre halesannsynlighet, stor « gir en spissere form og
lavere halesannsynlighet for en gitt verdi pa 5.

Algoritmen for & simulere Normal Invers Gaussiske variabler er folgendd®]

1. Generer en variabel Y ~ IG(d+/a? — 32,02 — 3?)
2. Generer en variabel Z ~ N(0,1)
3. Returner X = p+ Y +VYZ

Na som teorien er pa plass, skal vi na i neste kapittel se pa bruken innenfor CDO-prising nar

antagelsen om stor homogen portefglje(LHP) ligger til grunn.

51Ved bruk av statistikkprogrammet R kan pakken fBasics lastes ned for 4 generere NIG-variabler.
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5.2 LHP approksimering ved en-faktor NIG Copula

NIG-fordelingen kan med fordel brukes i prisingen av kredittderivater takket veere sine statistiske
egenskaper. Kalemanova (2005) viser at denne hyperbolske fordelingen kan brukes i en en-faktor
copula modell og gir bedre resultater enn gaussisk og Student t. Vi skal na bruke NIG fordelingen
i LHP-rammeverket beskrevet i kapittel Vi bruker fortsatt en-faktor modellen:

Ai(t) = aM(t) + V1 — a2Xi(t), (5.2.1)

der M(t) ~ NIG(aq, 1, p1,01) er felles markedsfaktor og X;(t) ~ NIG(aw, B2, i, d2) er den sel-
skapsspesifikke. Igjen reduserer vi dimensjonene og prgver a uttrykke et selskaps eiendeler som en
modell av dens avhengighet til markedskonjunkturer og selskapsspesifikke faktorer.

Man ser at bestar av en konvolusjon av skalerte variabler. Vi vil na finne en riktig para-
metrisering i fordelingene til X;(t) og M (t) slik at dem blir standardiserte med 0 i forventning og
varians lik 1 samtidig som A;(t) ogsa far en standardisert NIG-fordeling. Dette gjor vi for at den
kan brukes i modellen senere.

Forst har vi fra at faktormodellen gir:

a2 B2
1—a2X; ~NIG , V1= a2u9, V1 — a26,).
i (\/1 ) \/1 ) 2 2)
Da vi na har en faktormodell med to skalerte variabler, gnsker vi & summere disse to til en ny
NIG-forelt variabel A;(t). Fra (5.1.6) har vi at de to forste parametrene ma veere like. For mar-
kedsfaktoren som skal gjelde for alle aktiva setter vi a; = « og 81 = B for a unngéd avhengighet
via korrelasjonsparameteren a. Vi far derfor fplgende parametere for X;(t):
V1 —a? V1 —a?
w=""""0 pH="""p

a a

I tillegg, for a standardisere X;(t) og M (t) med forventning 0 og varians 1 bruker vi (5.1.4) og
velger de tredje og fjerde parametrene slik at vi far folgende for M (t):

g a’
11 +51; =0 og (5$ =1, der v = /a2 — 32,
2 3
altsa g = — %, 0 = %, (5.2.2)

og for X;(t):

B2 _ 04% _ _ 2 2
p + 02— =0 og do—5 = 1 der 72 = /a3 — 33,
72 72

1 —a®py? 52:m73

0 ol Pt (5:2.3)

altsa pg = —
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gjort ved innsetting av parametrene for likhet finnet over. Fordelingen til M (t) og X;(t) blir derfor

fglgende ved bruk av den nye parametriseringen:

By’ 7’
M(t) ~NIG(a,8, =5 1)
1—a2 1 — a2 1—a2 2 /1—a2-~3
Xi(t) NNIG<‘/ @, Vi-ay Vi-a MQ , ¢ l2) (5.2.4)
a a a a a  «
Fordelingen til den na standardiserte A;(t) er ved innsetting av (5.2.2)) og (5.2.3) gitt ved:
A;(t) NNIG(Q, é,a,ul + V1 —a?uz,ad; + V1 — a?dy)
a’a
. ap B A
A;i(t) ~NIG(—, —, ————=,—= ). 5.2.5
som gir ’L( ) (a7 a? nyaaQ’ CLOtz) ( )

Videre vil vi innfgre noe ny notasjon for & gjgre uttrykkene enklere. Bade X;, M og A; kan na

skrives pa formen

By A
X ~ NIG(sa,sﬁ,—s?,s?), (5.2.6)
for valgt s, og vi bruker den kumulative tetthetsforelingen Fiyq(s) () for Fyia(z; sa, sp, —5’6%22, sl—z)

Dermed har vi at M ~ Fyrga)(z), Xi ~ FNIG(\/IG‘?)(HC) og A~ FNIG(%)(.%').

Den kritiske grensen C(t) for hvert kreditt i referanseportefgljen er, som beskrevet i kapittel
for LHP-approksimering, bestemt av en fast korrelasjonsparameter p = a?, konkursintensitet \(t)
og dermed felles risikongytral konkurssannsynlighet Q(¢) = Q(7 < t) for alle kredittene. Utsteder

i gar konkurs om verdien av selskapet gar under den kritiske grensen gitt ved:
Fro) (A1) < Q(r < 1),

som grunnet NIG-fordelingens egenskaper ved konvolusjon kan omformes via en kvantil-kvantil

transformasjon:

At) < C(t) = Fylgn) Q1)

Ved bruk av dette samt uttrykket til LHP med generelle fordelingsantakelser (4.2.7)) med M ~
Fy1a@y(z) har vi at den prosentvise tapsfordelingen for en stor homogen portefglje av CDS er gitt

ved:

Fl . (Q(r<t)—vV1I-da2F!

NIG(L) NIG(Y1=e2)

i

()

Foo(t,z) =1 - Fyiaq) ” , (5.2.7)

der z er det prosentvise brutto portefpljetapet. Vi ser at dette uttrykket beregner den inverse til
NIG-fordelingen to steder. I neste kapittel presenterer vi et uttrykk for det forventede netto tran-
sjetapet ved bruk av NIG-fordelingen.
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5.3 Verdsetting av CDO via NIG

Nér vi na skal bruke NIG-fordelingen i en prisingssammenheng for CDO vil vi sgke en metode som
introduserer lettere beregninger. Schlosser (2009) tar steget et skritt videre fra Kalemanova (2005)
og presenterer den deriverte av uttrykk som en funksjon av bare et invers ledd. Dette gjores
via en enkel substitusjon. Videre vil vi her inkludere muligheten for gjenerverving av kapital ved
konkurs i uttrykkene.

Vi har at det forventede transjetapet til transje (K7, K2) med forventet gjenervervelsesrate R med

tapsfordeling Fi (¢, x) er gitt ved:

Ko
1-R
1-R K, K,
R _ _ — _—
Ky
1-R

Bevis. Via oppspalting av (4.2.8]) samt differensialet dF (¢, ) = foo(t, x)dz og at Fuo(t,1) = 1 far

VI

1
Bl s = ([ o 1 ]cm,o(t,x)—/1 o~ 2 ARt )

Ky — K p 1-R K
1
1-R
1 1
=10 s T AR+ [ e R
1 ] Fa (¢ 1 2 JdFu(t
_/J?R[ iR ”(’x)_/&[x_l—R] S))

O

Fra den kumulative tapsfordelingen (5.2.7) far vi den marginale tapsfordelingen via kjernere-

gelen for derivering samt regel for derivering av inverse funksjoner@ Vi far da tetthetsfunksjonen

52Har fra kalkulus at den deriverte av en invers funksjon er gitt ved:
d 1
“F - -
' = FEm)
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foolt,z) = %Foo(t, x):

feo(t,2) = — fnrc)

Vi—a?\ d ;4
() S e @
a dz Nrg¥iza?)
—1 A 21
Fng(%)(Q(TSt))f 17&2FN]G(m)(I)
N1 a «

V1 —a?

a

-1
fNIG(L;T) (FNIG({;ZQ)(:EO

Videre vil vi bruke substitusjon y = g(x) for a fa et uttrykk med feerre inverse ledd. Vi innfgrer

derfor fglgende:

1
y=F"1 (x), der dy= dz (5.3.2)

Vi-a?
NIG(¥A=2) f i <F Y )
NIG(Y=22) \ U NIG(Y) ()

a
a

Ved a evaluere integralet fra uttrykket til det forventede transjetapet (5.3.1)) med substitusjonen

(5.3.2) over far vi at:

1-R K K
[ 2 et = O 5:33)

iR
F;;G(i\ﬂ—ﬂ)(%)

F&}G(%)(Q(T <t)—vi-aly\ g2

a a

“In1G(1) dy, (5.3.4)

der F ];} o) (Q(1 < t)) = C(t) kan bli beregnet som en vektor pa forhand gitt diskret tidsintervaller
pa kontantstrgmmene i CDO-strukturen. Dermed har vi et uttrykk med konstante inverse ledd i
integrasjonsgrensene.

I neste kapittel skal vi se pa bruken av disse uttrykkene vi har utledet i en prisingsammenheng for
transjerte iTraxx-indekser. Vi vil samtidig ved noen tilfeller sammenlikne prestasjonen til NIG-LHP

iforhold andre LHP-modeller.

5.4 Kalibrering og numeriske resultater

I dette avsnittet presenterer jeg numeriske resultater fra prising av Itraxx Furope Indeks-transjer
ved bruk av den Normal Invers Gaussiske LHP-modellen. Disse resultatene sammenlignes sa med
resultatene ved bruk av Gaussisk LHP og Monte Carlo beregninger for Gaussisk og Student t-
copulaer. Prisingsmetodikken har jeg fra arbeidet til Schlésser(2009), hvor jeg har modifisert denne

noe for de tidsperiodene der flere transjer har et pa forhandsavtalt belgp, noe som ble innfert ilgpet
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av finanskrisen, se kapittel Dataene jeg har brukt er manedlige ﬁksedeFE] spreader tilgjengelig
pa Markits nettsider. I tillegg har jeg brukt tall fra Kalemanova (2007) som blir presentert i slutten
av kapittelet. Vi kalibrerer faktormodellene vare med bruk av den standardiserte syntetisk CDOen
DJ iTraxx Europe IG 5Y. Jeg tester modellen pa fire sentrale tidsepoker: Den stabile perioden

2005-2006, startfasen av Subrimeskrisen@, den globale finanskrisen, og den naveaerende langvarige

statsgjeldskrisen:

Serie 0-3% 3-6% 6-9% 9-12% | 12-22% | Indeks
12.apr 2006 5 23.53% | 62.75bp | 18.00bp 9.25bp | 3.75bp 32bp
31.mai 2007 7 6.33% | 39.90bp | 10.33bp 4.39bp | 1.93bp 20bp
29.jun 2007 7 11.75% | 62.05bp | 16.29bp 7.48bp | 3.10bp 25bp
28.mai 2009 9 53.13% | 13.75% | -0.11% | 242.13bp | 99.38bp | 140bp
30.nov 2011 9 45.44% | 10.42% 5.56% 3.40% 1.59% | 194bp
31.jan 2012 9 36.50% 2.34% | -0.90% 1.04% 0.37% | 127bp

Tabell 5: DJ iTraxx Europe 5Y 5., 7. og 9.serie.

Som nevnt fgr er denne satt sammen av de 125 mest likvide CDSene for europeiske selskaper
ranket hgyere enn Standard & Poor’s rating BB. Indeksen oppgir ogsa gjennomsnittlig spread for
selskapene. I var modell bestaende av en homogent stor portefglje brukes denne sa for a finne en
felles kredittkurve til hvert selskap, se kapittel

For & fgye modellen best til markedet velger vi parametrene som minimerer summen av abso-
luttavvikene mellom modell- og markedspriser, Dev(p, a, 8). Vi har markedspriser for den arlige
spreaden S(J\fﬁ’ K)» 08 engangssummen ved kontraktinngaelse U, (1\14(1, K>) for transjesett k = (K1, K»),
der k =1,...,5. For alle transjer med forhandsavtalt belgp har det typiske veert & sgke modellpara-
metere som fgyer U ,f NG hest til markedets forhandsbelgp U ,ﬁ\/[ . Vi transformerer forhandsbelgpet

na til en arlig transjespread for modellen, slik at man far:

n

> (ELkR(ti) - ELkR(ti,l)) e (ti—to) _ U,ﬁ‘/[

S]?,NIG(p}Qjﬂ) — =1 (541)

> At (1 - ELkR(ti)) e {ti—to)

Dette utrykket vil bli brukt videre i kalibreringen, og for transjene uten et pa forhandsavtalt
belgp bruker jeg at Ué\/f = 0. Fordelen med denne transformasjonen er at man unngér en for
hgy vekting av de transjene med forhandsbelgp i kalibreringen. Dette er ogsa gnskelig fra et gko-
nomisk perspektiv da vi sgker en metode som er ngytral for transjene. Ser vi til 2012 er iTraxx

serien priset med forhandsbelgp for alle transjene, og man kan da velge hvilken metode man bruker.

53Med fiksede spreader menes et ”"snapshot”av kursene pa det aktuelle tidspunktet, som gjerne er i slutten av
annenhver maned.

54Med subprimeskrisen mener jeg perioden mai/juni 2007 til begynnelsen av 2008 der flere store utlans- og in-
vesteringsbanker(av europeiske: Deutsche Bank, Sachsen Landesbank, UBS, Northern Rock) nedskrivde tap, ble
nasjonalisert eller gikk konkurs som fglge av deres investeringer i feilratede kredittderivater pa boliglan, sakalte
subprimes. Kilde: dollardaze.org
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Man har stort sett to klassiske utgangspunkt & velge mellom ved en modellkalibrering®| PPt

e Man kan kalibrere de modellerte spreadene mot markedsdata for alle transjene ved & optimere

5
min Devy (p, , §) = min Y |57 (p, o, ) — S| (5.4.2)

7a7 7a7
py,B p Bk:l

for parametersettet (p, a, 3).
e Man kan utelate egenkapitaltransjen i kalibreringen og dermed basere estimeringen pa de

gvrige fire transjene og deretter bruke disse parametrene til & prise den utelatte transjen:

5
min Devs(p, v, §) = min Y [5;°"%(p, o, ) — S}, (5.4.3)

7a7 7a7
pyo,B p BkZQ

P& grunn av sin hgye risiko er noen ganger egenkapitaltransjen utelatt fra markedet. Dette er
typisk for kontantstrems-CDOer. Er forst egenkapitaltransjen tilgjengelig i markedet, slik som det
er for Itraxx- og CDX-indeksene, er den ofte kun handlet av spesielle markedsdeltakere som hedge-
fond og/eller investorer med lav risikoaversjon, i motsetning til pensjonsfond og livselskaper som
gjerne sitter pa de mer seniorielle transjene. Derfor bestemmes prisen(spreaden) som regel mest
av eksogene forhold(algoritmeroboter, oppgiring av fonds portefgljerisiko,etc.), som gjerne er unike
for egenkapitaltransjen. De @vrige transjene er alltid tilgjengelig for markedet om ikke annet er
spesifisert. Dermed har vi at prisingsdynamikken gjerne kan vaere anderledes for egenkapitaltran-
sjen enn messanin- og seniortransjene.

Uansett er vi egentlig bare interessert i alternative investeringsmuligheter for den klassiske inves-
toren, som finner egenkapitaltransjen for risikabel. Derfor vil hovedfokuset mitt veere & presentere

en modell som foyer seg greit til markedsprisene til de gvre transjene.

Foran de numeriske resulatene er det seerlig verdt & diskutere den risikofrie diskonteringsraten

og gjenervervelsesraten.

e Den kontinuerlig diskonteringsratesatsen, r, for europeiske kredittderivater er Furo Swap
mtﬂ(l\/{arkit og Goldman Sachs, 2009). Jeg har valgt en fast diskonteringsrate pa 2%. Dette
samsvarer nogenlunde med Wang (2010) og Kalemanova (2007). Eberlein et.al (2007) mener
en deterministisk diskonteringsrate er for restriktiv, og foreslar & bruke nullkupongs obliga-
sjonspriser med forskjellig forfall som proxy for den risikofrie renten. Store avvik fra markedets
impliserte swap-kurve slar fgrst ut for transjene med forhandsbelgp. Uten forhandsbelgp ser
man fra at diskonteringsfaktoren nsermest annuleres.

55Ifglge Kalemanova (2005), kan man alternativt bruke minste kvadraters metode (LSE) pa parametrene a, p og 3
for & fgye de modellerte spreadene best til de observerte markedsspreadene. Med denne metoden gir mine resultater
et noe lavere absoluttavvik for iTraxx 5.Serie i 12.april 2006.

56Wrampelmeyer foreslar minste kvadrats gjennomsnittlig prosentvis avvik (RMSPE). Problemet med den er den
flytter fokuset mot transjene med mindre spread, da ett prosentavvik for seniortransjene er mindre i absoluttverdi
enn for de lavere messanintransjene

57Brigo et al.(2010) foreslar 4 minimere det kvadrerte avviket mellom modell- og markedspriser, og vekter de mer
likvide(lavere bid/ask avvik) transjene hgyere.

58 Historiske rentesatser finnes pa ICAP
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e Gjenervervelsraten(recovery), R, er satt til a veere 40%. Wrampelmeyer (2007) og Ding et
al. (2011) nevner at denne raten ikke ngdvendigvis ligger pa 40%, men er vanligvis korrelert
med markedskonjunkturer og konkurssannsynlighet. Standard & Poor’s (2011) nevner at for
mer senioriell kreditt har den historisk ligget pa rundt 85-88%, mens for mer underordnet
(bil-, studie-, lavsikkerhetslan) har den veaert pa rundt 20%. Derfor viser det at estimat for
R er forbeholdt stor variasjon. Markit publiserer for hver ny serie deres anslag pa raten
ved verdsetting. Stort sett har forventingene ligget pa R = 0.40 for investmentgrade pa det
europeiske markedet. Likefullt kan markedets forventinger om raten endre prisen noe, slik
jeg presenterer i et eksempel i avsnitt

r R
Fast verdi | 0.02 | 0.40

Tabell 6: Sentrale parametervalg i kalibreringen

I det videre ser vi pa resultater for to ulike parametriseringer for modellen var. Forst en symmetrisk,
og sist en full utnyttelse av modellen hvor vi apner opp for skjevhet for variablene i ([5.2.1))

5.4.1 En-parameter NIG-LHP-modell

Fra var reparametrisering av NIG-fordelingen i begynnelsen av kapittelet hadde vi at parameteren
£ avgjorde assymmetrien mens « direkte eller indirekte bestemte halesannsynlighetene. Vi vil na
sette 5 = 0 og dermed oppna en symmetrisk fordeling for A; X; og M. Selv med en slik redusering
har vi fortsatt en parameter mer i LHP-rammeverket enn den gaussiske som bestar av kun en

korrelasjonsparameter, og det vil med dette vaere lettere a fgye modellen til markedspriser.

NIG(1) En singelparametrisert NIG-fordeling i denne modellen har skjevhetsparameter 3 = 0.
Fra (5.2.6) har vi at den stokastiske variabelen X ~ NIG(sa,0,0, sa), har folgende momenter:

E(X) =0, Var(X) =1, (5.4.4)

og har dermed varierende kurtosis stgrre enn 3. Det vil si at for alle verdier av o vil fyg(s)(0) >
¢(0), der ¢(x) er en standard normal tetthetsfunksjon.

I arbeidet videre vil vi se pa parametervalg av p og o i NIG(1) LHP-modellen som gjor at mo-
dellprisene passer best med markedsdataene. For & kunne sammenlikne egenskapene til gaussisk
og NIG(1) i et LHP-rammeverk behandler jeg den transjerte iTraxx-indeksen bade fgr og etter
finanskrisen. iTraxx-seriene 7 og 9 har valgt fordi dem var de mest likvide(handlede) i de aktuelle

periodene, og dermed et godt utgangspunkt for & teste modellene.

Betrakt den 5-arige DJ iTraxx Europe 7.Serie Versjon 1 og 9.Serie Versjon 1 med fiksede mar-
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kedspriser i tabellene [§| og @] undex@ 7.serie startet 20.mars 2007 med forfall 20.juni 2012, og den
9.serie startet 20.mars 2008 med forfall 20.juni 2013. Ved a ta i bruk for de oppgitte indeks-
spreadene far vi de impliserte konkursintensitetene. Vi ser tydelig i tabell[7]at markedets impliserte
forventninger om konkurs har gkt betraktelig pa de fire arene. Den ettarige risikongytrale konkurs-
sansynligheten felles for alle selskapene pa indeksen er over 10 ganger stgrre i verdi for 30.november

2011 enn 31.mai 2007. Folgene av dette er hgyere transjespreader, noe man far verifisert ved a se
i tabell [l

31.mai 07 | 29.jun 07 | 30.nov 11 | 31.jan 12
Indeks 20bp 25bp 194bp 127bp
Intensitet | 0.00347 0.00419 0.03707 0.02317
Q(r<1) 0.00346 0.00418 0.03639 0.02290

Tabell 7: Indeks og konkursintensitet for iTraxx Europe 7. og 9.serie

Nar vi na skal kalibrere modellen merker vi oss at den 7.serien har kun forhandsbelgp for egen-
kapitaltransjen, med en lgpende arlig spread pa 500bp. Den 9.serie betrakter vi pa et tidspunkt
etter at forhandsbelgp ble innfgrt for alle transjene, der den faste spreaden til 0-3,3-6% er 500bp,
6-9% 300bp og 9-12,12-22% 100bp arlig. Den faste spreaden betales fortsatt kvartalsvis, med siste
betaling pa forfalltidspunktet T eller nar portefgljetapet overstiger transjens gvre utslagpunkt.
Vi estimerer den gaussiske korrelasjonsparameteren p slik at naverdien av differansen mellom kon-
tantstrgmmene til 0-3%-transjen er lik 0. Vi far da den impliserte 0-3%-korrelasjonen som brukes i
prisingen av de andre transjene for gaussisk LHP. For NIG(1)-LHP bruker vi for & estimere
p- og a-parametere. Tabell [§] og [9] viser markedpriser for den transjerte iTraxx Europe indeksen i
tillegg til modellpriser ved bruk av Gaussisk-LHP og NIG(1)-LHP. Seriene er ikke helt sammen-
lignbare med det blotte gye da oppbygningen av kontantstrgmmene til transjene er forskjellig bygd
opp. Absoluttavvikene mellom modell- og markedspriser er oppgitt i kolonnen til hgyre i tabellene

under, og utelater 0-3%-transjen ved summering.

p o 0-3% | 3-6% | 6-9% | 9-12% | 12-22% | abs(bp)
31.mai 07 6.33% | 39.90 | 10.33 | 4.39 1.93
Gaussisk | 0.2297 6.33% | 80.99 | 21.59 | 6.96 1.13 55.7
NIG(1) 0.1334 | 1.4001 | 7.20% | 39.87 | 10.29 | 3.96 1.05 1.4
29.jun 07 11.75% | 62.05 | 16.29 | 7.48 3.1
Gaussisk 0.2364 11.75% | 117.70 | 34.63 | 12.11 2.18 79.5
NIG(1) 0.1499 | 1.0999 | 8.93% | 61.98 | 19.61 | 9.07 3.10 2.8

Tabell 8: DJ iTraxx Europe 7.serie Versjon 1 5Y.

59Med Versjon 1 mener Markit at ingen selskaper forelgpig er tatt ut av indeksen. Med en gang det skjer en
kreditthendelse av type konkurs pa et av navnene i indeksen taes denne ut, og blir ikke byttet ut med et nytt selskap.
Fullstendig oversikt finnes ved a henvende seg til Markits nettsider.
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p a 0-3% 3-6% 6-9% | 9-12% | 12-22% | abs(%)
30.nov 11 45.44% | 10.42% | 5.56% | 3.40% | 1.59%
Gaussisk | 0.3703 45.44% | 15.50% | 8.38% | 6.44% | 1.48% 10.9
NIG(1) 0.3869 | 1.1480 | 49.60% | 10.42% | 4.73% | 4.58% | 1.59% 2.0
3l.jan 12 36.50% | 2.34% | -0.90% | 1.04% | 0.37%
Gaussisk | 0.2666 36.50% | 4.65% | 0.25% | 0.57% | -0.97% 5.3
NIG(1) 0.3201 | 1.4588 | 34.19% | 2.34% | 0.02% | 1.04% | 0.10% 1.2

Tabell 9: DJ iTraxx Europe 9.serie Versjon 1 5Y.

Vi ser at den gaussiske modellen i alle tilfeller underpriser seniortransjene, overpriser messanin-
transjene og har et relativt hgyt absoluttavvik. Dette er blandt annet fordi den gaussiske modellen
ikke klarer & reprodusere korrelasjonssmilet, se kap
For NIG(1) med en ekstra modellparameter enn den gaussiske ser vi at den priser 3-6%-transjen
ngyaktig for alle datoer, og reduserer de modellgenererte absoluttavvikene i forhold til den gaussiske
modellen. Selv om fokuset er & kalibrere de mindre risikofylte transjene merker man seg at avviket
for 0-3%-transjen er mye hgyere enn de andre transjene tilsammen. Dette blir redusert ved en
kalibrering for alle transjer, men da pa bekostning av misprising av de mer seniorielle transjene, se
tabell i neste avsnitt. Korrelasjonene brukt i serie 7 er mye hgyere for den gaussiske enn NIG(1),
noe som tyder pa at NIG(1) har en mye mer kompleks avhengighetsstruktur og derfor kan endre
verdien pa sin ekstra parameter « for a prise mer korrekt. Selv om NIG(1)-modellen ikke helt kla-
rer a reprodusere markedspriser ngyaktig er det en betydelig forbedring fra den en-parametriserte

gaussiske, og er sagt a vaere tilfredsstillende i forhold til andre modeller, se Cecchetti&Nappo (2012.

Vi vil na konsentrere oss rundt observasjonene og resultatene for den 9.serie 30.november 2011
og 31.januar 2012. Det man gjerne observerer forst i tabell [J] er storrelsen pa forhandsbelgpet til
markedsprisen pa transjene, og szrlig da egenkapitaltransjen, sett i forhold til tilsvarende transjer
for den 7.serie. Stgrrelsen er en indikator pa den vedvarende usikkerheten i det europeiske obliga-
sjonsmarkedet og investorer som krevde hgye premier for & delta i risikoen. Hvis man betrakter
serien 31.januar 2012 ser vi at investorer i 9-12%-transjen ma betale inn et forhandsbelgp. Dette
er for & unnga at den forventede naverdien til kontrakten er positiv for investoren ved kontrakt-

inngaelsen grunnet den hgye arlige faste spreaden pa 300bp.
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Absoluttavvik 30.november 2011 Absoluttavvik 31.januar 2012
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(a) Globalt minimum for (p ~ 0.39, « =~ 1.15). (b) Globalt minimum for p ~ 0.32, a ~ 1.40.

Figur 17: Nivakurver, Devy(p, o) for LHP NIG(1). Itraxx Europe Serie 9 Versjon 1.

I figuren over ser vi endringene i de estimerte optimalverdiene for absoluttavvikene med hensyn
pa p og A. Viser at Devy(p, a) til NIG(1) er sensitiv for marginale endringer i p og a. Den optimale
haletyngdeparameteren « er noe hgyere for serien 31.januar 2012 enn 30.november 2011, som igjen
gir en lavere kurtosis for fordelingene i faktormodellen (|5.2.1)).

Vi ser i figur [I8 under at de modellerte halesannsynlighetene er redusert mellom de to tidspunktene,
noe som fglges av en reduksjon i spreaden pa messanin- og seniortransjene for de to datoene, se
tabell 9] Reduksjonen i de impliserte korrelasjonene kan ogsa sees i tapsfordelingen ved storre
sannsynlighet for mindre tap. Den gaussiske tapsfordelingen klarer ikke a fange opp det faktum at
det er sveert lite sannsynlig med null tap. Den gaussiske modellen gir ogsa stgrre sannsynlighet for
ekstreme begivenheter, og konvergerer senere enn NIG(1). For eksempel har den gaussiske modellen
for 30.november over 10 ganger sa stor sannsynlighet for at det vil forekomme tap storre enn 40%

i portefgljen, noe som gir utslag i hgye priser for de gvre transjene.
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Figur 18: Tapsfordelinger modellert fra markedspriser Itraxx Europe Serie 9 Versjon 1.

Ser man pa modellenes evne til & reprodusere markedspreadene er det en betydelig gkning i
absoluttavvikene fra 2007 til 2011/12, men innenfor en akseptabel grense sett iforhold til indeksens
likviditet. Den 9.serie med sin oppstart i 2008 har veert den mest likvide siden finanskrisen. Vi
observerer ogsa den 9.serie pa tidspunkter der den er ” off—the—run”m, slik at den ngdvendigvis ikke
er handlet nok til at den kan brukes i en modelltesting sammenheng. Likevel kan man observere
pa Markit at bid/ask-spreaden til transjene er relativt liten sett i forhold til andre serier, noe som
gjerne er kjennetegn pa en stgrre etterspgrsel i verdipapiret.

Grunnet endringene i premievilkérene tidlig i 2010 med innfgringen av engangssummer for alle
transjene, ser vi kanskje en effekt av dette pa misforholdet i absoluttavvik mellom de to perio-
dene, i tillegg til markedets antagelser om recovery-raten. En annen forklaring kan veere at han-
delsvolumet for transjerte kredittderivater, slik som DJ iTraxx FEurope, har blitt redusert etter
finanskrisen(Choros-Tomcezyk et.al, 2012). Elementeere tilbud- og etterspgrselmekanismer samt ar-
bitrasjejegere som ingredienser i et fullstendig og effektivt marked har ikke ngdvendigvis veert
tilstede for a prise dette komplekse kredittderivatet. Dermed kan vi vage & anta at de oppgitte

markedsprisene for den 9.serie avviker noe fra de ukjente sanne verdiene pa CDOen.

Hvis man s sammenligner modellens ferdigheter til & reprodusere markedspriser for on-the-run

7.serien mot den 9.serien off-the-run ma man ta i betraktning de forskjellige markedsforholdene,

"Nar en ny indeks er startet, kalt ”on-the-runindeksen, fortsetter de eksisterende (”off-the-run”) indeksene &
handles pa fram til forfall. Investorer har da valget mellom & lukke posisjonen i off-the-run serien og ga inn i nye
posisjoner i den nystartede serien, men er ikke forpliktet til & gjore det. On-the-run indeksen er da sagt a veere mer
likvid enn enn off-the-run.
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samt etterspgrselen etter transjene. Likevel viser det seg at missprisingen ved vart valg av NIG(1)-
LHP-modell ikke har endret seg s& mye siden 2007, hvis man innfgrer en ny stgrrelse, det relative
missprisingsforholdet, M,e; ), introdusert av Brigo et al.(2010). Her ser man pa avviket mellom
modellkursen og bid-ask kursene i forhold til markedsprisen. Fordelen med et slikt forhold er at
det er mer ngytral for stgrrelsen pa transjens spread/forhandsbelgp, og at det vekter missprisingen
i forhold til det aktuelle avviket mellom kjgper og selgers prisforslag. Jo mer likvid og dermed
friksjonslgs transjepremien er, desto mindre er avviket mellom bid- og ask-kursene (Burtschell et
al., 2008). En modellert transjespread der gapet mellom bid og ask er stort, far et lavere relativt
missprisingsforhold enn om gapet hadde vert tettere og transjen var mer likvid. En modellpris

som havner i bid/ask-intervallet far verdien 0. Det relative missprisingsforholdet for transjesett k
er gitt ved{’]]

SR,NIG(l)is,IJCvI,bid

R,NIG(1 ]
k ’S ) ()< Sliwvbld

SM,mid k
k
) gRNIGO) _gM.ask RNIG(1) M.ask
Mrel,k - k S]M,midk 7Sk > Sk: (5'4-5>
k
0 , ellers.

Ser man sa pa det gjennomsnittlige absolutt relative misprisingsforholdet
13
M, = R ; | Myei ], (5.4.6)

far vi en indikator som lettere kan sammenliknes mellom seriend’2

0-3% | 3-6% | 6-9% | 9-12% | 12-22% | M,
31.mai 07 | 12.32 | 0.00 | 0.00 | -0.45 | -25.38 7.63
29.jun 07 | -22.97 | 0.00 | 16.82 | 14.70 | 0.00 10.89
30.nov 11 | 7.30 | 0.00 | -4.49 | 32.61 0.00 8.87
31.jan 12 | -5.04 | 0.00 | -53.30 | 0.00 56.75 | 22.86

Tabell 10: Relativ misprising NIG(1) for iTraxx Europe 7. og 9.serie. Tall i prosent.

Pa tross av den store variasjonen innad i seriene ser vi at den gjennomsnittlige relative mis-
prisingen er noe lavere for 2007-seriene enn dem i 2011/12. Med flere markedsobservasjoner og
modellgenererte serier kunne vi ha fatt et tydeligere bilde av utviklingen og gjort mer statistisk
inferens ut av M, ;. Likevel gir det oss en pekepinn pa at NIG(1)-LHP modellen gir mer enn nok
akseptable markedspriser. Den gaussiske modellen er ikke inkludert her, da det var vanskelig & fa

plass til verdiene i tabellen.

Nar vi na har fatt akseptable markedspriser ved bruk av NIG(1) i stabile perioder vil vi i nes-
te avsnitt se pa iTraxx Europe IG 9.serie 5Y under finanskrisen for & undersgke recoveryratens
sensitivitet pa transjespreaden. Vi vil ogsa innfgre en ekstra parameter i NIG-modellen for & se om

den forbedrer kalibreringen ytterligere.

"'For transjer med oppgitte og modellerte forhandsbelgp brukes dette istedenfor Sy.
"Bid- og askpriser er oppgitt pa Markits nettsider. Maten de beregnes pa er mulig & finne informasjon om der.
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5.4.2 To-parameter NIG-LHP-modell

Jeg vil na presentere numeriske resultater hvor jeg fullt ut utnytter den reparametriserte NIG-
fordelingen med dens to parametere, a og (3. Sistnevnte sgrger for skjevhet i fordelingen, og
spgrsmalet na er om den kan bidra til en reduksjon i absoluttavviket mellom modell- og mar-

kedspriser i kalibreringen.

NIG(2) En dobbelparametrisert NIG-fordeling i denne modellen har skjevhetsparameter 0 <
I8] < a. Fra 1} har vi at den stokastiske variabel X ~ NIG(s«, s, —sii;, sg—z), har folgende

momenter:

E(X) =0, Var(X) =1, (5.4.7)

sx) =32 K(xX)=3+3 (1 + 4ﬁ2> (5.4.8)
sy2’ ol ) 2~4° -

Denne fordelingen har for gnsket parameterverdi til « og 8 bade skjevhet og en kurtosis alltid

stgrre enn 3.

I tillegg til & vurdere effekten av den ekstra parameteren vil jeg ogsa drgfte antagelsen om fast
recoveryrate pa 40%, siden vi har antatt at den har ligget fast. Datasettet er fra mai 2009, og
er dermed midt under den globale finanskrisen, en periode preget av stor usikkerhet. Heidorn &
Kahlert(2010) nevner at i begynnelsen av 2009 og ut varen kollapset markedet fullstendig for stan-
dardiserte kredittderivater slik som iTraxx og CDX, mye grunnet usikkerhet i verdsetting og lite
transparens rundt de forskjellige kredittderivatenes underliggende. Priser for transjer pa iTraxx
Furope on-the-run seriene 10 og 11 var ikke lenger tilgjengelig, og for off-the-run transjene som
blandt annet den 7. og 9.serie var prisene tilgjengelige kun fordi noen tidligere markedsdeltakere
ble tvunget til fortsatt a holde pa dem. Derfor strekker vi tidshorisonten noe og unngar den mest
volatile perioden og behandler iTraxx Furope i slutten av mai 2009. Vi benytter oss av den mest
likvide serien pa det gyeblikket, den 9.serie, og finner ut at vart modellvalg helt klart har sine

begrensninger.

iTraxx Europe IG Serie 9 observert 28.mai 2009 sees i tabell under. Indeksspreaden er opp-
gitt til & veere 140bp og ved & ta i bruk far vi den risikongytrale konkursintensiteten,
A = 0.02445, og den ettarige konkurssannsynligheten Q(7 < 1) =0.02415. T 2009 var reglene for
iTraxx-transjene at kun 0-3,3-6,6-9%-transjene skulle ha forhandsbelgp i tillegg til en fast arlig
premiespread pa 500bp. Dette var fordi man ville redusere motpartrisikoen, altsa risikoen for at
investoren(hedgefondet eller liknende) ikke maktet a dekke kostnadene ved en kreditthendelse. Jeg
transformerer forhandsbelgpet til en hypotetisk arlig spread ved bruk av for & unnga for
stor vekting av 3-6%- og 6-9%-transjene i optimeringen. Kalibreringen utelater 0-3%-transjen, og

den hgyre kolonnen viser ulike verdier av (5.4.3)) i prosent.
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R p a Ié; 0-3% 3-6% 6-9% | 9-12% | 12-22% | abs
53.13% | 13.75% | -0.11% | 242.13 99.38

NIG(1) | 0.4 | 0.3750 | 0.5657 70.27% | 13.76% | -5.96% | 254.87 | 173.00 | 6.7
NIG(1) | 0.3 | 0.3541 | 1.3945 56.45% | 13.75% | -2.72% | 274.73 | 135.35 | 3.3
NIG(1) | 0.2 | 0.4871 | 0.6927 64.10% | 13.75% | -3.95% | 279.19 | 174.17 | 4.9
NIG(2) | 0.4 ] 0.3904 | 0.7024 | -0.15 | 71.17% | 13.74% | -4.39% | 245.75 | 146.78 | 4.8
NIG(2) | 0.3 | 0.3898 | 0.8506 | -0.19 | 68.69% | 13.75% | -3.65% | 257.32 | 148.74 | 4.1
NIG(2) | 0.2 ] 0.3820 | 0.8394 | -0.20 | 69.53% | 13.74% | -4.08% | 247.36 | 143.45 | 4.4

Tabell 11: DJ iTraxx Europe 9.serie Versjon 1 5Y. Observert 28.mai 2009. Indeks 140bp.

Igjen ser vi at NIG-LHP priser 3-6%-transjen ngyaktig for alle verdier av R. Videre ser vi

at absoluttavviket synker for R = 0.4 til R = 0.3, noe som kan tyde pa at markedet legger til
grunn en lavere rate enn den deterministiske pa 40% i sine beregninger. For R = 0.3 til R = 0.2
stiger absoluttavviket, hvor seerlig missprisingen av 6-9%-transjen er stor. Vi ser fra resultatene
at avvikene fra markedsprisene er relativt sma for de gvrige transjene og innenfor rimelighetens
grenser. Modellparameterne er ikke alltid mulig & forklare fra et gkonomisk perspektiv, men en
hgy korrelasjon er ngdvendig for & redusere absoluttavviket. Spranget opp til p=0.4871 for NIG(1)
med R = 0.2 er ngdvendig for a optimere objektfunksjonen. Likefullt gav objektfunksjonen i
mine beregninger kun lokale minimum med en stadig lavere verdi for en hgyere korrelasjon. Det er
vanskelig & gi en god gkonomiske fortolkning av en optimal korrelasjon pa p=0.60 i denne modellen,
slik at den ble satt til 0.4871, da veksten i objektfunksjonen flatet ut.
Med en ekstra parameter ser vi at NIG(2) ikke klarer a redusere absoluttavviket for R = 0.3, noe
man kunne forvente med en ekstra foyningsparameter. Vi ser at den ekstra parameteren 3 klarer a
prise 3-6%-transjen ngyaktig, samt reduserer avviket for beregningene for bade R = 0.4 og R = 0.2.
I tabell [12| under er den relative missprisingen oppgitt for optimeringen med lavest absoluttavvik,
NIG(1) med R =0.3:

0-3% | 3-6% | 69% | 9-12% | 12-22% | My«
28.mai 09 | 4.83 | 0.00 | 1772.32 | 9.92 | 32.17 | 361.79

Tabell 12: Relativ misprising NIG(1) for iTraxx Europe 9.serie. R=0.3. Tall i prosent.

Man ser at den relative missprisingen er akseptabel for 0-3%, 3-6% og 9-12%. Grunnet den
lave markedsverdien til transje 6-9% pa -0.11% gir kun et lite avvik fra markedsprisen en betydelig
relativ misprising. Hadde man valgt en objektfunksjon som hadde veid opp for den lave verdien
til 6-9% ser man at transjen ikke ngdvendigvis hadde veert priset sa feil. Dette kunne eventuelt
ha blitt gjort ved & endre objektfunksjonen til en minste kvadraters metode ved bruk av
forhandsbelgp for transje 3-6% og 6-9% samt skalere opp transjene med lavest ask/bid-avvik. Den-
ne ville ha vektet avvik for transjene med forhandsbelgp og sterst likviditet stgrre enn for de mer
seniorielle transjene. Baksiden av medaljen ved en slik objektfunksjon er at avviket for de reste-

rende transjene ville ha blitt betydelig hgyere.
I 4.kvartal 2008 og fgrste kvartal i 2009 var Itraxx-transjene sveert illikvide, grunnet den lave
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ettersporselen for strukturerte kredittderivater. Dermed er det vanskelig & skulle teste modellers
ferdigheter under en slik periode, ifglge Choros-Thomezyk et.al (2012). Brigo et al.(2010) bruker
en Generalisert-Poisson tapsmodell med en objektfunksjon som reduserer den relativ missprisingen
for iTraxx 2007-2009, og far at feilprisingen for transjene var mangedoblet under finanskrisen. De
viser ogsa at dette flatet ut i perioden etterpa.

Forklaringen til de relativt sma endringene i prisingen ved forskjellig recoveryrate kan observeres
i figur [19] nedenfor.

0.04 0.06
| |

Konkursintensitet

0.02
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Figur 19: Risikongytral konkursintensitet for varierende recoveryrate. Indeks 140bp.

Her ser vi at endringer i recoveryraten kompenseres for en ny verdi pa konkursintensiteten, slik
at den oppgitte indeksspreaden fortsatt er den samme, altsa 140bp. Konkursintensiteten synker
med LGD = 1 — R, slik at konkurssannsynligheten ma vaere lavere for at indeksspreaden ikke
endrer seg. Schlosser (2011) viser at endring i recoveryratene pavirker prisene sveert lite i stabile

perioder grunnet forholdet til konkursintensiteten.

Vi vil fokusere pa tiden fgr subprimekrisen under en sveert stabil periode for a kunne sammenlikne
NIG med andre modeller presentert i oppgaven. Tallene er hentet fra Kalemanova (2005), gjengitt i
Schlosser (2011) og er ogsa tilgjengelig pa Markit. Betrakt iTraxx Europe IG 5Y Versjon 1 12.april
2006. Denne hadde oppstart 20.mars 2006, og hade termin 20.juni 2011.
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Marked | Gaussisk LHP | Gaussisk MC | Student t MC | NIG(1) | NIG(2)
0-3% 23.53% 23.59% 23.59% 23.58% | 23.53% | 23.53%
3-6% | 62.75bp 133.48bp 139.83bp 131.18bp | 62.72pb | 62.73bp
6-9% 18.00bp 27.09bp 30.38bp 43.88bp | 23.74pb | 23.82bp
9-12% 9.25bp 6.45bp 10.22bp 23.11bp | 15.94bp | 15.17bp
12-22% 3.75bp 0.67bp 1.2bp 10.9bp | 9.71pb | 9.55bp
Deur 92.67bp 98.15bp 122.29bp | 18.38bp | 17.83bp
A 0.0053 0.0053 0.0053 | 0.0053 | 0.0053
p 0.1553 0.1612 0.2543 0.1562 0.1534
o 0.3812 0.5084
3 20.07

v 3

Tabell 13: DJ iTraxx Europe IG 5.serie Versjon 1, 12.april 2006. Indeks 32bp.

Vi ser over i tabell[13]en sammenlikning av prisingsresultatene for de fleste modellene presentert
i oppgaven. Da datasettet er fra en periode der kredittderivatmarkedet var regnet for & veere sveert
likvid, kan vi anta at markedsdataene er naermere de sanne verdiene enn for eksempel tilfellet var
for iTraxx Europe i tabell [11] under finanskrisen. Parametrene i modellene har blitt kalibrert som

fglger:

e Gaussisk LHP og MC: Korrelasjonsparameteren p som fgyer seg til egenkapitaltransjene ved
naverdimetoden.

e Student t MC: Korrelasjonsparameter p og frihetsgrader v som fgyer modellen til egenkapital-
og juniormessanintransjen ved minste totale absoluttfeil.

e NIG(1) og NIG(2): Parametrene er valgt pa bakgrunn av minste totale absoluttfeil for alle
transjene, hvor egenkaptaltransjespreaden ikke er transformert som tidligere.

e Ved Monte Carlo modelleringen har det blitt gjennomfgrt 200 000 simuleringer for 125 navn.

Vi ser at de gaussiske modellene priser ganske likt, med et noe hgyere absoluttavvik for Monte
Carlo simuleringen. Student t overpriser seniortransjene. Arsaken til dette er Student t-copulaens
hgyere haleavhengighet, altsa sannsynligheten for ekstreme simultane begivenheter. Derfor priser
den seniortransjene hgyere. Den samme arsaken gjelder for NIG(1) og NIG(2), som gir en hgyere
pris for seniortransjene. Likevel ser vi at NIG jevnt over modellerer priser mer likt markedets. Igjen
ser vi at den ekstra parameteren [ ikke forbedrer resultatene nevneverdig, og kan derfor betraktes

som overflgdig i dette eksempelet.

I figur [A20]i appendiks er de modellerte transjespreadene som funksjon av haletyngde-
parameteren « og varierende korrelasjon tegnet inn for NIG(1)-modellen. Dette er for a bedre
illustrere variasjonene mellom transjene samt vanskeligheten med & avgjore de riktige parametre-
ne. I hvert plot er den svarte tynne linjen tegnet inn for a representere markedspremien. Vi ser
forst i figuren at det ikke finnes en unik lgsning for parametersettet (p, @) som minimerer avvikene
mellom markedspriser og modellen. For eksempel ser vi at de fire gvre transjene passer perfekt
for parametervalget (p = 0.10,« &~ 0.70), mens det beste parametervalget for egenkapitaltransjen

inkluderer en hgyere korrelasjon. Dermed har vi at var valgte objektfunksjon (5.4.2) priser inn
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en hgyere korrelasjon, grunnet den hgyere vektingen av forhandsbelgpet til egenkapitaltransjen.
Hadde vi unnlatt denne transjen i kalibreringen, ville vi fatt et nesermest perfekt fit for de andre
transjene, noe figuren viser. Siden vi vet at en hgyere korrelasjon gker premiene for seniortransjene,
observerer vi nettopp dette i tabell [L3|ved at den hgye vektingen for egenkapitaltransjen gir hgyere
modellpriser for de andre transjene. Man observerer ogsa at egenkapitaltransjen er sveert sensitiv

for korrelasjon og tilnsermet indifferent for haletyngden.

Vi har na sett at faktormodellen kan utvides til & gjelde andre fordelinger enn den gaus-
siske for & prise syntetiske CDOer. Den Normal Invers Gaussiske fordelingen er mye brukt i finans
grunnet den intuitive parametriseringen, og fordi den er sveert fleksibel nar det gjelder & danne nye
former pa sannsynlighetsfordelingen, alt etter det empirisk grunnlaget. Nar det gjelder kredittde-
rivater har vi sett at den alltid fgyer seg etter 3-6%-transjens markedspriser og tilfredsstillende for
de andre, og at den gjgr det mye bedre i forhold til andre modeller. Den er godt egnet for risiko-
styrere med store portefgljer, da den er enkel & reparametrisere samt har sveert kort beregningstid
iforhold til ellers tidkrevende Monte Carlo simuleringer. Vi har ogsa sett gjennom eksemplene at
skjevhetsparameteren [ ikke har endret pa resultatene nevneverdig. Kalemanova (2007) viser ogsa
at bade NIG(1) og (NIG(2) har hgyere haleavhengighet enn gaussisk og Student t, slik at den i

enda stgrre grad kan modellere ekstreme begivenheter, en egenskap helt essensielt i finansteori.
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6 Oppsummering, konklusjon

I denne oppgaven har vi sett at det er et stort marked for kredittderivater etter finanskrisen, men da
i en vridning mot syntetiske varianter. Men framtidsutsiktene er usikre, da disse produktene er i en
seerstilling nar det gjelder nye reguleringer. Likevel fgrer kredittderivater med seg store muligheter
for a flytte pa risiko, slik at deltakere i markedet kan bli avlastet endel i sine portefgljer. For
at markedsdeltakere som enten allerede er i en eksisterende posisjon, eller vurderer investeringer
pa slike derivater, lettere kan gjgre opp risikovurderinger er det viktig med modeller som kan
reprodusere markedspriser med sma avvik pa en tidseffektiv mate.

Gjennom oppgaven er derfor tre modeller blitt presentert og provd ut: Gaussisk-LHP, Student
t-copula og NIG-LHP pa den transjerte iTraxx Europe-indeksen. Vi har da sett at det er kun
sistnevnte som pa en effektiv mate reproduserer markedspriser tilfredsstillende hvorpa den alltid
priser junior messanintransjen korrekt. Arsakene til dette er de andre modellenens manglende
evne til & produsere korrelasjonssmilet observert i markedet. I tillegg har dem kun en parameter,
korrelasjonen, som ikke er nok for & produsere en slik kompleks struktur som syntetisk CDO
er. NIG har flere (intuitive) parametere i tillegg til korrelasjonen og dermed foyer seg lettere til
markedspriser. I tillegg er NIG-modellen vi har presentert semi-analytisk slik at den bruker kort
tid pa a beregne. Gjennom oppgaven har vi utforsket dens evne til & reprodusere markedspriser for
flere forskjellige tidsperioder, hvor vi betraktet perioden under finanskrisen som sveert vanskelig,
grunnet den lave likviditeten i markedet.

Med den pagaende gjeldskrisen i de europeiske landene, kan vi vente oss en stadig etterspersel etter

kredittderivater pa europeiske selskaper, slik at det er spennende a folge utviklingen framover.
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A APPENDIKS

A.1 Store talls lov Student t LHP

Betrakt 14,(1)<c, (1), som returnere 1 ved konkurs, 0 ellers. Har da at betinget n er alle selskapers
tap uavhengige og identisk fordelt, slik at for ¢ = 1 har vi at det forventede tapet til selskapet er
gitt ved

Blla<ciol = mith) =@ (L) = Lo

Ly (t) er antall konkurs som prosentandelen i portefgljen bestaende av N obligasjoner. Dermed

har vi at

1 m
Ln(t) = N Z; WORAOL
og ved bruk av store talls lov for enhver h > 0 og at Varl,, <c, @) << oo

lim P(|Ly(t) — L(t)] < h) =1

N—o0

altsa konvergerer Ly (t) i sannsynlighet mot L(t). Dermed har vi at tapet til portefoljen folger

samme fordelingen som den betingede sannsynligheten til den individuelle obligasjonen p;(t|n)0

A.2 Betinget Student t-fordeling X,|X; = 2

Fra regelen om betinget fordeling har vi felgende:

Definisjon 8. Dersom A og B er tilstander i utvalgsrommet S og P(B) > 0, sa er den betingede

sannsynligheten for A gitt B gitt ved P(A|B) = P](S?EJ)S)-

Dette bruker vi nar vi skal finne den betingede fordelingen til X5|X; = z1, samt tetthetsfunk-
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sjonene til Student-t univariat og bivariat:

[(Xo =29, X1 = 1)

X X = =
JRa =) f(X1 =m1)
F(#) . (V(1_02)+x%_20$1x2+x§)w{2
_ I(5)(vm)(1—-p2)1/2 v(=p?)
L) 1
(5)(vm)1/2 (1+a2 /) T
r(42) 1/2
T (D) (vm) /2 (1-p2)1/2 ‘ (1/+xf)
[V(17p2)+x%72px112+x§+p2x%7p2x%:| VT"'Q
(v+a?)(1-p?)
r2) 1/2
LA (wm) 2 (1=p?)172 <v+x§)
[V(1—02)+x%+(z2—px1)2_p2$%] ”TH
(p+21)(1-p%)
L)
o F("TH)[(V+17T)]1/2(1,/32)1/2
- v —1/2
_(@a—pz)® |72 (vl
[1 + Wﬂ%)(l—p““)} <u+x§>
D41 ST
= F< 2 ) . [<v+x%><1—p2>]
L) [(v + 1)m]i/2 [14 ezt o ZNis
(v+a?)(1-p?) v+l
v Do _(M)
_ F(( +;)+1) - (QTM)Q 2 ‘ l
L9 + 1rl/2 v+ 1 o’

_ 1/2
der p = pr1 og o = [%] . Derfor har vi et den betingede fordelingen til Xo|X; = z1 er

Student t- med parametere i, o og v + 1 innenfor location-scale familien.

A.3 NIG tetthetsfunksjon fy;q(z;a, 5, 1, d)

Ounsker a finne fordelingen til X ~ NIG(«, 3, u1,9). Har at tetthetsfordelingene til X|Y = y ~
N(u+ By,y) og Y ~ IG(67v,7?) er gitt ved henholdsvis:

_ _ 2
fN(fffIy;quBy,y):\/;?y-exp <_w> oe

5 1,62
fra(y; 6v,7%) =5 3/2 exp <5v - 5(; +72y)) :
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Ved a bruke egenskaper ved simultane og betingede tetthetsfunksjoner pa kontinuerlig fornﬂ og

funksjonene nevtn over far vi at

fNIG('CL‘;O[7BmLL’ 5) =

:/0 In(@ly; w+ By, y) - fie(y; 87,7%)dy

> 1 (—p— 53/)2) L ( 162 2 >
= exp | — Yy exp |0y — z(— +77y) | dy
/0 V21y ( 2y V2r 13 y )

0 o 1
=5 exp(d7 + B(z — p)) / Y2 exp <((x — )+ 8%+ a2y2> dy,
g 0 2y
og ved substitusjonen wy = @ far vi:
Inia(z; o, B, 1, 6) =
o o0 o2w?
-2 S _ _awt
5 exP(dy + Bz u))/o R p—
—u)? 2 \/2—_2 2 AV
coxp | -2 aw((z —p)°) +8* v+ (@ —p) 2w —p?,
2 02 4 (& — p)? aw aw

5 ~ a
=5 exp(dy + B(x — p)) /0 Vot (z— )2
exp (/BT P w7 do

davexp(dy + B(z — p))
TaE ey VT

"La (X,Y) veere en kontinuerlig bivariat stokastisk vektor med simultantetthet fx,y (x,y) og marginaler fx(z)
og fy (y). For enhver y slik at fy (y) > 0 har vi da at

fx(z) :/fX,Y(‘rvy)dy: /fxw(xly)fy(y)dy.
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A.4 Figur

A.4.1 DJ iTraxx Europe 5.serie
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Figur A20: DJ iTraxx Europe 5.serie (12.april 2006) observert transjespread sammenliknet med
modellert spread(2.akse) for varierende korrelasjon og a-parameter(l.akse) i NIG(1)-modell.
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A.5 R-koden(utvalg)

A.5.1 Trapesmetode

trap <- function(x,y)
{#trapezoidal rule for numerical integration
tfvektor <- c()
n <- length(y)
for (i in 1:(n-1))
{
tf <- ((y[i] + y[i+11)/2) * (x[i+1] - x[i])

tfvektor[i] <- tf

summ <- sum(tfvektor)

return (summ)

A.5.2 Implisitte konkursinteniteter

#Tidspunkt for premiebetaling:
t_n=seq(68/365,5+68/365,0.25) ;t_n[1]=0.00001

PV_CDS=function(lambda,indeks,r,R,t_n) {
#For & finne
premium=0;protection=0
for (i in 2:length(t_n)) {
premium=premium+0.25*indeks*exp(-lambda*t_n[i])*exp(-r*t_n[i])
protection=protection+(1-R)*(exp(-lambda*t_n[i-1])-exp(-lambda*t_n[i]))*exp(-r*t_n[i])
}
#Naverdi:
premium-protection
}
uniroot (PV_CDS,c(0.002,0.006) ,indeks=0.0032,r=0.2,R=0.4,t_n)$root

A.5.3 MC-algoritmen for Gauss og t-copula for CDO-prising

library (spam)

#Parametervalg ved innsetting:

lambda=0.004987238;T=5.1863
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r=0.02;B=exp(-r) ;rho=0.1581
t_n=seq(68/365,5+68/365,0.25) ;t_n[1]1=0.00001
REC=0.40;n=125;

#Korrelasjonsmatrisen:

RHO=matrix(seq(rho,rho,n*n),n,n);diag(RHO)=1;R=chol (RHO)

n_sim=150000

DP=numeric(n_sim)

PL=numeric(n_sim)

for (k in 1:n_sim) {
K_1=0;K_2=0.03
u=pnorm(t (rnorm(n) ) %*%R)
tau=-log(1-u)/lambda
konktid=sort (taul[which(tau<=T)])

if (length(konktid)==0) {konktid=FALSE}

L=numeric(length(konktid))
for (i in 1:length(konktid)) {
L[i]=1/n*(1-REC) *i

if (any(konktid==FALSE)) {
DP[k]=0;PL[k]=0
} else {
if (K_1<=L[length(konktid)] & L[length(konktid)]<K_2) {
trigger=konktid [min(which(L>=K_1))]
DPW=0;TL=L [which(konktid>=trigger)]-K_1
TL_inc=append(TL[1],diff (TL))
for (i in 1:length(TL_inc)) {
DPW=DPW+B~ (konktid [which(konktid==trigger)+i-1])*TL_inc[i]
}
DP [k]=DPW

if (K_2<=L[length(konktid)]) {
1_trigger=konktid[min(which(L>=K_1))]
u_trigger=konktid[min(which(L>=K_2))] #Vil da inkludere deler av tap som m& dekkes av t
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TL=L[which(konktid>=1_trigger& konktid<=u_trigger)]-K_1
TL_inc=append(TL[1],diff (TL))
TL_inc[length(TL_inc)]=TL_inc[length(TL_inc)]-(L[which(konktid==u_trigger)]-K_2)#ENDRI]

DPW=0
for (i in 1:length(TL_inc)) {
DPW=DPW+B~ (konktid [which (konktid==1_trigger)+i-1])*TL_inc[i]
}
DP [k]=DPW

teller=1
L_t=numeric(length(t_n))
for (i in 2:length(t_n)) {
if (t_n[i]l>konktid[teller]) {
L_t[i]l=L[teller]
teller=teller+1
} else {
L_t[il=L_t[i-1]
}
if (teller>length(L)) {teller=teller-1}

payment=0
for (i in 2:length(t_n)) {
payment=payment+0.25%B~ (t_n[i])*min(max(K_2-L_t[i],0) ,K_2-K_1)
}
PL[k]=payment
}
}

mean (DP)-0.05*mean (PL)
(mean (DP)-0.05*mean(PL))/(K_2-K_1) gav 0.2570932

a=c(2,3,4,5)
any (a>3)

¥ _____ For t-fordeling:

lambda=0.004987238;T=5.1863
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r=0.03;B=exp(-r) ;rho=0.241#for gvre kalib: rho=0.2297
t_n=seq(68/365,5+68/365,0.25) ;t_n[1]1=0.00001
REC=0.40;n=125;v=8

n_sim=200000

DP=numeric(n_sim)

PL=numeric(n_sim)

spread=function(K_1,K_2,v,rho) {
RHO=matrix(seq(rho,rho,n*n) ,n,n);diag(RHO)=1;R=chol (RHO)
for (k in 1:n_sim) {
u=pt (t (rt (n,v))%*%R,v)
tau=-log(1-u)/lambda
konktid=sort (taul[which(tau<=T)])

if (length(konktid)==0) {konktid=FALSE}

L=numeric(length(konktid))
for (i in 1:length(konktid)) {
L[i]=1/n*(1-REC) *i

if (any(konktid==FALSE)) {
DP[k]=0;PL[k]=0
} else {
if (K_1<=L[length(konktid)] & L[length(konktid)]<K_2) {
trigger=konktid[min(which(L>=K_1))]
DPW=0;TL=L [which(konktid>=trigger)]-K_1
TL_inc=append (TL[1] ,diff (TL))
for (i in 1:length(TL_inc)) {
DPW=DPW+B~ (konktid [which(konktid==trigger)+i-1])*TL_inc[i]
}
DP [k] =DPW

if (K_2<=L[length(konktid)]) {
1_trigger=konktid[min(which(L>=K_1))]
u_trigger=konktid[min(which(L>=K_2))] #Vil da inkludere deler av tap som ma dekkes ax
TL=L[which(konktid>=1_trigger& konktid<=u_trigger)]-K_1
TL_inc=append(TL[1],diff (TL))
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TL_inc[length(TL_inc)]=TL_inc[length(TL_inc)]-(L[which(konktid==u_trigger)]-K_2)#ENDI

DPW=0
for (i in 1:length(TL_inc)) {
DPW=DPW+B~ (konktid [which(konktid==1_trigger)+i-1])*TL_inc[i]
}
DP [k]=DPW

teller=1
L_t=numeric(length(t_n))
for (i in 2:length(t_n)) {
if (t_n[il>konktid[teller]) {
L_t[il=L[teller]
teller=teller+1
} else {
L_t[il=L_t[i-1]
}
if (teller>length(L)) {teller=teller-1}

payment=0
for (i in 2:length(t_n)) {
payment=payment+0.25*B~ (t_n[i])*min(max(K_2-L_t[i],0) ,K_2-K_1)
}
PL[k]=payment

}

if (K_2==0.03) {
pris=(mean(DP)-0.05*mean(PL))/(K_2-K_1)

} else {pris=mean(DP)/mean(PL)}

pris

A.5.4 Transjespread ved Gauss-LHP

SPREAD=function(K_1,K_2,R,rho,spread,U) {
a=sqrt (rho)
zeta=1/(K_2-K_1)
f_inf=function(t,x,a) {
p=a”2
C<-function(t) {
lambda=0.02317199
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gnorm(1-exp(-lambda*t))

}

sqrt ((1-p) /p) *exp (gnorm(x) “2/2-(C(t) -sqrt (1-p) *qnorm(x) ) “2/(2*p))
}
EL_t=function(t) {

x=seq(K_1/(1-R),0.95,0.0005)

exprl=((1-R)*x-K_1)*f_inf(t,x,a)

intl=trap(x,exprl)

x=seq(X_2/(1-R),0.95,0.0005)

expr2=((1-R)*x-K_2)*f_inf (t,x,a)

int2=trap(x,expr2)

zetax(intl-int2)#Returnerer forventet tap for tid t, til transje K_1,K_2
3
#Svakt minkende diskonteringsfaktor (gkende LIBOR) :
B=function(t) {

r=0.02

exp (-r*t)#Returnerer diskonteringsfaktoren

#Kvartalsvise innbetalinger og utbetalinger:

t_n=seq(48/360-0.25,1.25+48/360,0.25) ;t_n[1]=0.0000001

#For & finne

teller=0;nevner=0

for (i in 2:length(t_n)) {
teller=teller+(EL_t(t_n[i])-EL_t(t_n[i-1]))*B(t_n[il)
nevner=nevner+0.25*%(1-EL_t (t_n[i]))*B(t_n[i])

}

teller/nevner

#For forhandsbelgpet:

#teller-spread*nevner

A.5.5 Transjespread ved NIG

#Kalkulerer spreaden:

SPREAD=function(K_1,K_2,R,rho,alpha,beta,spread,U,kalib) {
a=sqrt(rho) ;r=0.02
gamma=sqrt (alpha”2-beta~2) ;mu=-beta*gamma~2/(alpha~2) ;delta=gamma~3/(alpha”2)
zeta=(1-R)/(K_2-K_1)

#Beregner den kritiske grensen:
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C<-function(t) {

lambda=0.01871402

gnig(l-exp(-lambda*t),1/a*alpha,l/a*beta,1/a*delta,1/a*mu)
}
lower=qnig(K_1/(1-R),sqrt(1-a~2)/a*alpha,sqrt(1-a~2)/a*beta,sqrt(1-a~2)/a*delta,sqrt(1l-a~2)
upper=qnig(K_2/(1-R) ,sqrt(1-a~2)/a*alpha,sqrt(1-a”2)/axbeta,sqrt(1-a~2)/a*delta,sqrt(1-a~2)

EL=function(t) {
y=seq(lower ,upper,by=0.005)
INT=sqrt(1-a~2)/a*(pnig(y,sqrt(1-a~2)/a*alpha,sqrt(1-a~2)/a*beta,sqrt(1-a~2)/a*delta,sqrt
K_1/(1-R))*dnig((C(t)-sqrt(1-a~2)*y)/a,alpha,beta,delta,mu)
zetaxtrap(y,INT)+pnig((C(t)-sqrt(1-a~2)*
qnig(K_2/(1-R),sqrt(1-a~2)/a*alpha,sqrt(1-a~2)/a*beta,sqrt(1-a~2)/axdelta,sqrt(1-a"2)/z
}
t_n=seq(22/365-0.25,4+22/365,0.25) ;t_n[1]=0.0000001
#t_n
#For & finne
teller=0;nevner=0
for (i in 2:length(t_n)) {
teller=teller+(EL(t_n[i])-EL(t_n[i-1]))*exp(-r*t_n[i])
nevner=nevner+0.25%(1-EL(t_n[i]))*exp(-r*t_n[i])
}
#Gjelder for fgr 2010:
kalib=kalib;U=U;ut=0
if (kalib==1) {
ut=(teller-U)/nevner
} else {
if(X_2>0.09) {
ut=teller/nevner

} else {ut=teller-nevner*spread}

ut

#Gjelder fra etter 2010:
#kalib=kalib;U=U;ut=0

#if (kalib==1) {

# ut=(teller-U)/nevner

#} else {ut=teller-nevner*spread}

#ut
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