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Samandrag

Me ser pa iterasjon av operasjonen "(dei endeleg-genererte frie) mo-
dulane til" med utgangspunkt i ein kommutativ rig, altsa ein kommu-
tativ ring som ikkje ngdvendigvis har additive inversar. I fgrste omgang
dannar desse modulane ein kategori. Denne far ein rigstruktur "opp
til naturleg isomorfi" p& same mate som ein monoidal kategori har ein
monoidestruktur opp til naturleg isomorfi. Det er kjent at modulane
til denne sakalla rigkategorien dannar ein bikategori. Denne bikatego-
rien av "2-modular" vart forst studert av Kapranov og Voevodsky i
ein artikkel fra 1994, som feilaktig hevda at denne bikategorien er ein
strikt 2-kategori.

Situasjonen er likevel hgvesvis strikt, og dette motiverar ein al-
gebraisk definisjon av linn n-kategori med rigstruktur som er slik at
modulane over ein slik n-kategori dannar ein linn n+1-kategori med
rigstruktur.

Innleiing

Kategorien av dei endeleg-genererte frie modulane til ein ring (eller rig, sja
seksjon [1]) inneheld djup informasjon om ringen. Lauseleg er K-teorien K (k)
av ein ring k gruppekompletteringa (det vil seia & legga til modular av negativ
rang) av kategorien Fj av modulane til ringen. Elmendorf og Mandell viser
i [8] at denne K-teorien har ein rigstruktur som lar oss ta modulane pa nytt
etter gruppekomplettering. Det vert vist i [I] at & ta modular to gongar for
sa a gruppekomplettera gjev "det same" som a ta modular, komplettera, ta
modular og komplettera. Sja Definisjon for rigstrukturen pa modulane til
k som gjer dette mogleg. Det kan altsa henda at ein kan lera noko om iterert
K-teori ved a studera itererte modular.

I denne oppgava gjev me ei rigorgs skildring av den svake n-kategorien
av n-modular, rigstrukturen denne har og korleis den kan brukast til & kon-
struera den svake n + 1-kategorien av n + 1-modular.

For & gjera dette definerar me ein ny type n-kategoriar kalla linne n-
kategoriar, som er forholdsvis strikte, men svake nok til at itererte modular
er eit dome. Det er og eit resultat i seg sjolv at det finst ikkje-trivielle dgme
pa slike n-kategoriar. Det er eit betydeleg arbeid a visa at linne n-kategoriar
er veldefinerte, men me endar opp med fglgande teorem.

Teorem 5.16. Linne n-kategoriar, n-funktorar og n-transformasjonar dan-
nar ein strikt 2-kategori.

Hggare kategoriar kan bli sett pa som det ein far ved a byrja med ei mengd
og sa induktivt ta kategorien berika i det ein har fra fgr. Ein strikt n-kategori



er ein kategori berika i strikte n — 1-kategoriar, og ein svak n-kategori skal
vera ein kategori berika meir eller mindre sa svakt som mogleg i svake n — 1-
kategoriar. Objekta i morfi-n — 1-kategoriane vert kalla 1-morfiar. 1-morfiane
i morfi-n — 1-kategoriane vert kalla 2-morfiar, og sa vidare. Var linne variant
har strikte identitetar og assosiativitet meir eller mindre som i ein bikategori.
Det betyr at komposisjon er assosiativt opp til ein "naturleg isomorfi" og at
alle diagram av slike isomorfiar kommuterar. Ein av dei store fordelane med
dette er at me kan gje ein definisjon for alle n, medan svake n-kategoriar
berre har denne typen definisjon opp til n = 4, da dei bles opp og blir fort
store. Sja [10] for n = 3 og seksjon 3 i [11] for Trimble sin definisjon for n = 4.

Det eksisterar mange definisjonar av svak n-kategori som tek hand om
den store mengda koherens pa andre matar, til dgmes ved hjelp av operadar
eller (multi-)simplisielle mengder. Ulempa med (nokre av) desse definisjonane
for oss, er at det verkar vanskeleg a skildra kva ein rigstruktur skal vera og
kva "(dei endeleg-genererte frie) modulane" skal bety.

Det er kjent at bikategoriar (altsa svake 2-kategoriar), bifunktorar, svake
naturlege transformasjonar og modifikasjonar, dannar ein trikategori (svak
3-kategori). Dei svake naturlege transformasjonane her bestar av 1- og 2-
morfiar, og om ein restrikterar seg til dei der 1-morfiane er identitetar, samt
berre ser pa bifunktorar som sender identitetar pa identitetar, far ein ein
strikt 2-kategori av bikategoriar og slike bifunktorar og transformasjonar.
Linne n-funktorar og n-transformasjonar er slik at me far ein strikt 2-kategori
av linne n-kategoriar, der dei linne n-transformasjonane kan ha ikkje-trivielle
morfiar i kvar grad. Sa dette gjev ogsa ein ny (i alle fall for oss) strikt 2-
kategori av bikategoriar, ved fglgande teorem.

Teorem 5.17. Den strikte 2-kategorien av linne 2-kategoriar sett pa som ein
trikategori med trivielle 3-morfiar er ein under-trikategori av trikategorien av
bikategoriar.

Generelt er det sant for svake n-kategoriar at dei hggare morfiane mellom
to i-morfiar dannar ein n — i-kategori. Dette er sjglvsagt ogsa sant for linne
n-kategoriar, men desse er og trunkerbare pa eit sterkare vis enn andre typar
svake n-kategoriar. Om ein glgymer dataa fra grad ¢ og oppover, star ein
nemleg att med ein linn n — i-kategori.

Linne n-kategoriar ligg ein stad mellom strikte n-kategoriar og svake n-
kategoriar, men det er klart at dei er mykje striktare enn dei typane n-
kategoriar som vert kalla semistrikte. Semistrikte n-kategoriar skal vera svake
n-kategoriar som er sa strikte som mogleg, men som framleis er generelle nok
til at ein svak n-kategori kan striktifiserast til ein semistrikt n-kategori. Sja
til demes [20], [16], [5] og [9] pa korleis dette vert forsgkt gjort. I motsetning



til dette verkar det sannsynleg at ein linn n-kategori vil kunna striktifiserast
til ein strikt n-kategori.

Me gjev 1 Definisjon ein definisjon for (symmetriske, linne) rig-n-
kategoriar R. Bade definisjonen og koherensen kan gjerast liknande slik det
er gjort for rigkategoriar av Laplaza i [18] takka vere at linne n-kategoriar
dannar ein strikt 2-kategori. Den linne n + 1-kategorien F% av dei (endeleg-
genererte frie) modulane over R vert sa definert i Definisjon Folgande
teorem gjev at me kan finna dei itererte modulane til ein kommutativ rig &,
sidan ein rig-0-kategori er det same som ein rig.

Teorem 6.21. Dataa i Definison gjer (Fgr,H,X,0,1) til ein rig-(n+1)-
kategori.

Det er ogsa mogleg a starta med til dgmes rig-kategorien av endelege
mengder. Hugs at det i [I] vart vist at gruppekomplettering av modulmodu-
lane over ein rig k gjev "det same" som K(K(k)). Om dette resultatet held
meir generelt, vil ein da til dgmes kunna finna dei itererte modulane til sfee-
respekteret ved a gruppekomplettera dei itererte modulane til rigkategorien
av endelege mengder.

Tema for framtidige ettersgkingar:
e Kan F konstruert i Definisjon [5.9) utvidast til ein strikt 2-funktor?

e Er det interessant a sja pa oo-kategoriar definert som fglgjer Cy,Cs, ...
der C, er ein linn n-kategori som oppfyller at trunkeringa av C,, er C, 17

e Er linne n-kategoriar striktiferserbare og ekvivalente pa noko vis med
strikte n-kategoriar?

e Vil operasjonen "a ta modulane til" bevara ei slik form for striktheit i
andre samanhengar og?

e Finst det ei nerve som sender linne n-kategoriar pa (multi-)simplisielle
mengder, til dgmes Tamsamani-n-kategoriar? Om linne n-kategoriar
kan striktifiserast til strikte n-kategoriar, vil me kunna ta nerva av
desse.

e Vil ei passande gruppekomplettering av F;" gje den m-fold itererte
K-teorien av k7?7

e Korleis samanliknar linne n-kategoriar seg med eksisterande definisjo-
nar av svak n-kategori?



e Kan ein gjennomfgra ring-komplettering av F}' tilsvarande det som vert
gjort 1 [2]7

I seksjon 1 gar me gjennom nokre standard-definisjonar pa mellom anna
rigar, modular og rigkategoriar, for me ser pa Laplaza sitt koherensteorem
for rigkategoriar og gjev ein (tilsynelatande ny) versjon av teoremet som er
meir anvendeleg i var kontekst.

Seksjon 2 tek fore seg ein versjon av 2-modular. Det er kjent at desse
dannar ein bikategori, og me gjev eit nytt bevis for dette.

I seksjon 3 gjev me nokre peikepinnar pa at Fr, kanskje kan ha ein
rigstruktur. Me gar ikkje sa djupt inn i dette, da det fglger fra resultat seinare
1 oppgava.

Seksjon 4 omhandlar linne n-kategoriar, ein type n-kategori som vert in-
trodusert her. Ved a visa at desse er veldefinerte far me og nokre resultat for
dei.

Seksjon 5 gjev ein definisjon av rigstruktur pa dei linne n-kategoriane,
eit resultat om koherens og ein definisjon av den linne n + 1-kategorien av
modulane til ein linn n-kategori. Til slutt viser me at denne modul-n + 1-
kategorien har ein rigstruktur. Dette gjev bade eit svar pa kva n-modulane
til ein rig kan vera, og viser at det eiksisterer ikkje-trivielle linne n-kategoriar.

Takk til professor Bjgrn lan Dundas for god rettleiing, og takk til foreldra
mine og sambuaren min for at dei er sa tolmodige med meg.



1 Modular og rigkategoriar

Me oppsummerar fgrst nokre klassiske omgrep me har bruk for.

Ein kommutativ rig er ein kommutativ ring der me ikkje ngdvendigvis har
negativar. Ein kommutativ ring k = (k,-,+,1,0) bestar altsa av ei mengd
k med to funksjonar -,+ : k X k — k og element 1,0 € k som oppfyller
at (k,-,1) og (k,+,0) er kommutative monoidar, i tillegg til at produktet
distribuerar over summen:

a-(b+c)=ab+ac
(a+0b)-c=ac+bc,
og at 0 er ein null for produktet:
0-a=0=a-0

Hugs at ein kommutativ monoide (M, +,0) er ei mengd M utstyrt med
ein funksjon + : M x M — M slik at + er assosiativ:

(a+b)+c=a+ (b+c),

0 er ei eining for +:
O+a=a=a+0,

og + er kommutativt:
a+b=>b+a.

La k vera ein kommutativ rig. Ein k-modul M bestar av ein kommutativ
monoide M og ei avbilding - : £ x M — M slik at

er-(x4+y) =r-x+r-y
e (r+s)-x=r-xz+r-x
o (rs)-x=r-(s-x)

o l.-x=2x

derr,s € kogx,y e M.
Ei avbilding f : M — N mellom modular skal kommutera med multipli-
kasjon med element i k:

f(lr-z)+ (s +-y)) = (r- f(x) + (s- fy))

k-modular og slike avbildingar dannar ein kategori. Me seier ein k-modul
M er endeleggenerert fri om M = k™ for ein m € N, og kallar den fulle
underkategorien pa desse objekta for kfri.
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1.1 Koordinatisering

Den fulle underkategorien av kfri med objekt k°, k', k2, ... er eit skjelett av
kategorien av frie k-modular. Denne kategorien kan sa koordinatiserast ved
a velga ein basis for kvar £™. Dette lar oss nemleg bytta ut homomorfien
k* — k® med b x a-matrisa som pa plass ij seier kor mange av den j-te
basisvektoren i k® det er i biletet av den i-te basisvektoren i k% Komposisjon
vert da matrisemultiplikasjon. Me skriv Fj for denne kategorien.

Dette er ein framgangsmate ein er kjend med fra lineaer algebra, og Kap-
ranov og Voevodsky kallar det i [14] fullstendig koordinatisering. Pa eit vis
er den kanskje den mest handfaste kategorien av endeleggenererte frie k-
modular.

Merknad 1.1. Akkurat kva kategori Fj er varierar litt i litteraturen. Til dg-
mes er den ikkje fullstendig koordinatisert i [6] — det andre steget vert ikkje
gjort. For K-teoretiske fgremal kan ein og bruka iFy, den vide underkatego-
rien av Fj med berre inverterbare morfiar. Dette vert gjort i [I]. Grunnen til
at me vel den fullstendig koordinatiserte versjonen her, er at dette kjem til

& samsvara med F fra Definisjon [5.9]

1.2 Den generelle linesxere gruppa

La Maty (k) vera monoiden av alle k x k-matriser over den kommutative rigen
k, og la den generelle linezre gruppa GLg(k) vera gruppa av inverterbare
k x k-matriser. Me definerar gruppa G L(k) til a vera kogrensa av diagrammet

GLy (k) X2M25 Gry(k) 2229

der & er blokksum.
Hugs at me for ein kategori C skriv iC for kategorien med dei same objekta
og berre dei inverterbare morfiane.

Dgme 1.2. Den generelle linezere gruppa GL(k) er tett knytta til kategorien
av endeleggenererte frie modular, og me kan definera K-teori ved hjelp av
begge. Me har:
NiF, = [ BGLn(k)
neN

BGL(k) = lim BGL,(k),

sa forskjellen mellom NiF, og BGL(k) er pa eit vis at den eine er gitt
ved disjunkt union der den andre er gitt ved union. Kategorien ¢F} er ein
permutativ kategori om me gjev den blokksum som monoidal operasjon, og
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med det ein monoide i (Cat, X, x). Sidan nerva er ein strikt monoidal funktor
vert NiFj, ein monoide i (S, X, *), med andre ord ein simplisiell monoide.
Denne kan gruppekompletterast til QBNiFy, K-teorien til k£, som elles gjerne
vert definert som

QOB [ BGL(k),

neN
sja til dgmes [I] eller [6].

1.3 Rig-kategoriar

Nar me definerar monoidale kategoriar, tek me definisjonen for ein monoide
og byter ut mengda med ein kategori, funksjonen med ein funktor og eigen-
skapane for assosiativitet og sa vidare med naturlege isomorfiar. Sa legg me
i tillegg pa nye eigenskapar ved a kreva at visse diagram kommuterar. Sja
REF for den presise definisjonen. Desse diagramma er valde ut fra at dei skal
vera nok til at "alle diagram kommuterar".

Jamfer dette og definisjonen av ein kommutativ rig, er det naturleg a
definera ein kommutativ rig-kategori som ein tuppel

<C7 ®7O7 a®7 Aga’p@?U@? ®7 ]‘70{@7 >\®7p®7 )\.7p.75l75T)

der (C,®,0,a% A% p% 0%) og (C,®,1,a® \? p®) er symmetrisk monoidale
kategoriar og
AL P

I®ax 0

1

¥4

OB ) I (20y) @ (29 2)

(o

5901/,2
(@Y Rz —5 (202)® (YR 2)

er naturlege isomorfiar, slik at ei liste med diagram kommuterar. Ein kan
finna definisjonen i [I8] der Laplaza innfeorte den, eller i kapittel 1.2 i [13].

Me kjem berre til & sja pa symmetriske rigkategoriar som oppfyller at alle
strukturisomorfiane er identitetar bortsett fra muligens s®, s® og 6. Da kan
aksioma reduserast til at sff,o er identiteten pa x og at fglgande diagram skal
kommutera.

r@Y®z) Lo (20y) @ (r©2)

l8® l5®@s®

yoz) @z —— (yoz)® (2@ 2)



@y @z —"— (a®2) & (y®=2)
Yor)®z —— (yo2) @ (a®2)

(a®b)® (c®d) " (a®(c®d) Db (c®dd))

l(sl lalea(;l

((a®b)®@c)® ((a®b) ®d) (a®@c)®(a®d) ®(b®c) D (bd)

5@ ‘/@5@@1

(a®c)®bRc)®(a®d) (b d)

Desse rigkategoriane vert i [I3] kalla bipermutative kategoriar. Her gar dei
0g gjennom kvifor aksioma vert redusert til dei over og kvifor symmetriske
rigkategoriar kan striktifiserast til bipermutative kategoriar.

Det er verdt a merka seg at Laplaza i [I8] sag pa (symmetriske) rig-
kategoriar der distribuatorane §; og J, var monomorfiar, og ikkje isomorfiar
slik som her.

Ein eller annan plass ma det sta at ei samansetning av matriser n — 0 —
m er nullmatrisa av stgrrelse m x n.

Folgande er eit sentralt dgme for oss.

Dgme 1.3. Det er kjent at Fji er ein rig-kategori. Me har ein symmetrisk
monoidal kategori (F, ®,0) der

@B F X Frp — Fi

er funktoren som sender (n,m) pa n + m og par av morifiar (det vil seia
matriser) pa blokksum av desse morfiane. Gitt morfiar f : n — m og ¢ :
n’ — m' er altsa f @ g matrisa

-fll fln 0 0 T
F Ol _{fwmr — fom O .. 0
0 g 0 0 g ... gin/

_O 0 9gm't -+ Gm'n’']

Me ser at & er strikt assosiativ, og at objektet 0 er eit strikt nullobjekt. Sjglv
om n—+n' =n'+n er det ikkje sant at me kan bruka identiteten som fletting,



for id, ., vert ikkje ein naturleg transformasjon fra n'@n til n®n’. Dette kjem
av at folgande diagram ikkje kommuterar nar s er identitetstransformasjonen.

n' +n

n4+n'
lf@g lgeaf

Sm.m!
m+m' —= m' +m

(I folge [15] er dette det same som at Fj ikkje kan striktifiserast til ein
symmetrisk monoidal kategori der tvisten er identiteten.) Derimot far s,
gitt ved matrisa

[0 I,

I

der I,, er nxn-identitetsmatrisa, diagrammet til 4 kommutera. Me har nemleg

g 0 OInr__Og_O Lo |f O

i R T R P L
slik at (g ® f) © Snan = Smam’ © (f ® g). Det er i tillegg sant at SpqmSman =
Ly = idpem, som ma til for at dette skal kunna vera flettinga i ein sym-
metrisk monoidal kategori, og ikkje berre ein fletta monoidal kategori. Merk
at @ faktisk er koproduktet i Fj, sa F er det som vert kalla ein distributiv
monoidal kategori.

Den multiplikative strukturen til Fj er den symmetrisk monoidale kate-

gorien (Fi, ®,1), der

K Fi X Frp — Fu

er funktoren som sender (n,m) pa nm og par av morfiar pa det sakalla
kronecker-produktet, gitt ved

Jiig o fing
f®g= :
fmlg cee fmng
som er notasjon for
[ fugn ... fuigiw fing1 ... f1191n ]
fllgm’l e fllgm’n’ flngm’l e fllgm’n’
fmlgll . fmlgln’ fmngll . fmlgln’
_fmlgm’l v fmlgm’n’ fmngm’l R fmlgm’n/_




der f:n — mog g:n’ — m' er morfiar. Kronecker-produktet oppfyller at
AB®CD = (A®C)(B® D) for matriser A, B, C, D av kompatible stgrrelsar,
sja til dgmes [22]. Denne eigenskapen vert kalla "mixed product property",
og gjer ® til ein funktor.

Funktoren vert strikt assosiativt fordi multiplikasjon i k er det, og 1 er ein
strikt identitet sidan funktoren 1® — sender morfien f pa 1, ® f = [1xf] = f,
og — ® 1 sender f pa

fuley .o finlg
f®ly= : : = f.

Som for @ er ikkje identiteten ein naturleg transformasjon mellom n ® m
og m ®n. Men det er kjent at permutasjonsmatrisa

s2 .= [0rer ... ®Liey]

n,m

fungerar som tvist sa lenge multiplikasjonen i & er kommutativ [22], der e;
er n X 1-matrisa med 1; pa plass ¢+ og 0 alle andre stader.
Dei naturelege isomorfiane

0@k —k, g Lk

E®0

er identitetar. Naturlegheita kjem av at & tensorisera med ei tom matrise
gjev deg ei tom matrise fra begge sider.
Den hggre distribuatoren

o g,
(A®B)®C =25 (AxC)® (B® C)

er og identiteten. Dette gjev ein naturleg transformasjon sidan

(A® B)nC . (A® B)insn)C
(AeB)®C = : :
_(A D B)(m+m/)10 RN (A D B)(m+m/)(n+n/)0
_AHC AMLC 0 0 ]
: : : : (1)
| AaC o ARC 0 0
n 0 0 B¢ ... ByC
0 Ce. 0 quC R Bm/n/C_

:(:4®C)@(B®C),

10



der A og B er hgvevis m x n og m’ x n’-matriser. A, B, C eller f, g, h?
Me lar den venstre distribuatoren vera definert som samansetninga

5.5
(A®B)@C 225 (A2 C)® (B C)

® ® ®

SC’,AEBBT lSA,C’@SB,C
51

C,A,B

C®(AeB) —> (C®A)s (C®B)

da dette er eit av diagramma som skal kommutera i rig-kategoriar.

Me har vist at Fj, har to symmetrisk monoidale strukturar, & og ®, og at
® distribuerar over & opp til naturleg isomorfi. Det at & er eit koprodukt,
gjer at me ikkje treng a sjekka om diagramma i definisjonen kommuterar,
for begge vegane a ga i diagramma vil vera den unike isomorfien mellom
to kogrenser. Dette held alltid for distributive monoidale kategoriar, sja til
dgmes [13].

1.4 Laplaza sitt koherensteorem

Koherensteoremet i [I8] er eit nyttig verktgy nar ein jobbar med rigkategoriar,
sa me gjev ei oppsummering av teoremet. Definisjonane i [I.5] er henta fra
seksjon 2 av [I8], noko omformulert.

Lauseleg seier teoremet me jobbar mot at det einaste problemet ein har
nar ein vil at eit diagram i ein rigkategori skal kommutera, er at diagramma

S?é,x Sg,x
~ ~
XX XX XX X®X

ikkje ngdvendigvis kommuterar. Definisjonane i[L.5] gjev ein méate & snakka
om diagram der dette ikkje oppstar.

Definisjon 1.4. La X og Y vera mengder. Definer A induktivt ved at
erzcX — xeA
e a,bcAogyeY = aybe A

Me kallar A den frie Y-algebraen over X.

Definisjon 1.5. La X = {zy,...,x,,n,u} vera ei mengd, og la A vera den
frie {+, - }-algebraen over X.

11



La G’ vera grafen med kantar:

Az y,z O‘j,,z
(zy)z — x(yz) (+y)+2z2 —"> 2+ (y+2)

Az AL
ur ——— & n—+ax x

+
u —2 g T4+n Pr x
xnyy r+y i r+y
A2
nr ——— n

m —————n
med formelle inversar, og

61

T,Y,z

r(y +2) —= (vy) + (22)

T

(24 1)2 —25 (2y) + (y2)

for z,y,z 1 A.

La H’ vera grafen som har {+, - }-algebraen over kantane i G’ som kantar,
og {+,-}-algebraen over hjgrnene i G’ som hjgrner. Det betyr at ein kant
a— biG ogerein kant a — bi H', og gitt to kantar

firar = by, fa i ag — by
i H' skal
fi+ farar+ays—bi+by og fi-fo:iaias — biby

ogsa vera kantar i H'.

Me seier ein kant i H' er ei instansiering om det bestar av maksimalt éit
element som ikkje er pa forma 1, for ein x. Undergrafen av H' som berre
bestar av instansieringar vert kalla 7".
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La A* vera den frie {+, -}-algebraen over X der + og - er assosiative og
kommutative, - distribuerar over +, n og u er ngytralelement for hgvevis +
og -, og an = n = na for alle a € A*. Me har ei avbilding

Supp : A — A*
definert ved:
(i) For x € X, er Supp(zx) = x,
(i) For z,y € A er Supp(z +y) = Supp(x) + Supp(y),
(iii) For z,y € A er Supp(xy) = Supp(x)Supp(y).

Eit element i A vert kalla eit polynom om det er ein sum av produkt av
element i X. Me seier eit element a € A er regulert om Supp(a) kan bli
uttrykt som eit polynom som oppfyller at summandane er forskjellige som
element i A*, og at faktorane innad i kvar summand er forskjellige fra dei
andre faktorane i same summand, som element i X.

Ein sti a — b1 H' gjev ein konkret méate a visa at Supp(a) = Supp(b), sa
me far folgande viktige observasjon, som er proposisjon 2 i [18].

Proposisjon 1.6. Om det eksisterer ein st a — b, sa er a reguler viss og
berre viss b er requlcer.

Proposisjon gjev ein enkel mate a visa at eit element er reguleert pa,
og er Proposisjon 3 i [18].

Proposisjon 1.7. Eit element a € A er regulert om ingen element © X
dukkar opp meir enn éin gong i uttrykket for a.

I Teorem som er Proposisjon 10 i [18], skal det vera underforstatt at
me har ein funksjon X — obC og dermed ein grafmorfi g : 7" — UC, der UC
er den underliggande grafen til ein rigkategori, definert pa hjgrne ved:

glx+y)=g(x)Dgly) og glry) =glx)®gly) for z,yecA

og definert pa kantar ved & senda kantar a — b i G’ pa tilsvarande struktur-
morfiar g(a) — g(b), slik at g(z +y) = g(z) & g(y) og g(zy) = g(x) @ g(y)
for x,y € T".

Biletet av ein sti med steg i T” er samansettinga av bileta av stega i stien.

Teorem 1.8. Gitt ein symmetrisk rigkategori C med mono distribuatorar og
eit requleert element a € A, er biletet av ein sti a — b med steg i T' berre
avhengig av a og b.
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1.4.1 Nytt koherensteorem

Teorem er formulert for symmetriske rigkategoriar der distribuatorane er
mono, men ikkje ngdvendigvis isomorfiar. Dette betyr at teoremet ikkje kan
anvendast direkte pa diagram som inneheld inversane av desse. Men biletet
av to stiar @ —= b vil kunna skrivast som komposisjonen av biletet av
fleire stiar i T, der annakvart bilete er invertert, slik:

B
. e

dl dz dg ce dm

a b

Framgangsmaten dei bruker i [13] for & nytta teoremet i ein slik samanheng,
er a finna stiar fra kvart hjgrne i denne grafen fra eller til eit felles hjgrne,
gjerne eit polynom, der trekantane er slik at teoremet kan nyttast pa kvar
enkelt trekant, og dermed gjev at heile diagrammet kommuterar. Dette ser

"\,
=

3

PN
N,

3

Desse nye pilene kan ha kva retning dei vil, men om p er eit polynom gar dei
gjerne innover. Beviset av Teorem viser at dette alltid er mogleg. Me
treng forst eit par definisjonar.

Definisjon 1.9. La X og A vera som i Definisjon og la G vera same
graf som G’ i same definisjon, men no med inversar av distribuatorane. Me
definerar H og T' pa same mate som H og T, men med utgangspunkt i G og
H i staden for G’ og H'. La A*, Supp og reguler vera definert som for.

Folgande teorem folger ikkje direkte fra Teorem — det treng og pro-
posisjonane Laplaza nyttar for a bevisa det opprinnelege teoremet. Her gjev
me nummereringa av desse proposisjonane slik dei star i [13].

Teorem 1.10. Gitt ein stram symmetrisk rigkategori C og eit requlert ele-
ment a € A, er biletet av ein sti a — b med steg i T berre avhengig av a og

b.
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Bevis. La to stiar f,g:a —3 b med steg i T og ei avbilding X — obC
vera gitt. Me kan finna stiar

C1 (&) C3 c. Cn

b

AN
7

dl d2 dg ce dm

med steg i 7" som har same bilete som f og g ved a reversera stega som er
instansieringar av ein invers distribuator og eventuelt setta inn identitetskan-
tar.

For kvar kant x i diagrammet over, kan me finna ein sti x — 2’ slik at
stien bestar av instansieringar av \* og p*® slik at 2’ ikkje er kjelda til nokon
slik instansiering. Vidare kan me for kvar sti h : * — y over finna stiar
h' 2’ — y slik at biletet av

r—1YY
o h y/

gjev eit kommutativt diagram. Dette er Proposisjon 3.5.32 1 [13].

Me kan anta at 2’ og vy’ ikkje inneheld n, for elles ville dei vore lik n, og
dette ville vore eit felles polynom slik som det vert skissert fgr teoremet.

For kvart hjgrne x’ vel me no ein sti 2" — x” som berre bestar av instan-
sieringar av distribuatorar slik at det ikkje eksisterar ei instansiering av ein
distribuator med z” som kjelde. Proposisjon 3.7.19 i [13] gjev no at me kan
finna ein A" : 2" — 3 slik at biletet av

/ I /

r —Y

|

'
SU” y//

gjev eit kommutativt diagram.

No inneheld ingen av pilene i det indre diagrammet distribuatorar, sa me
kan snu dei pilene me vil for & fa eit diagram der Teorem [1.8] Laplaza sitt
opprinnelege koherensteorem, kan nyttast for a seia at biletet av desse stiane
gjev eit kommutativt diagram i rigkategorien. O
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Merk at ein eventuelt kunne ha redusert diagrammet vidare som i beviset
av Teorem for a nytta Mac Lane sitt koherensteorem for symmetrisk
monoidale kategoriar fra [19] slik Laplaza gjer. Sja Teorem for korleis
dette vert gjort. Beviset av Teorem kan og nyttast for rigkateogriar som
ikkje er symmetriske, men det far me ikkje bruk for her.
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2 2-modular

Dome [1.3] skildrar ein rigstruktur pa Fj, den koordinatiserte kategorien av
endeleggenererte frie k-modular, sa det burde gje meining 4 snakka om ein
Fr-modul. Slike modular vert gjerne kalla k-modul-modular eller 2-modular
over k.

Ein n-dimensjonal modul over k bestar av n-tuplar av element fra rigen
k. Sa det er naturleg a la ein 2-modul besta av n-tuplar av modular over k,
sja [14]. Ei avbilding mellom 2-modular vert da ei matrise av k-modular, som
kan settast saman ved matrisemultiplikasjon der ein nyttar @ for + og ® for
multiplikasjon.

Ein vil og fa avbildingar mellom desse matrisene, for me kan sja pa matri-
ser av k-modul-morfiar som avbildinar mellom matriser av k-modul-objekt.
To slike avbildingar vil ein kunna setta saman elementvis. Men me vil og
kunna setta saman slike matriser av morfiar ved matrisemultiplikasjon slik
me gjorde for matriser av k-modular. For & gjera dette presis, treng me de-
finisjonen av ein bikategori.

2.1 Bikategoriar

Bikategoriar vart innfert av Bénabou i [4].

Definisjon 2.1. Ein bikategori C bestar av fglgande data:
e Ei mengd obC kalla objekta til C,
e Ein kategori C(z,y) for kvart par av objekt x,y € obC,

e Ein funktor

o:C(y,2) x C(z,y) = C(z, 2)
kalla komposisjon for kvar trippel x,y, z € obC,

e Eit objekt I, i C(z, x) kalla identiteten pa z for kvar z € obC

e Ein naturleg isomorfi

C(z,w) x C(y, z) x C(x,y) o, Cy,w) x C(x,y)

llxo / lo

C(z,w) x C(x, 2) - C(z,w)

kalla assosiatoren for kvar tuppel z,y, z,w € 0bC,
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e To naturlege isomorfiar

1 xC(z,y) L Cly,y) x C(z,y) C(z,y) x1 —> dxls — C(x,y) X C(x,x)

C(x,y)

kalla hgvevis venstre og hggre eining for kvart par z,y € obC.

Desse dataa skal oppfylla at folgande diagram kommuterar:

e Pentagondiagrammet:

(Ao B)

A AoB, C% YiBCOD
((AoB)oC)oD Ao (Bo(CoD))
GA,B,C'Oid ZdoaB,C,D
a@A,BoC,D

(Ao(Bo(C))oD —— Ao ((BoC)oD)

e Trekantdiagrammet:

QA Iy, B

(Aol,)oB o(l,oB)
A® B

Me kallar objekta i kategorien C(x,y) for 1-morfiar i C, og om f er eit
objekt C(x,y) skriv me gjerne f : x — y. Morfiane i C(z,y) vert kalla 2-
morfiar, og ein ¢ : f — g i denne kategorien vert gjerne framstilt som

2.2 Fr,

Me definerar Fz,_, bikategorien av (fullstendig koordinatiserte endeleggene-
rerte frie) 2-modular over k, pa folgande mate, jamfor diskusjonen pa starten
av seksjon [2]
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Definisjon 2.2. Me definerar Fr, som fglgande bikategori.
e Objeka obFr, er N,

e Morfikategorien Fr, (n, m) er Mat,, ,(F), kategorien av (mxn)-matriser
over Fy,

e Komposisjonsfunktoren
o: Fr(m,r) x C(n,m) — C(n,r)

er gjeve ved at par av matriser (A, B) (som enten kan besta av objekt
eller morfiar fra Fj) vert sendt pa matrisa som pa plass ij er

m
@ Ait ® Byj,
t=1
e Identiteten pa n er identitetsmatrisa I,, av stgrrelse n x n,

e Assosiatoren

Jrk(T?S) X Fk(mvr) X Fk(”vm) O—Xl) fk<m7 S) X Fk(num)

Fr(r,s) x Fr(n,r) 2 Fr(n,s)

har komponentar a4 ; definert som samansettinga
h(gf)ij =D ha® (691 it @ ftj)
=1 t=

I . D l )
T@’Zl (zd@ @ld%huvgl(mfl)@ﬂm—lnvgzm®fmj>"’5hil’911®fljv€9l’iz 91t®ftj

m

@ ( hil ® (glt & ftj))
=1 \t=1
—1
id[@l:l D=1 <a%uv9lt’ftj)
@ <@(hil ® glt) ® ftj)
=1 \t=1
[(*)
D (@(hil ® git) ® ftj)
t=1 \I=1
-1 -
id[@ﬁl ((5;i1®91t7®{—2 hiz®gltaftj> ...<id®“'€5id® (621'(7'*1>®g<r71>t’hir®gnﬂftj) >>

D (liél hiy ® 91t> ® fij = (hg)fij

t=1
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Me kan sja vekk fra additive parentesar sidan ¢ er strikt assosiativ.
Avbildinga (x) er sett saman av flettingar for @, og ved Maclane sitt
koherensteorem for symmetrisk monoidale kategoriar fra [19)] er denne
unikt gjeve ved a spesifisera kjelda og malet.

e Finingane

I xid

1 x fk(TL?m) fk<m7m) X fk(”vm)

)

fk(n7m

idXx In

Fr(n,m) x 1 Fr(n,m) x Fg(n,n)

er identitetar.

At desse dannar ein bikategori, er Proposisjon

Folgande proposisjon er eit spesialtilfelle av Teorem 8.4.12 i [13], der Fj
hos dei er bytta ut med ein generell bikategori (med inverterbare distribua-
torar). Men det er verdt a merka seg at beviset kan gjerast mykje kortare
nar R er ein sakalla bipermutativ kategori, slik som til dgmes Fy.

Proposisjon 2.3. Fz,, definert i Definisjon er ein bikategori.

Bewvis. Morfikategorien Fr, (n,m) er ein kategori sidan Fj, er det, for den er
berre produktkategorien F; ™" indeksert av to variablar i staden for ein.
Horisontal komposisjon er ein funktor av di & og ® er funktorar.
Identitetsmorfien pa objektet n er 1-morfien I,,; n X n matrisa med 1 pa
diagonalen og 0 alle andre stader. Identitets-2-morfien pa 1-morfien [, er
matrisa

Lol oo L] [ [ee] ..o [L]

| I L oo I o] [ ... [L]

S Y R
[0 IO [1 [1k0] [1k()] [1k]

der [1;0] er den unike 0 x O-matrisa. 2-morfien id;, er ein strikt identitet for
vertikal komposisjon, sa valet vart av (, ,,, og 7, ,, som identitetar gjer [ og r
til naturlege transformasjonar.
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Det star att a visa at pentagondiagrammet og Trekantdiagrammet kom-
muterar. Me gjer dette ved hjelp av Teorem [I.10] det nye koherensteoremet
vart for rigkategoriar, og startar med a finna ein sti som vert avbilda pa
assosiatoren.

For a gjera dette ma me konstruera ei mengd X, ein funksjon g : X —
obFy, visa at eit av hjgrna i stien som vert avbilda pa a er regulaert, og visa
at assosiatoren kan skrivast som ein komposisjon der kvart ledd bestar av éin
strukturmorfi ®/® identitetar.

La X = {b,cy,di,n,u|l <1 <7 1<t<m}, oglag vera gitt ved at
9(bi) = ha, g(cu) = gu 0g g(di) = fi;- Proposisjon [1.7) gjev oss at

Z by (Z Cltdt>
=1 t=1

er eit reguleert element sidan ingen element i X dukkar opp meir enn ein

gong.

Sett bort fra additiv assosiering, vil me fa ein sti som blir sendt pa asso-
siatoren om me konstruerar ein sti av instansieringar av additive flettingar
som vert avbilda pa (). Dette kan me til dgmes gjera med fglgande algoritme:

La (Z,<) vera elementa {xy; := (b; - cy) - dt}ggi(m) ordna etter nar dei
dukkar opp i summen som dannar hjgrnet som vert sendt pa kjelda til (x),
slik at ([,t) = (1,1) gjev det minste elementet. Start med det minste elemen-
tet x;, og la xpy vera etterfolgaren. Om t < t/, gjenta prosessen med zpy.
Ellers, bruk ei instansiering av S?l_)lclt)dt,(b]/cll,«l)d,«l’ og la <! vera ordninga pa Z
ein far av & bytta om x;; med xp». Gjenta prosessen fram til ingen element
skal bytast om lenger.

Me kan dela assosiatoren til 2-kategorien opp i ei og ei strukturavbilding
ved & bruka at @ og ® er funktorar. I vart tilfelle er den einaste delen av
morfien som treng omforming pa forma

(1100 Pm1) B (P120- -0 Pma) D+ D (P17 0+ 0 Pry),

og denne er lik

((p110-0Pp) Did®---Did)o---0(id® - DidD (P10 0 Ppy))
= (11 Bid D - Did) o0 (G BidD - - D id)
o o(id@- - @id® i) o0 (id® - Did D Ppmy).
Til saman har me no ein sti

asSnmmsy; ({00}, {eu} {di}) ) (Z blclt> dy — Y by <Z cltdt> (2)

t=1 =1
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som vert sendt pa assosiatoren og har regulare hjgrne.

No kan me for ei av pilene i pentagondiagrammet skriva morfiane den har
pa plass ij som ass der me har bytta ut b, c eller d med ein passande sum
> xy eller lagt til identitetar, og fa stiar:

Z (Z blclt> <Z dtvev>
s t=1 \l=1 v=1 m
aSSn,m,r,vij({lzzl blcl,t}v{dtv}:{ely’ \\Sbn 8,045 {bl}7{clt}7{ Z::I dtveu})
Z (Z (Z blClt> dtv) €y Z bl <Z Cit (Z dtvev>)
v=1 \t=1 \I=1 =1 v=1

Z assm,r,s,vij({bl}:{clt}v{dtv})leu ZZ lbl assn,m,r,sij({clt}7{dtv}y{5v})
v=1 =1

\ /
£ (80 (Ben)) £ (5 (8o

assn,m,s,v;; ({01}, {Z a, tdtv} {ev})

Desse vert sendt pa pentagondiagrammet, sa pentagondiagrammet kommu-
terar ved Teorem [L.10l

Trekantdiagrammet kommuterar fordi assosiatoren pa plass ij her er bi-
letet av stien

assn,m,m,rij<{bl}a {Clt}a {dt}> : Z (Z blClt> dyy — Z by (Z Cltdlt>
t=1 \I=1 t=1
der ¢;; = u nar [ =t og ¢;; = n ellers. Me kan nemleg laga stiar

m m asSn,m,m,r;; ({bu}{en}{de}) ™ Ui
Z ( blclt) ’ Z bl (Z Cltdt)
=

Z bed
t=1

der dei alle stega i dei nye stiane vert sendt pa identitetar, sa ved Teorem
1.10 ma trekantdiagrammet kommutera. O]
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2.2.1 Samanlikning med strikte 2-kategoriar

Definisjonen me nyttar for bikategorien av 2-modular vert introdusert i [I4] av
Kapranov og Voevodsky, men fleire av utsagna fra seksjon 5, der definisjonen
vert introdusert, i denne artikkelen er feil. Dette munnar ut i at Fr, vert
ein strikt 2-kategori, altsa ein bikategori der bade assosiatoren og einingane
er identitetar. Ein kan lesa meir om dette i seksjon 19.5 1 [I3]. I [7] vert det
gjeve ein definisjon av koordinatiserte 2-modular som faktisk er strikt.

2.2.2 Gruppeverknad pa Fr,

Den einaste ikkje-trivielle verknaden me har funne pa Fr_ er strengt tatt
ikkje ein gruppeverknad, men ein verknad av 2-gruppa med éit objekt og Cs
sett pa som kategori som morfikategori. Den verkar heller ikkje pa Fr,, men
pa Fir,, 2-kategorien der berre inverterbare 2-morfiar er med. Observasjonen
er at matrisene desse 2-morfiane bestar av bade har inversar og transponerte,
og medan desse kvar for seg ikkje bevarar komposisjon, sa vil dei saman gjera
det. Me har nemleg:

(AB)™' = (B7'A™) = a7 g1

Fikspunkta til denne verknaden er matriser av matriser der alle dei innste
matrisene er ortogonale.
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3 Rigstruktur pd Fr,

Me vil gjerne ha ein slags rigstruktur pa Fr, som lar oss ta modulane av
denne bikategorien. Dette kjem me ikkje til & fa for Teorem her ser
me berre pa kvifor det er sannsynleg at ein har dette. For a kunna snakka
om rigstruktur pa bikategori, ma me fgrst ha konsept for bikategoriar som
tilsvarar funktorar og naturleg transformasjonar for kategoriar. Dette kjem i

definisjonane [3.1] og

Definisjon 3.1 (4.1 i [4]). La C og D vera to bikategoriar. Ein bifunktor
F : C — D bestar av folgande:

(i) Ein funksjon F': obC — obD
(i) Ei samling funktorar Fiu 5 : C(A, B) — D(F'A, FB)
(iii) For kvart objekt A € C, ein morfi
Gaidpa — F(idy)
i kategorien D(FA, FA), altsa ein 2-morfi i D.

(iv) Ei samling av naturlege transformasjonar

C(B,C) x C(A, B) C(A,C)

| =

D(FB,FC) x D(FA, FB) —— D(FA, FC),

slik at diagramma under kommuterar, der (S, T, U) er eit objekt i C(C, D) x
C(B,C) x C(A, B). Indeksane pa assosiatorane er utelatne.

(FSoFT)o FU a” FSo(FToFU)
lFBC’DS’Toid lidoqﬁ(T,U)

F(SoT)oFU FSoF(Tol)
lFA,B,DsoT’U lFAﬁchS,ToU

F(a®)

~

F((SoT)oU) F(So(Tol))

FUo IS, X pyo FIS FIS o FU 220 2 o FU

Nlrp lFA,A,BUJ% lFA,B,BI%U ~ (P

FU <« FUoI§)  FUISoU) —L— FU

~
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Me seier at ® er ein homomorfi om ¢4 og ¢(A, B,C) er inverterbare,
altsa at F' kommuterar opp til isomorfi med komposisjon og einingar. Om
o4 og ¢(A, B,C) er identitetar, seier me at ¢ er strikt. Merk at ein strikt
homomorfi sender a® pa a?, og tilsvarande for r og [.

Definisjon 3.2. La F,G : C — D vera bifunktorar. Ein svak transformasjon
a: F — G bestar av ein 1-morfi o, : Fx — Gz 1 D for kvart objekt objekt
x i C, og ein naturleg transformasjon o, : (0y)*Gay — (o) Fy, for kvart
par (z,y) av objekt i C.

Dette skal oppfylla hgvevis svak eining og svak naturalitet:

Fx & Gz Fx & Gz
Flz‘ Gl <§$0> lgz = Fi, (%0> m\ ‘1@
Fx A Gz Fx o Gz
Fx G Gz Fx
Q: f (az/
F(gf) G(gf) % Gy = F(gf) :> Fy Gy
A % z)
Fz 2 Gz Fz

Definisjon 3.3. Gitt svake transformasjonar
F
o
C —¢->D
B
H

er den vertikale komposisjonen (o a definert ved at (5 o a), = By, og at
(B oa),, er den naturlege transformasjonen med komponentar

(H )(ﬁzaz) e (Byay)(Ff)

lBT ypel l.aLyfT

(@J(Gf))a:c — ﬁy((Gf)az)
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Merknad 3.4. Det er og ein definisjon for a "setta verhar" pa naturlege
transformasjonar. Dette lar oss setta saman to naturlege transformasjonar
horisontalt, men dei to matane & gjera dette pa er ikkje nedvendigvis like,
jamfor Derimot er det ein sakalla modifikasjon mellom dei. Ein kan lesa
meir om desse tinga i [12]. Kapittel 11 der gar gjennom korleis bikategoriar,
bifunkatorar, svake transformasjonar og modifikasjonar dannar ein trikate-
gori.

3.1 Blokksum pa F7r,

I kapittel 1.8.12 i [I3] er det skildra eit tensorprodukt som gjer Fr, til ein
sakalla monoidal bikategori. Om me i tillegg kan definera ein blokksum, vil
dette kanskje kunna bli ein rigstruktur.
Me lar B vera bifunktoren som pa objekt er addisjon og pa morfikategoriar
er
Fr, (n,m) x Fr (n',m') —2— Fr (n+n',m+m)

(A, B) A®B
(F9) i

Dette er ein funktor som oppfyller at

H(o x o) = o(H x H)
som funktorar

(Fr, X Fr((m,m'), (r,1)) x (Fr, x Fr((n,n'), (m,m')))

y

(Fr,(m+m/;r+7") x (Fr(n+n';m+m')) Fr. X Fr ((n,n'), (r,r"))

\

Fr (n+n',r+1r'),

N

og
id, Bid,, = id,im
som funktorar

idy,Bidm,
_— ffk(n+m7n+m)

idn+nw,

Identitetstransformasjonen blir altsa ein naturleg transformasjon H(o, X
op) = ou(B x B) og id, Bid, = idyim. Det som gjenstar for a
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visa at

22
F]:kX.ka F]:k
n,mmr——— n-+m

(A,B) b A@B
f H}

g ——

er ein strikt 2-funktor, er at den sender assosiatorar pa assosiatorar. Meir
presist treng me at

Emtm’ ntn’ p+p',q+4' Ap A’ BoB',Cac’ — Amnpaa B.C H Om/.n’ p'.q' A1 B "

La it < m og j < q; dei andre tilfella er analoge. La sa X vera mengda
{ay, by, crs,nyull <1< m1 <t <nl<r<pl<s<gl, medei
avbilding til F, som sender ay, by, ¢r5,n 0g u pa hovevis Ay, By, Crg, 0 0g 1.
Assosiatoren pa venstre sida over har biletet av ein sti

S i (P by + P ) + S (S beery + SR i)

l

/
Zf:l(Z?:l itbyr + fiﬁﬂ nn)c,; + f:;’;l(Zle itby + /ﬁ:z; nn)n

pa plass 7. Men pa grunn av strikt additiv og multiplikkativ 0 i Fj, er dette
det same som biletet av ein kant

Z?:l ait(Zle birCrj) —— ZL(EL Withir ) Crj

som nettopp er aap,c,; = ®aBC H QA B O slik som gnska.
Det er lett a sja at H er strikt assosiativ. Vidare er ngytralelementet i ein
monoidal bikategori C gjerne definert som ein lat funktor

1—C,

der 1 er bikategorien med éit objekt, éin 1-morfi og éin 2-morfi. Altsa velger
funktoren ut eit objekt, ein 1-morfi og ein 2-morfi i C, og desse ma vera
identitetar pa kvarandre opp til ein koherent naturleg transformasjon, jamfer
lat funktor.

La ngytralelementet til Fr_ vera (0,ido, id;q,). Hugs at idy er den unike
0 x O-matrisa, og at id;4, er den unike 0 x 0-matrisa av matriser. Pa objekt er
n+0 =n = 0+n, og pa same mate som for er det klart at & danna blokksum
med ei tom matrise ikkje endrar matrisa di, s&a A ®idy = A = idy d A
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og fHBidyy, = f = idig, B f. S& me velger dei monoidale einingane til a
vera identitetar. Sidan H er strikt assosiativ, kan me og velga 2-einingane
til & vera identitetar. Sa langt er det klart at eventuelle koherensdiagram vil
kommutera, for "alt er strikt".

3.1.1 Fletting

Flettinga skal vera ein naturleg transformasjon pa forma
‘F]‘—k X ‘F]‘—k

]:].'k X ]:].'k

Me definerar s komponentvis ved at den har 1-morfiar

S

n
0 I
Im O

som er den additive tvisten for Fy, og 2-morfiar

m+n=mHtn nHm=n+m,

Sm,n

m-+n n+m

ws| |

m' +n' —— n' +m'd
Da er s ein strikt transformansjon B — B7. Merk at 3, og B, er strikte
inversar av kvarandre.
Me merkar oss at dette ser ut som ein lovande kandidat for additiv struk-
tur pa Fr,.
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4 Linne n-kategoriar

Hugs at ein strikt n-kategori er ein kategori berika i strike n — 1-kategoriar,
og at ein svak n-kategori skal vera ein kategori svakt berika i svake n — 1-
kategoriar. For svake n-kategoriar er det langt fra opplagt ngyaktig kva dette
skal bety, i alle fall for n > 2, sa ein tek gjerne i bruk andre definisjonar
enn dette. Linne n-kategoriar er svake n-kategoriar der "svakt berika" betyr
strikte einingar og at assosiativitet held opp til ein "naturleg isomorfi" slik at
alle diagram av slike isomorfiar kommuterar. For n = 2 er dette ein striktare
variant av bikategoriar, som er namnet svake 2-kategoriar har fatt.

I ein svak n-kategori definert ved hjelp av ei form for beriking, kallar ein
gjerne objekta i berikingskategorien for 1-morfiar, 1-morfiane i berikingska-
tegorien for 2-morfiar og sa vidare. Me kjem innimellom til & gjera dette.

I Definisjon er det fleire ting som er formulert slik at det i utgangs-
punktet ikkje gjev meining, mellom anna knytt til at komposisjon av "funk-
torar" og "naturlege transformasjonar" tilsynelatande ikkje er assosiativt.
Dette vert ordna pa i lemmaa som felger definisjonen, og munnar ut i Teo-
rem som seier at linne n-kategoriar, n-funktorar og n-transformasjonar
dannar ein strikt 2-kategori.

Urmorfiane som vert introdusert i definisjonen er 1-morfiar som saman
med objekta dannar ein kategori. Dei vert brukt til & avgrensa kva "naturlege
transformasjonar" me godtek, og vert i hovuddgmet vart lauseleg ting som
kjem fra dei naturlege tala N, sja Definisjon [5.9]

Definisjon 4.1. Me definerar linne n-kategoriar, linne n-funktorar og strikte
n-transformasjonar induktivt pa fglgande mate.

La ein linn 0-kategori vera ei mengd, ein linn O-funktor vera ein funksjon
og ein linn O-transformasjon vera likheit av funksjonar.

Ein linn n-kategori C har:

(1) Ei mengd objekt obC,

(2) For objekt p,q € 0bC, ein linn n — 1-kategori C(p, q),

(3) For objekt p,q € C, ei samling objekt i C(p, ¢) kalla urmorfiar,

(4) For objekt p,q,r € obC, ein linn n — 1-funktor
©:C(g,r) xCp,q) = C(p,7)

kalla komposisjon,

(5) For objekt p € obC ein strikt n — 1-funktor "1, : 1 — C(p, p),
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(6) For objekt p,q,r,s € obC ein linn n — 1-isomorfi

C(r,s) x C(q,7) x C(p,q) ~=5 C(g,5) x C(p,q)

1xo / e

C(r,s) x C(p,r) © C(p,s),

kalla ein assosiator til C.
Desse dataa oppfyller at:

(i) Identitets-1-morfiar er urmorfiar og urmorfiar er lukka under komposi-
sjon,

(ii) Folgande diagram kommuterar:

r1,7xid idx"I,"

C(q,q) x C(p,q) <—— C(p,q) — C(p,q) x C(p,p)

R

C(p,q)

(iii) Diagram av assosiatorar og partielle assosiatorar, begge potensielt i
eit produkt med ein identitetstransformasjon og komponert horisontalt
med identitetstransformasjonar pa produkt av ® og 1, kommuterar.

La f; : a; — b; vera ein urmorfi i C for kvar 1 < ¢ < m. Med n — 1-
funktoren f; meiner me n — 1-funktoren 1 — C(a;, b;) som sender objektet i
1 pa f;. Me kallar ein naturleg n — 1-transformasjon pa forma

F
0 N

Y S X C((ll;b1> X X C(amabm) ﬂa D(C7 d)

~_
G

IR

der &; er enten f; eller ide(q,p,) 0g X er produktet av n — 1-kategoriane der
tilhgyrande &; er ein identitet, for ein partiell & om minst ein &; ikkje er ein
identitet, og gjev « indeksar etter kva for nokre & som ikkje er identiteten
pa ein morfi-n — 1-kategori. Sja til dgmes Lemma for korleis partielle
assosiatorar ser ut.

Ein linn n-funktor F' mellom to linne n-kategoriar C og D bestar av

(1) Ein funksjon F': obC — 0bD,
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(2) Ein familie linne n — 1-funktorar
F(p,q) : C(p,q) — D(Fp, Fq),
(3) For objekt p,q,r € C ein linn n — 1-isomorfi

C(g,r) x C(p,q) ————— C(p,7)

Fqﬂ'XFp,ql Fp.qr le,r

D(FCLFT) X D(FpaFQ) T D(FpaFT)7

kalla komposatoren til F', som oppfyller at:

(1) (Assosiativitet av komposatorar) Alle reguleere diagram av assosiatorar,
komposatorar og partielle slike, potensielt i produkt med ein identitets-
transformasjon og komponert horisontalt med identitetstransformasjo-
nar pa produkt av ® og 1 og pa produkt av dei linne n-funktorane til
F', kommuterar. Me lar ein partiell komposator vera akkurat det same
for komposatorar som partielle assosiatorar er for assosiatorar.

(i) FI, = Ip,.

Me definerar komposisjon av n-funktorar som komposisjon av mengde-
funktorane, n — 1-funktorane og komposatorane kvar for seg.

La f, og f*, gitt ein 1-morfi f : p — ¢ i ein linn n-kategori C, vera definert
som hgvevis

o~ Xid
Clo,p) —— 1xC(o,p) L% C(p,q) x C(o,p) —2— C(0,q)

0g

o 2d X
Clg,r) —— Clg,r) x 1 “ZL C(q,r) x Clp, q) —= Clp, 7).

Ein linn n-transformasjon « : F' — G mellom to linne n-funktorar F,G :
C — D oppfyller at Fp = Gp for alle objekt p i C og bestar av ein urmorfi
a, : Fp — Gp i D for kvart objekt p € C og ein linn n — 1-transformasjon
pq : () (Fpq) = ()" (Gyq) for alle par av objekt p,qiC.

Dette skal oppfylla at a4, = id,, og felgande identitetar for urmorfiar
f:x — xo0gg:y — vy, der dei partielle komposatorane og assosiatorane
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passar inn som hevda ved lemmaa [4.6] og [4.4]

C(y,z) x C(x,y) Gz X G D(Gy,Gz) x D(Gx, Gy
FyzxFzy (Gl’, GZ)
Fiy,
D(Fy, Fz) x D(Fz, Fy) Fy - o (0a)*
X
D(Fx,Fz) (02)- (Fz,Gz)
= (3)
Gy,2xGzy
Cly,z) x C(x,y) D(Gy,Gz) x D(Gz,Gy)

Wﬁ v % X

D(Gy,Gz) x D(Fx, Fy) G D(Gx,Gz)

\’de(a\y) y
Fy,z X Fyy (ay)*xid D(Gy, GZ) X D(va Gy)
=
D(Fy,Gz) x D(Fx, Fy) (az)*
/ ©
(az) xid
D(Fy, Fz) x D(Fz, Fy) art &
X
D(Fz, F>) (02)- D(Fz,G>)
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0g

Gz,y

D(Gzx,Gy) -
f Cl, \Fiy % \EFx Gy)
/xfy)2 (Fﬂ? Fy

~ <Ff///ﬁ

D(Fz,Gy)
D(Fz, Fy) —

(4)
D(Gz,Gy)
C (w y)

\(aj

Gy) D(Fz,Gy) =
D(Gz, Gy)
Clx,y)

o \”’” oy

D(Fz,Gy)
D(Fx, Fy) o

(Oéfo)*

Gay

(azFf)*




Me kallar o for ein n-isomorfi om «, er inverterbar for alle x og a,, er
ein n — 1-isomorfi for alle z,y.
Gitt ein naturleg n-isomorfi

lar me ™! : G — F vera den naturlege transformasjonen gitt ved at (a™1), :
G, — F, er (a,)"! og at (a™!),, er inversen av samansettinga

Cla,y) —=* D(GSL’, Gy)

ag,
ral 2| e

D(Fz, Fy) L» D(Fx Gy) 220 DG, Gy)

At desse partielle assosiatorane passar inn her er Lemma [4.4]
Me lar vertikal komposisjon av n-transformasjonar
F
o
C —¢-D
A
H

vera fa der (Ba), = fpa, og (Ba),, er folgande komposisjon av n — 1-
transformasjonar:

(Bqoq)«

der Lemma gjev at desse partielle assosiatorane passar inn.
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Me lar horisontal komposisjon av n-transformasjonar

F F’

SN TN
cﬂapﬂﬁs
~

vera [ e o der
(B®a), = Bapl(ap) = G'() Bryp

og (B e a),, er fplgande komposisjon av n — 1-transformasjonar:

G/
C(p.q) o D(Gp, Gg) —“— E(G'Gp, G'Gy)
« G )
Fog P.q (ap)* (Grp,ap,cq)2 Gle,Gp(ap)*
(aq)* CYY/Fp,Gq / / az.3

BFp,cq (Grp.gplap)Brp)*

Fl/’p,Fq Fl/*“p,Gq (5F;D)* /

(/BGq)*

F;’q,Gq(aq)*

E(F'Fp, F'Fq) E(F'Fp, F'Gq)

(BGszqu,Gq(O‘tI))*

E(F'Fp,G'Gyq)

der dei partielle komposatorane passar inn ved Lemma Med dette er
Definisjon [4.1] fullfert.

Merknad 4.2. Ein n-transformasjon « : /' — G bestar av ein 1-morfi o, :
Fp — Gp i D, gjerne kalla ein komponent, for kvart objekt p € C og ein linn
n — l-transformasjon

C(p,q) —2" D(Gp, Gy)
Fl 0 j(aw

D(Fp, Fq) — > D(Fp. Gq)

som vil ha komponentar

Fp —2> Gp

Ffl(a’% lgf

Fq — Gq.
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Eksistensen av ein naturleg n—1-transformasjon ay, , : ()« (Fpq) — () (Gpq)
betyr at desse to funktorane er like pa objekt, altsa at diagrammet

Fp —~ Gp

ri| s

Fq —— Gq

av 1-morfiar i D kommuterar. Liknande argument er mogleg i kvar grad.

Merknad 4.3. Ein naturleg transformasjon o : F' — G der F,G : C — D er
linne n-funktorar, bestar av objekt

ay, € obD(F'p, Gp),

Qpgy € obD(a F(f), G(f)e),
pafgy € obD(ap,qgaqF(gb), G(qb)apamf)
og sa vidare. Med motsett val av retning pa o, , hadde nye ledd bytt side dei

kom pa kvar gong.

Lemma4.4. Lo f:x—vy,g:y— 2 o9 h:z— w vera urmorfiar + ein linn
n-kategori C. Da har dei partielle assosiatorane pa desse morfiane folgande
kjelder og mal:

ar :O(hy x 1) = h,© arz : (hg)e = hag.
az :O(g* x 1) = (1 x g.) azs: f'g" — (gf)
as - f*C)—% CX],X f*) ais If*h* — h*f*

aips: (hg)f — h(gf)

Bewvis. Dette er klart ved inspeksjon. Til dgmes er a,; 5 samansettinga

C(z,y)
1x1xC(x,y)

hxgx1

C(z,w) x Cly, ) x Ca,y) =5 C(y,w) x C(z,y)
1x0 / lQ

C(z,w) x C(z,2) © C(x,w),
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az 3 er samansettinga

C(z,w)
C(z,w) x1x1
Ixgxf
C(z,w) x Cly, 2) x C(z,y) =L C(y,w) x C(x,y)

1xo / e

C(z,w) x C(x,2) 2 C(x,w),

a1 3 er samansettinga

C(y, 2)

1 xC(y,z) x 1
hx1xf
Clz,w) x C(y, z) x C(z,y) =5 Cly, w) x C(z,y)

1x6 / o

C(z,w) x C(z,2) = C(x,w).

0g aj 23 er samansettinga

1

I1x1x1
hxgxf
Cz,w) x C(y, z) x C(z,y) =5 Cly, w) x C(x,y)

1o / o

C(z,w) x C(z, 2) 2 Clx,w).

]

Me er vande med at ein ikkje kan seia at assosiatoren a4 ¢ i til dgmes ein
bikategori eller monoidal kategori er identiteten sjolv om (hg)f og h(gf) er
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like. Difor er kanskje Lemma noko overraskande. Lauseleg kjem dette av
at diagram av bade assosiatorar og partielle assosiatorar kommuterar strikt,
og ikkje berre opp til ein modifikasjon.

Lemma 4.5. Den partielle assosiatoren a, 23 pd urmorfiar

f g h
x Y z w

i ein linn n-kategori er identitetstransformasjonen mellom n — 1-funktorane

(hg)f og h(gf).

Bevis. Ved Lemma[f.4]er a; 53 ein naturleg n-transformasjon (hg) f — h(gf).
Sjolv om n — 1-funktorane ®(® x 1) og ®(1 x ®) ikkje er like, betyr det at
me har ein naturleg n — 1-transformasjon mellom dei at funktorane er like
péa objekt. Med andre ord er (hg)f = h(gf) like som l-morfiar. Dermed er
n — 1-funktorane (hg)f og h(gf) like, og sidan diagrammet bestaande av
a1 2,3 kommuterar er a; » 3 identitetstransformasjonen. O

Lemma 4.6. Gitt urmorfiar f : x — x o9 g : y — y ¢ ein linn n-kategori C
og ein linn n-funktor F' : C — D, vil den partielle komposatoren (F ;)2 pd
f wvera ein naturleg transformasjon

*

Clz,y) —— C(x,y)

e = |r

D(Fz, Fy) 5 D(Fx, Fy),

09 (Fyyy)1 pa g vil vera ein naturleg transformasjon

gx

C(x7 y) - C(.’Iﬁ, y)

p =" |

D(Fz, Fy) L% D(Fa, Fy).

Beuwis.
f*

Fz,yl Fz,yxll Fz,ny’”vzl / lFIy
. T, T,y
idXFy o f

D(Fz, Fy) —»> D(Fz,Fy) x 1 — D(Fx, Fy) x D(Fz, Fz) - D(Fz, Fy)
(Ff)*
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C(x,y) = 1xC(z,y) Cly,y) x C(zx,y) — C(x,y)

B
gxid
Fz,yl 1><Fz,yl Fy’nyzyyl / leyy
Fyygxi Y

~ d
D(Fx,Fy) — 1 x D(Fx, Fy) = D(Fy, Fy) x D(Fz, Fy) — D(Fx, Fy)

(Fg)«

4.1 Assosiativ komposisjon av n-transformasjonar

Me tek fatt pa induksjonsargumentet me treng for a syna at linne n-kategoriar
er veldefinerte, og viser i den samanhengen nokre andre fine eigenskapar dei
har.

Lemma 4.7. Anta at komposisjonen av linne n—1-funktorar er ein linn n—1-
funktor, at komposisjon av n—1-funktorar er assostativt, og at biade vertikal og
horisontal komposisjon av n— 1-transformasjonar er n — 1-transformasjonar.
Da er komposisjonen av to linne n-funktorar er ein linn n-funktor.

Beuvis. Komposisjonen av n-funktorane

c-t.p_“.¢

bestar av funksjonen

obC — obD —%— 0bE,

n — 1-funktoren

GFZ,Fy

Clr,y) —=* D(Fz, Fy) % &(GFx,GFy)

og n — l-isomorfien

C(y,z) x C(z,y) © C(x,2)

Fy,szx,yl % le
@/

D(Fy,Fz) x D(Fx, Fy) D(Fz, Fz)

GFy,FzXGFz,Fyl GF o lGFa:,Fz
x, 0y, 'z

E(GFy,GFz) x E(GFz,GFYy) — E(GFx,GFz).
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Denne n — 1l-isomorfien skal lesast som

(GF)%Z/,Z = (GFIE»F%FZ i idFy,Z XFac,y) o (/LdGF'Z,Fz i Fw,y72)7

der me nyttar oss av at komposisjon av n — 1-funktorar er assosiativt for
a seia at denne vertikale komposisjonen er veldefinert. Ved fgresetnaden er
desse dataa dataa til ein n-funktor.

La eit diagram av (partielle) (GF),, . og (partielle) assosiatorar i C og
&, muligens kryssa med identitetstransformasjonar og horisontalt komponert
med identitetstransformasjonar, vera gitt. Ein kan visa at dette diagrammet
kommuterar ved a nytta seg av at F' og G er n-funktorar. Forst byter ein ut
"tilfelle" av assosiatoren i C med assosiatoren i D ved a nytta at diagram av
komposatoren til F' og assosiatorar fra C og D kommuterar. Dette ser typisk
slik ut:

@0 (@ x1)o0(Fayx Fy,x Fuy) 22 ©o(1x0)o (Fuw X Fys x Fiy)

llo(Fyyz,le) llo(lXFx%z)
© o (Fyuw X Fry) o (©x1) ©o (Fouwx Foz)o (1 x0)
le,y,w’l le,z,w'l
Fr,w.ac

Frwo®o(®x1)

Fowo®o(lx®)

Sa byter ein assosiatorane i D ut med assosiatorar i £ pa same mate. Dette
vil til slutt gjera dei to samansettingane i diagrammet like. O

Lemma 4.8. Anta at komposisjon av linne n — 1-transformasjonar er asso-
siativt og at me gitt to n — 1-transformasjonar

A A
SN TN
c oD |+ ¢
N N
B B
har eintydig komposisjon av desse, med andre ord at

(idp @ p) o (Y eidy) =1p e = (P eidp)o (ida ® ).

Da vil me ha eintydig komposisjon av n-transformasjonar



Beuvis. Foresetnadane vare lar oss konkludera at fglgande samansettingar er
like ved a nytta likskapane og for naturlege n-transformasjonar og at
linne n-funktorar med ein n-transformasjon mellom seg er like pa objekt.

Fzx,Fy

C(x,y)
!/ az’y

E(F'Fz,F'Fy) D(Fx, Fy) D(Gz,Gy)
(o)«
( / ) B G/FZva \ %
G/(O‘yﬁFy )* Fz,Fy ,
. ) <Gwy?(m’ Gy)(G\Q’fg)g Gancy
E(F'Fa,G'Fy) &0 oG Fa, ' Fy) Crocy  E(G'Ga,G'Gy)
(Gay) s w)* /
v (G'ag)*

E(F'Fz,G'Gy) T

E(G'Fx,G'Gy)

naz,s

(G (@2)Bra)”
C(z,y) Co D(Ga, Gy) — . £(G'G, G'Gy)
Foy ey (nye|  (Crmom Gy o (02)°
D(Fa, Fy) —— " D(Fa,Gy) — % (G, G'Gy) %
. (Fho,py.64)L2 oo Bre.Gy (B, FeGal0w)Bre)”
Fry (@) (Bey)- /

E(F'Fx,F'Fy) E(F'Fz, F'Gy)

(Bty Flry oy (@)«
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Clz,y)

Qg y G x,Gy
D(Fzx, Fy) = D(Gz,Gy) —=% £(G'Gr,G'Gy)
\ A%z)* Benc s
Frary (Floa, py,c)1 D(Fz, Gy) Fha,Ga,ay)2 F6e.0u (Baw)™| =
/ \ (G (@ Bry)-
E(F'Fa, F'Fy)  Fhoc, E(F'Ga, F'Gy) P22 Borls e(Fae, 'Gy)
0‘1 3 !/ *
(F'cxy)*\A %x / (Faz)
E(F'Fz, F'Gy) E(F'Fz,G'Gy)

ai, 2n

(G/(Oéz )/BF.IC)*

]

Merknad 4.9. Fgresetnadane i Lemmal[4.8|vil og gje at linne n-transformasjonar

R AN AN
NN

har eintydig komposisjon, for det er frameleis berre dei same tre gyldige
matane a setta dette saman pa.

Lemma [4.10]er ein del av beviset for at den horisontale komposisjonen av
to naturlege n-transformasjonar er ein naturleg n-transformasjon.

Lemma 4.10. Anta at begge typar komposisjon av linne n—1-transformasjonar
samt komposisjon av linne n — 1-funktorar, er assosiative, og at horisontal
komposisjon er eintydig (jamfor Lemma@. G'itt ein naturleg n-transformasjon
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og ein inverterbar 1-morfi f -y — vy 1 C, er da dei to samansettingane

Cly, 2) x Cla,y) — C(y, 2) x C(a,y) ZE3"D(Gy, Gz) x D(Gx, Gy)

lf*xl % l® % l@
® Gz,

C(y,z) x C(z,y) C(x,2) ’ D(Gz,Gxz)

F —1
z,Y,2 [
[ 5. s
(ory)«

D(Fy, Fz) x D(Fx, Fy) —2— D(Fz, Fz) D(Fz,Gz)
C2? Ix fu C2 GxG D2
1G><(Fz,y,y)171 GxF IGXazyy ®
GxF 1><(Oéz)*
Fexi D2 Ix(Ff)« D2 1x (o)« D2 :_1> D
(Gy,y,z)2><1F 1><CL1 z’ﬂ* a’3
(Gf)yrx1 1X(ay(Ff)
a2 3x1
C2 GxF D2 2—3;> (Gf)ay)*x1
x| Cw=XiE " © (az)*
(o)™ x1
D2 (az)sx1 D2
\ Ha_l
1
D (02)- D

av n—1-transformasjonar, der me til demes har skrive C* for C(y, z2) xC(x,y),
like.

Beuvis. Foresetnadane vare om assosiativitet og Lemma [4.8] gjev at desse sa-

mansettingane, og dei under, er eintydige.
Folgande samansettingar er like ved aksioma for n-transformasjonar og
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n-funktorar.

Ix(fx1)e

2 3 1x© o2 Gxa D2
ox1 y ® / ®
C? < D
FxF o (0 )*
D2 (ay)« D
o2 1x(fx1)i o3 1x© 2

(az)*

(az)*
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1x(fx1)i C3 1x©® CQ
1G><(Gac,y,y)_l GxG
GxGxG
1x©® ,DQ
oOx1 a o}
© D
1x (o)™
C2 GxF D2 1X (o)« D2
2x1 ‘
FxF /my)*x/ (oz)*
D2 _ (o)t | D2 ©
© al—l ©
D (02)- D
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1X f«

C? c?

lax (Gz,y,y);l

f*x1

B —
Qg 2 X1 ‘
Fxp| 0T (ay)*x1 (02)*
D2 (az)xx1 D2 ©
© i \
ay
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1X f«

C? C?
1GX(Gz,y,y);1 GxG
GxG
f*x1

D2

F D2 Ix(ay)«
FxF (ay)*x1 ®
,D2 (az)xx1 D2 ®
(az)*
© aTl \
1
az)*

D ( D
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1X f«

C? c?

1aX(Gayy)T*
Y,y)1 GxG

1X(Gf)«

f*x1

(Gy,y,2)2X1F

62 GxF
pxp| O
D2 (az)xx1
O]




x(Gf)«
GxF lgxXag,y 1><u‘1 ,3
lx(az)* az)
Fox1 D2 1% (ay)« D2 1x(Gf)«
1><a1,2ﬂ*
(Gf)*Xl lx(ay(Ff))*
a273><1
D2 = |(Gfay)*x1
a2
° ()
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Lemma 4.11. Anta at komposisjonen av linne n—1-funktorar er ein linn n—
1-funktor, at bade vertikal og horisontal komposisjon av n—1-transformasjonar
er n — l-transformasjonar, at desse typane komposisjon er assosiative og at
me har eintydig horisontal komposisjon av n — 1-transformasjonar (jamfor
Lemma @) Da er komposisjonen av to naturlege transformasjonar ein na-
turleg transformasjon. Om begge er isomorfiar, er komposisjonen 0gsd ein
1somorfi.

Bewvis. Fgresetnadane vare om assosiativitet og Lemma gjev at saman-
settingane i utreikningane er eintydige.

Me byrjar med vertikal komposisjon. Den naturlege n-transformasjonen
b oa oppfyller det forste aksiomet ved folgande utreikning, der f: 2z — x
er ein urmorfi.

D(Hz, Hy)
* ((5Iaz)Ff)
az,
C(z,y) Ca, (Gz, Gy) G-, p ,
* a71
f o ey ‘(az)* 1,3
(Fo,2,y)2 (ay) (By) —
Clz,y) = D(Fx, Fy) D(Fz,Gy) —— D(Fx, Hy)
Fa,y E)” (cyBy)= 1 "
ai3
D(Fz, Fy) o D(Fz, Hy)
(H:z: Hy)
C(x, (GZE Gy) (Gx Hy)
* A,y a71
/ jF ’ l(aa* = j(am*
(F;L',z',y)Z Qg ) s )%
C(z,y) = D(Fx, Fy) (o) D(Fz,Gy) (By) D(Fx, Hy) =&

—1
a3 L, @3 .
N e | / [

D(Fx, Fy) oo D(Fx,Gy) N D(Fx,Hy)
W
(oyBy)«
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D(Hzx, Hy)

Bz)* 2,
,ﬂ \ (Bocra)Ff)*

C(z, D(Gx, Gy) D(Gx, Hy)

* Qg a}
e jF ; @ 22 [
(Fr,2,y)2

(ay)« (By)=

(agFf)*

C(z,y) = D(Fz, Fy) D(Fz,Gy) D(Fx, Hy)' ¥
m l(Ff)* o l(ﬂ”)*% l(Ff)*
D(Fx, Fy) = D(Fzx,Gy) 5 D(Fz, Hy)
W
(o By )=
(Hx Hy) ;
(Ba)*
6900132
C(x, (Ga: Gy) D(Gz, Hy)

y le o Laz)* (o F )"
(Fraoy)2

C(x,y) =x>%(Frv Fy) (0)- D(M,G;;)“?% (@ Ff)*
Ix l(Ff)* 2 l(Ff)*

= D(Fz,Gy)

a2,3

§

G~ D(Fz, Hy)

(ayBy)«

D(Hz, Hy)

(Bz)* ;

C(z, D(Gz, Gy) (G:U Hy)

f*l (G% l(Gf)* (xFf)*
Gq; a a L

C(z,y) i D(Fz,Gy) s / (anF )
Qg x

o o

D(Fx, Fy) D(Fx,Gy)

Oy )% )

(oy By)

az,3

s

D(Fz,Hy)

o1



(Hx Hy)

Bz ’ j;'

C(x, (Gaz Gy) » (G:v Hy)

f*l (G“'”)Q l(Gf)* o l(Gf)*
C(z,y) G D(Gz,Gy) fy) D(Gz, Hy) 3
T [ 2 |
D(Fx, Fy) D(Fx,Gy) D(Fx,Hy)

02

((B2Gf)ow)*

— | (Hf(Bzax))*



Clz,y) a D(Hz, Hy)

s (Hz,z,y)2 (Hf)*
Clz,y) Lo D(Hz, Hy) \2’3
Gy > (B2)" (Boaw)™ | (Hf(Boora))®
Fay D(Gx,Gy) (Bo)- D(Gx, Hy) =
oy l(am s (aw)*
D(Fzx, Fy) oo D(Fz,Gyy) o D(Fz,Hy)
W
(ory By )«
Beviset for at det andre aksiomet held for vertikal komposisjon er heilt

analogt.
Eit bevis for at det tredje aksiomet held for vertikal komposisjon av

a og [ kan gjerast presist ved a sja at folgande samansettingar er like:

Cly, 2) x Cla,y) —Mv | D(Hy, Hz) x D(Haz, Hy

D(Hxz,Hz)
P \ / l(m)*

D(Fy, Fz) x D(Fz, Fy) D(Gz,Gz) —2 DG, H2)
X Qg,z l(ax)* a13 l(aﬁ)* (6;az)*
D(Fz, Fz) 22 D(Fe,Gz) & D(Fa, H)

(ﬁzaz)*

Fy 2 xFyy
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Hx’y7z

-1
F:I:,y,z ﬂx,z
2.3
a:c,z —1
a13
a2
Ha’,7y7z
-1
Gwvyaz
Ay » X ]-F ]-G X Qg gy Bac,z
¢5)
-1
as
-1
_ a
aq 1 1,3
a12

o4
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X 1F
Qy,z

a2

3]

X 1F
Qy,z

a2

-\

ax

a2

a2 3

a2

a3
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. X 1p lg X oy
g
' a2

+

=

-1
aq a,

al_l

1H X 53;,1,
R
a9 @W
X
~
a3
—1
as

o6




Oly,zX1F ﬂy’zx 1F 1HXle7y 1H><5x,y

o N

e o~

w2 1 1 s
* | a1 Ixay | X
el T

(05} a2
a;l a;l
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La no a og 3 vera naturlege n-transformasjonar slik:

A
cﬂapﬂﬁs
~

Ein kan visa at den horisontale komposisjonen 3 e o oppfyller det fgrste
aksiomet for naturlege transformasjonar (3)) ved a gjera folgande utreikning
presis.

Ay ( /Fgc,G’x,G’y)2

(FIIT‘I,Fy,Gy)Il

(F,Fx,x,y)Q

o8



Qay ( /Fx,Ga:,Gy)2

(FCCJ»’,?J)Q (F},?;B,Fy,Gy)l_l

(FI/’m,Fx,Fy)Q

1,3 aq3

a2

( /Fx,Ga:,Gy)2

(Fx,x,y)Q

(Fl,:‘m,Fr,Fy)2

(Ff/?x,Fy,Gy)l

a2
(Gw,wyy)Q ( ,Fx,Gz,Gy)z
Q23
Qay ( ,F:E,Gm,Gy)z a2,3
( }IT'x,Fy,Gy)l_l 5F;B,Gy
ai,2
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(G/Gz,ac,y)Q

Ay ( ,Fa:,Gz,Gy)z a2,3

23

-1

( l/:'a:7Fy,Gy)1 BFz,Gy

1.2

Beviset for at det andre aksiomet held er heilt analogt.
Det tredje aksiomet er oppfyllt ved folgande utreikning, der fjerde steg er

Lemma .10l

60



G/G$7y7z

(F/Fw,%z)_l Oz, ( /Fz,Gx,Gz)Q

a23

(F;'ﬁx,F%Gz)l BFx,Gz

a12
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(FI{?x,Fy,Fz)il

Gx’y7z

!
Gz,Gy,Gz

( /F:):,G:J:,GZ)Q

( l/fﬂx,Fz,Gz)l_l

BFz,Gz

62

ay2

23



Oy X 1p

1G X Qg

( l%c,Fy,Fz)il

a2

!
Gz,Gy,Gz

( /F:):,G:J:,GZ)Q

( I/7:U,FZ,GZ)1_1 ﬁFz,Gz

ay2

63
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i
1G X gy 1G’ X (GFm,Gx,Gy)Q
Oy » X 1F
az agl
1
Gz,Gy,Gz
/ —1
FFy,Fz,Gzl
X1 g
(£ )~
Fx,Fy,Fz
BFx,G’z
—1
y
12

64
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Qy > X 1F

’ _
FFy,Fz,Gzl
X 1F’

1

'
1G X gy 1G’ X (GFx,G:v,Gy)Q
1(;/ X Flil 1G' X BFm,Gy
G x 1p a2
23 a2

ﬁFy,G’z X 1F’

65
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!
1G X gy 1G’ X (GFw,Gx,Gy)Z
a23

Oy 7 X 1p lg % F—1 lgr X ﬁFﬂc,G’y

G’ x 15 ai2

—1
as
/ -1
FFy,Fz,Gzl CL273 Qa9
X1 g
5Fy,Gz X 1F/
ai2
—1
ay

Komposisjonen av to naturlege n-isomorfiar er ein n-isomorfi ved induk-
sjon fordi 1-morfiane til komposisjonen er ein komposisjon av inverterbare
l-morfiar og n — 1-transformasjonane til komposisjonen er sett saman av
n — l-isomorfiar.

]

Lemma 4.12. Anta at komposisjon av n — 1-funktorar og begge typar kom-
posisjon av naturlege n — 1-transformasjonar er assosiative, og at horisontal
komposisjon av n — 1-funktorar er eintydig bestemt (jamfor Lemma @)
Da er komposisjon av n-funktorar og begge typar komposisjon av naturlege
n-transformasjonar assosiative.

Bevis. Komposisjon av n-funktorar bestar av komposisjon funksjonar, kom-
posisjon av n — 1-funktorar og komposisjon av n — 1-transformasjonar. Sidan
dette er assosiativt kvar for seg, vert komposisjon av n-funktorar og det.
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Den horisontale komposisjonen ye (5e«) av naturlege n-transformasjonar

Bﬂacﬂﬂpﬂve

er pa l-morfiar

Yoo F" (Baa F' () = Yera (F" (Bae) F' F' (o))
= (Ve F" (Bea)) F'F' ()

sidan to linne n-funktorar med ein n-transformasjon mellom seg ma vera like
pa objekt.

n — 1-transformasjonen (ye(Seoa)),, er lik ((ye5)ea),, ved utreikninga
under. Nokre indeksar er utelatne der det ikkje er plass til dei. Foresetnadane
vare og Lemma gjev at samansettingane i utreikninga er eintydige.
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(Ygray I (Bea)y)

68

E(G"G'Gz, G"G'Gy)

E(F"F'Fx, F"G'Gy)

\(’Y(;/ka)*

F'Fz,G'Gz (B.Oé)z)*

(G”(IB'Q)I’YF/F;C)*

a2,3

w‘
Fuy C(Gz,Gy)
G/
gy w;cy
C(Fx, Fy) ()| D(G'Gz, G'Gy)
wj (szvGIvG/)zy \Gglcz7clcy
Fll:':c,Fy (F/ )71 C(FI’, Gy) G/F;t,Gx(ax)*
Fzx,Fy,Gy/1 G’F‘x,Gy
/ \ (G/F‘;E’Gx(aw)ﬂFz)*
D(F'Fu,F'Fy)  Frog, D(G'Fz, G'Gy) 8
Fg'y,Gy(ay)* ﬂFz,G’y
Frpo.pr Py D(F/FI, FlGZ/) (Bra)* L5
, (Bay)« &f
(BGyFFy,Gy(ay))* ﬂal,?
anl " \ / ’ (G"
E(F"F'Fx, F"F'Fy) > D(F'Fz, G'Gy)
(FIIT,’Fx,F/Fy,G’Gy)l_ G/I;/Fx,G/Gy
(Fgr oy Gy (Bo)y) « 9 \// y o
FF/Fx,G/Gy g(G FF:L‘,G GGy)
’YF’FZ,G’Gy

(Y Fa)”

E(F"F'Fa,G"G'Gy)



Gae,y
Fuy C(Gzx,Gy)
Vel
Oy Wy
C(Fz, Fy) ()" D(G'Gr, G'Gy)
w‘ GIFz,GW \é/cz,Gle
Fro ry C(Fz,Gy) Gy () E(G"G'Gr,G"G'Gy)
FI""av:,Fy,Gy)l_1 Gipm,Gy G"Q |
/ \ (G”G’(az))*
D(F'Fz, F'Fy) o D(G'Fx,G'Gy)
Way% By Q(w %
I D(F'Fz, F'Gy) (Br2)" £(G"G'Fr, G"G'Gy)
F//—l N
/ (5Gy) = (G,,(G/az)G,/(BFz))*
2
E(F"F'Fx, F"F'Fy) Flvp ey D(F'Fa,G'Gy) (G"Bra)*
E(F'F Fr, F'F'Gy) Pl ey E(G'F F, "G Gy)
(F"' By )« (G"(Bo)eVp pry)*
Wal,z \ %:,G’Gy 72,3 o
. o 5(F//F/F.T, F,,G,Gy) (Yprpa)”
(F (BGy)F (F O‘y))* ('YG’Gy)*
(Yar gy B (Bea)y)« Ham
E(F"F'Fr,G"G'Gy)
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Gy
Fay C(Gzx,Gy)
G/
Oy Wy
C(Fz, Fy) (az)* D(G'Gz,G'Gy)
WA \Gélcsz’Gy
(G//G/ - - )
Fho o C(Fz,Gy) LonGrv E(G"G'Gr, G"G'Gy)
Fz,Gy |
(G”G’(az))*
D(F'Fz, F'Fy) G'Fz,G'GY) .
Qay 23,
F;’FI,F’Fy (BFz) S(G”G,FSC, G”G’Gy)
G,,2 (G”(G/az)G”(BFz))*
E(F"F'Fa, F"F' Fy) Flovormay,  D(F'Fz,G'Gy) (G Bra)*
way)* y \/If”l’ac,c’cy

(’YG/Gy F"(Bec)y

E(F"F'Fz, F"F'Gy)

F},‘/Fac,G/Gy g(G//F/Fl‘, G”G/Gy)

" (F"Bay)« (G"(Boa)avpr py)’
H 1,2 \ %:,G’Gy $
(F" (Bay) F"' (F (C/;)(F//F/Fw’ F'G'Gy) (Vrrpa)”
Gy Qy))* (Varay)«
). H“” \
E(F"F'Fa, G"G'Gy)
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Gzy
Fuy C(Gz,Gy)
G/
Qp,y wﬁ/
C(Fx,Fy) (o) D(G'Gz,G'Gy)
(ay)« /C/;’Gz,G’Gy
| \ (GHG/FQ:,Gx,Gy)? \; , o
Fhory C(Fz,Cy) E(G"G' G, G"G'Gy)
Gle,Gy
o \ (GG (a))*
D(F'Fz, F'Fy) Fhon iy D(G'Fz,G'GY) o0 a3
BFx,Gy G'Fz,G'Gy — s
/ \ (G”G/(az)(GN(BFz)'YF’FI))*
IITI’Fw,F/Fy D(F/F:E, F’Gy) (BFaz)* g(G”G’F!E, G//G/Gy)
\(ﬁgy)j /7
G//2
E(F”F,FSC, F//F/Fy) F;«“,’Fz,F’Gy D(F’Fl’, Gle) (GHBFI)*
(F”Flay)* Fﬁl_l Gllé‘/Fz,G’Gy
\ / (G//(IBFI)'VF’FQ:)*

E(F'"F'Fu, F"F'Gy) Flyow iy E(G"F'Fr, G"G'Gy)
(F" Bay)«
Hal,z \ %:,G’Gy %
S(F”F/FI, F”G'Gy) (Vpr )
('YG/GyFNﬁGy)* ﬂ ('YG/Gy)*

\—» E(F"F'Fz,G"G'Gy)

((varay P Bay) F" F' oy )«

Gitt linne n-transformasjonar

er den horisontale komposisjonen (v o ) o a gitt ved at

((’7 © 5) o a)x = (’Vx © BCC) O O,
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som er likt
Yz © (ﬂm o am) - (’Y o (6 o a)>17

og at ((yo ) oa),, er folgande komposisjon, der me har latt instansieringar
av assosiatorar sta blanke.

(AR
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Det fgrste og siste steget er pentagondiagrammet for assosiatoren, og i det
midterste steget har me i tillegg brukt Lemma to gongar, som seier at
instansieringa av assosiatoren som gar mellom pre-/postkomponering med
(fg)h og f(gh) er identiteten. Den siste samansettinga er nettopp (v o (8 o
@))ay- 0

Proposisjon 4.13. Komposisjonen av to linne n-funktorar er ein linn n-
funktor. Bade vertikal og horisontal komposisjon av to linne n-transformasjonar
er ein n-transformasjon. Om begge er n-isomorfiar er komposisjonen ein n-
isomorfi. Alle desse tre typane komposisjon er assosiative. Gitt to n-trans-

formasjonar
F F
N 0N

G G’

vl komposisjonen av desse vera eintydig, © tydinga at
(idgw @) o (Beidr) =Fea=(feidg)o (idp e [3).
Bewvis. Dette folger induktivt fra lemmaa og sidan det er

sant for n = 0. ]

4.2 Strikte identitetar

Lemma 4.14. Identitetsfunktoren er ein strikt identitet for komposisjon
av linne n-funktorar. Identitetstransformasjonen er ein strikt identitetet for
vertikal komposisjon av linne n-transformasjonar. Horisontal komposisjon
av identitets-n-transformasjonar er ein identitetstransformasjon. Identitets-
transformasjonen pa ein identitets-n-funktor er strikt identitet for horisontal
komposisjon.
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Bevis. Anta induktivt at dette er sant for n — 1, og merk at det er sant for
n = 0. Komposisjon av to n-funktorar bestar av komposisjon av to funksjo-
nar, to n— 1-funktorar og to n— 1-transformasjonar. Hos ein identitetsfunktor
er alle desse identitetar. Identitetsfunksjonen er strikt identitet for komposi-
sjon av funksjonar, og per fgresetnad er det same sant for n — 1-funktorar.

Komposisjonen av komposatorane til C L D 5 € ser slik ut:

C(y,z) x C(z,y) © C(x,2)

Fy,z XEy:,yl % qu),Z
@/

D(Fy,Fz) x D(Fz, Fy) D(Fx,F=z)

GFy,FzXGFz,Fyl GF o lGFz,Fz
x,ry, 'z

E(GFy,GFz) x E(GFx,GFy) — E(GFz,GFz),

som for G = id er

C(zx,2)

/ FI»Z

C(y, 2) x C(z,y) Foy,: D(Fz, Fz)

®/

D(Fy, Fz) x D(Fx, Fy)

/ Fﬂ&,z

C<y7 Z) X C(x>y) Foy.z D(Fl’,FZ),

o4

D(Fy,Fz) x D(Fz, Fy)

ﬂi

@l

og ved fgresetnadane er dette komposatoren til F. For F' = id vert saman-
settinga ved eit tilsvarande argument komposatoren til G.
Vertikal komposisjon idg o o bestar av komposisjon av 1-morfiar, der
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identitets-1-morfien er strikt eining, og komposisjonen

Fp.q C(p7 Q) Gp,q

— X

D(Fp, Fq) Cra, D(Gp, Gq)

=~ v
(ag)s D(Gp, Gq)

— —1 (idGq)*\A

(ap)* a3
/ (ideap)*

("2 D(Fp,Gq)

(idqor)«
(idgq)«

Her er dei tre partielle assosiatorane identitetar, for dei gar mellom like
funktorar. Ved foresetnadane er denne samansettinga o, 4, og med dette er
tdg o a = . Argumentet for at a o idrp = « er analogt med dette.

Den horisontale komposisjonen av identitetstransformasjonane pa dei lin-

ne n-funktorane C > D -% & bestar av 1-morfiar
ZdGF:cG(Zsz) - Z.dGFwidGFz - ZdGF.t
og n — 1-transformasjonar

Gqu

G/
D(Fp, Fq) —— £(GFp,GFq)

C(p,q)

G
(GFp,Fp,Fq)2 (idgrp)*

D(Fp, Fq) ——="— £(GFp,GFq) %%

(idGFp)*

(idgFp)” /

) et e (GFp, GFq)
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som ved fgresetnadane vare er

C(p,q) Gra D(Fp, Fq)
Fpq id (idpp)*
D(Fp, Fq) —;—— D(Fp, Fa) — """ £(GFp,GFq)
Fho v i (idGrp)*
E(GFp,GFq) —5" , e(GFp, GFq)

som igjen er identitetstransformasjonen pa n — l-transformasjonen GF,,
Komposisjonen av identitetstransformasjonane pa F' og G er altsa identitets-
transformasjonen pa GF.

Om enten F eller G hadde vore ein identitets-n-funktor, hadde dette vorte
identitetstransformasjonen pa den andre n-funktoren. O]

Lemma 4.15. Gitt ein naturleg transformasjon o : F — G er

1

aloa=idp o aoa !'=idg

Bevis. Det er klart at a,(a™'), = idg og tilsvarande for den andre saman-

setninga sidan (a™1), er definert som (o)~
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(o

o @),, er samansettinga

som, sidan diagram av partielle assosiatorar kommuterar, er likt:

Clz,y)
F‘L Yy F‘L Y
G,y
D(an Fy) o,y oc;,:gl, D(FI7Fy)
D(Gz, Gy)

(Oéy)* Qx * Qg *
(@) (ay )s N
—1

D(Fz,Gy) == D(Gx,Gy) =% D(Fz,Gy)

\CLL2

(az)”

(ay ) id

D(Fz, Fy)

Ved induksjon er dette identitetstransformasjonen pa F'.

Proposisjon [4.13, LLemma [4.14] og LLemma gjev fglgande Teorem.

Teorem 4.16. Linne n-kategoriar, n-funktorar og n-transformasjonar er vel-
definerte og dannar ein strikt 2-kategori.
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Teorem 4.17. Den strikte 2-kategorien av linne 2-kateqoriar sett pa som ein
trikategori med trivielle 3-morfiar er ein undertrikategori av trikategorien av
bikategoriar.

Denne trikategorien star beskrive i kapittel 11 i [12].

Bevis. Koherensaksiomet for assosiatoren i ein linn 2-kategori impliserar at
pentagondiagrammet kommuterar, og pa same mate har me assosiativitet
av komposatorar. Naturalitetsaksiomet for svake naturlege transformasjonar
mellom bifunktorar vert gjerne framstilt som

Qp

Fp Fp

\J: \J: (op, % \
(O‘PYT)gf

F(gf) G(gf) TN Gq — Flh ST Fq

S Iy / /

der assosiatorane er implisitte. Dette er det same som at diagrammet

Fr ar Gr

agelpy

(Gg)(agFf) —“—— ((Gg)ag)Ff (a,Fg)Ff

lggoafx la

(Gg)(Gfay) ar((Fg)(Ff))

a[ llar‘Fp,qm

(Go) G )y 222 Ggf)ay — 2 0, F(gf)

kommuterar, som er naturalitetsaksiomet for linne 2-transformasjonar.
Dermed er det klart at ein linn 2-kategori er ein bikategori, ein linn 2-
funktor er ein bifunktor, og at ein linn 2-transformasjon er ein svak transfor-
masjon, jamfer definisjonane [2.1] og Vidare samsvarar definisjonane
for komposisjon, jamfegr Definisjon og Definisjon 11.1.1 i [I2] (av & setta
verhar pa svake transformasjonar). O
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5 Rigstruktur og modular av linne n-kategoriar

Me lagar ein definisjon for (symmetrisk) rigstruktur pa linne n-kategoriar som
for n = 1 er det same som ein bipermutativ kategori, altsa ein symmetrisk
rigkategori der alle strukturavbildingane er strikte bortsett fra flettingane og
den eine distribuatoren. Dette vert gjort i Definisjon [5.4l For desse rigka-
tegoriane viser me eit koherensteorem, Teorem [5.8] som minnar veldig om
Laplaza sitt koherensteorem.

For ein rig-n-kategori R definerar me i Definisjon den linne n + 1-
kategorien Fx ved a la objekta vera dei naturlege tala og morfi-n-kategoriane
matriser over Fr. Som for lar faktisk rigstrukturen i R oss definera kom-
posisjon som matrisemultiplikasjon. Til slutt viser me at Fp igjen har ein
rigstruktur.

5.1 Rig-n-kategoriar

For a ha ein rigstruktur treng ein to monoidale strukturar, sa me byrjar med
a definera permutative linne n-kategoriar.

Definisjon 5.1. Me lar ein strikt monoidal linn n-kategori vera ein linn
n-kategori C med eit objekt 1 € Cy og ein linn n-funktor

R:CxC—=C

slik at folgande diagram kommuterar.

CxCxC 2 cxe C . Cx1

Jiaxe E L’\ o

CxC—2 ¢ 1xc—%23¢

La 7:C x C — C x C vera tvisten som sender (x,y) pa (y,x). Me seier C er
permutativ om me har ein naturleg n-isomorfi

SR — QT

slik at
(seid.)os=1idg
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og felgande diagram kommuterar.

soidg w1

®o(®x1)
®o(®x1)o(rx1)

®o(lx®)o(rx1)

®To(® x 1)

idgpelxserx1

®o(lx®)o(lxT)o(rx1)

Diagrammet for flettinga s er for n = 1 heksagondiagrammet for permu-
tative kategoriar, for pa 1-komponentar er det nettopp

a®Rb®c Padhe cRa®b
1m Ae;l
a®c®b.

Me gjev no ein definisjon som gjer det klart pa kva mate dette diagrammet er
det same som heksagondiagrammet, og som lar oss bevisa eit koherensteorem
for linne monoidale n-kategoriar.

Hugs Definisjon av Y-algebraen over ei mengd.

Definisjon 5.2. La X = {zy, ..., x,, u} vera el mengd, og la A” vera den frie
{-}-algebraen pa X, eller med andre ord den frie magmaen pa X. La G” vera
grafen med kantar

T Sz,y 1,
y —— yx T —"
—1
(ry)z % a(yz) z(yr) —— (wy)z
Az
ur —> T r ———> Ul
-1

for alle x,y 1 A”.

La H” vera grafen som har magmaen over kantane i G” som kantar og
magmaen over hjgrner i G” som hjgrner. Undergrafen av H” som berre bestar
av instansieringar, altsa kantar med maksimalt ein faktor ulik 1, for ein
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x € A" vert kalla T. Eit element x € A” er regulert om kvar z; # u
fgrekjem maksimalt ein gong i x som produkt av element i X.

La z vera eit reguleert element i A” sett saman av elementa x;,, ..., z;, der
J1 < ... < Ja, 0g muligens u fra X. La {i,...,7,} vera {j1, ..., jo} skrive i den
rekkefglga x;-ane oppstar i z. Da gjev x opphav til ein permutasjon

o (3 e
11 ... 1q
som gjev oss ein permutasjon o/, definert som komposisjonen

’

(1, a) 2% L ia =2 iy, e —25 {1, a)

Denne permutasjonen gjev ein n-funktor

’
O’.’L‘

T)Ca

C(l

som sender objektet (ci, ..., ca) pa (Cor (1), .- Cor(a))- Merk at o, : C* — C* kan
skrivast som ein komposisjon av produkt av 7 med identitetar pa ein ikkje-
unik mate. Om z inneheld u pa plassane [y, .., [, gjev desse plasseringane ein
funktor

ce Ca+b

sett saman av identitetar og i og/eller j, som er slik at eit objekt (cy, ..., ¢,)
blir sendt pa (ci,...,¢,-1,0, ¢y, oo Cly—b, 0, Cly—pt1, -5 Ca), der det star 0 pa
plassane [y, ..., [;. La

ce %=, cd

vera komposisjonen av desse to n-funktorane om x inneheld u, og la o, = o/,
ellers. Til slutt gjev parentessettinga i x oss ein funktor

c’ 2,

sett saman av ® og identitetsfunktorar som tensoriserar saman med same
parentessetting som i x. Me lar biletet av x vera n-funktoren

co %=, cd B, ¢

og kallar denne for F.
Identitetskanten 1, i G” kan no sendast pa identitetstransformasjonen pa
F,, og kanten s, , skal sendast pa den naturlege transformasjonen

FpxFy

o x b cxe | e
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Resten av kantane vert sendt pa identitetstransformasjonar. Meir bestemt
blir a, , . sendt pa

®(®x1)
S
Cox b x ce T ooy ﬂzd C.
\/
R(1x®)
p vert sendt pa
®4
S N
co =, ﬂid C,
\‘B/
Az vert sendt pa
®j
S
co = ﬂid C,
\E/

og inversar vert sendt pa inversar.
Eit produkt fg av kantar f og g i H” som blir sendt pa hgvevisa : ' — F’
der F,F' : C* - Cog fB:G — G der G,G" : C* — C vert sendt pa den

naturlege n-transformasjonen

FxG
/—\
Haxﬂ CxC —2 ¢

~_"

F'xG’

Co x Cb

Dette lar oss definera biletet av ein stii 7" som samansetninga av dei natur-
lege n-transformasjonane bileta til kantane i stien vert sendt pa.

Teorem 5.3 er bevist pa liknande mate som MacLane sitt koherensteorem
for symmetrisk monoidale kategoriar i [19].

Teorem 5.3. Gitt ein linn permutativ n-kategori C og eit requleert element
a € A", sq er biletet av ein sti a — b med steg i T" berre avhengig av a og b.

Beuvis. Bileta av assosiatorar og einingar er identitetar og likeins er fletting
der det eine argumentet er 1, sa me kan anta at stien a — b ikkje inneheld
assosiatorar eller einingar. Teoremet fglger om me kan visa at biletet av
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kantane i komponenten av T” der nodane er produkt av alle elementa i X
dannar den symmetriske gruppa S,, under komposisjon i C. Sidan diagrammet

soidgx1

®o(® x 1)
®o(®x1)o(rx1)

®o(lx®)o(rx1)

®T o0 (® x 1)

idgpelxseTx1

Ro(lx®)o(lx7)o(rx1)

kommuterar og er biletet av stiane

Sab,c

abe cab
I.Sb-,c\k A 1
ach,

treng me berre sja pa undergrafen av T7” der kantane som er instansieringar
av flettingar s, , oppfyller at  og y er element i X. Biletet av desse kor-
responderar til transposisjonane som genererar S,,. Me ma berre visa at dei
oppfyller dei riktige relasjonane. Desse er:

® 0,0; = 0;0; for |Z —j’ > 1,
[} (Ui0i+1)3 =1.

Den forste identiteten folger fra at (s eid;)os = 1.
Den andre far me sidan

id®o(1x®)o(s><1><1)

®o(lx®)o(®x1x1) ®o(1x®)o(®T x1x1)

ls‘id(lx®)o(®xlx1) lS'id(1x®>o(®fx1x1)

tdgro(1xw)®(sx1x1
@70 (1x®)o(®x1x1) —~ ®)(XX)®TO(1X®)O(®7‘X1X1)

er kommutativt, med andre ord fordi dei to matane a vertikalt komponera

®x1x1 IX®
C4 “sxlxl c3 “lxs C? % C
®Tx1x1 IX®T



pa som "natulege transformasjonar med verhar" er like. Dette er Lemma (4.8
Den tredje identiteten kjem av at biletet av det ytre diagrammet under

kommuterar.
abe
LTV W.l

Sac,b
ach * bac

lsa,c'l ll‘sa,c

Sca,b
cab “ bea
1'511,1)\4 A]‘
cba

Trekantane er som for, og begge samansettingane i den midterste firkanten
er

®x1 ®
N TN
c? “sxl c? ﬂ .
\@1/' \@_/

]

Definisjon 5.4. Ein (symmetrisk linn) rig-n-kategori er ein linn n-kategori C
med to permutative strukturar (C, ®,0) og (C, ®, 1) og naturlege n-isomorfiar

O @o(1x®) = @®o(®@x®)o(lx7x1)o(diagx1x1)
d:@o(@Bx1)=>@o(®@x®)o(lx7x1)o(lx1xdiag)
n":®oi— prg
nl®oj—>p7"0,

der i%,j% : C — C x C er inklusjonen pa hgvevis forste og andre koordinat
som pa motsett koordinat er 0. Dei tre siste transformasjonane skal vera
identitetar, og det same skal s® e id;. Vidare skal bileta av folgande diagram
skal kommutera. Bileta av slike diagram vert definert i Definisjon

@ (y®2) o (10y) B (r®2)

l5® ls®@s®

Y®2) 01z —— (yRz)d (2 ® )
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@y @z —"— (a®2) & (y®=2)
Yor)®z —— (yo2) @ (a®2)

(a®b)® (c®d) " (a®(c®d) Db (c®dd))

l(sl lal@él

((a®b)®@c)® ((a®b) ®d) (a®@c)®(a®d) ®(b®c) D (bd)

5@ ‘/@5@@1

(a®c)®bRc)®(a®d) (b d)

Me kjem ikkje til a sja pa rig-n-kategoriar som ikkje er symmetriske, og
kjem difor til a tillata oss a ikkje kalla desse symmetriske.

Merknad 5.5. Komponentane til dei naturlege n-transformasjonane over er
1-morfiar

n' 0@z —0

n"trx®0—0

for objekt x,y,2 1 C. Det at s® eid; er identitetstransformasjonen, er ekviva-
lent med at

T

R o1 pro
ls-idi an
XT o1 ®oj

kommuterar. Diagramma som skal kommutera i definisjonen over er akkurat
dei same som vert brukt i definisjonen av ein sakalla bipermutativ kategori,
men med ei noko anna tyding.

Definisjon 5.6. La A, G, H, T, A* og Supp vera som i Definisjon Me
definerar forst biletet av eit reguleert element x € A. La (xj,, ..., x;,) vera a-
tuppelen av dei ulike elementa fra X —{u, n} som z bestar av, skrive i stigande
rekkefplge og utan oppattaking. Finn den storste j,, slik at z;, oppstar fleire
gongar i x enn i (zj,,...,2;,). Gjer dette opp at fram til (z,,,...,x;,) er ein
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a+b-tuppel der kvar z; oppstar like mange gongar i x ogi (z;,, ..., x;,). Dette
gjev ein funktor

diag,

C 171 xdiag><1><...><1C

Ca+2
12 xdiagx1x...x1

. cath
der 1" er identitetsfunktoren pa C kryssa med seg sjolv r gongar.

La o/, vera permutasjonen pa {1, ..., a+b} som sender tuppelen (z;,, ..., z;,)
pé a + b-tuppelen av element i X — {n,u} som blir brukt til & danna z i den
rekkefolga dei oppstar. Denne gjev ein n-funktor

Ca+b

‘:ﬂj Ca—i—b‘
Plasseringane av n i x gjev ein n-funktor

Ca+b ¢ Ca+b+c_
der biletet er 0 pa dei same stadene som n star i x, og pa same mate gjev
plasseringane av u ein n-funktor
Ca+b+c ¢ Ca+b+c+d_
der biletet er 1 pa plassane det star u i x.

Til slutt gjev parentessettinga og val av + og - i = ein n-funktor

Ca+b+c+d & C
Til saman lar dette oss senda elementet x € A pa funktoren
co diag, cotb %=, (atd Catbte Catbtetd & C
R — R > > R ,
. ® o
blir i, sendt pa

og kallar den F,.. Me sender 1, pa identitetstransformasjonen pa F), og vidare

®
0 N
coxer =l exe e e
\_/'
XRT
sy, vert sendt pa
/@\A
coxcr P, oxe ﬂs@ C,
=
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a®, . vert sendt pa

T,Y,z
®(®x1)
S N
cox b xce I oo we ﬂid C,
v
R(1x®)
ay, . vert sendt pa
B(dx1)
S N
cox b xce I oo we ﬂid C,
v
O(1x®)
p% vert sendt pa
®i®
0
co—=—c  Ju
\Q/
pS vert sendt pa
®i®
ST ™
co = ¢ ﬂid C,
\d/
A2 vert sendt pa
®5%
S
o —Lc” u ¢
\E/
A% vert sendt pa
©5®
R
¢t —=—c |u ¢
\E/
8! vert sendt pa
CxC
1x® \
Ct x b x oo I oo xe 5t C
diagxlxll TEB
CxCxCmeCxCXCXCWCxC,
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0" vert sendt pa

CxC
o X
Cox O x ce LI e 5 c
1><1><diagl T@

CxCxCxcmCxCXCXCWCxC,

n! vert sendt pa

®i®
S
co ﬂid c,
~_
pro
n” vert sendt pa
®5%
S
co —=—c  |u ¢
~_

og inversar vert sendt pa inversar.

Eit produkt f-g av kantar f og g i H som blir sendt pa hgvevis o : ' — F’
der F,F' : C* =+ Cog fB:G — G der G,G" : C°* — C, vert sendt pa den
naturlege n-transformasjonen

FxG

/—\
ﬂaxﬁcw RN
~_" 7

F'xG’

C* x Cb

og summen f + g sender me pa
FxG
0 N\
ﬂax,é’ CxC —2 ¢

~_"

F'xG’

Co x Cb

Dette lar oss definera biletet av ein stii 7' som samansetninga av dei naturlege
n-transformasjonane bileta til kantane i stien vert sendt pa.

Dgme 5.7. Biletet av diagrammet

z(y ® z) O ez

ls‘g’ ls@’ Ps®

(y® 2)x —2— yo @ za
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er det mykje mindre oversiktlege diagrammet

seoidyx g

®o(l1x®) @70 (1x®)
l» H
@o(®@x®)o(lxTx1)o(diagx1x1) ®o(®x1)o(lxT)o(rx1)
e —— [LE——
Do(@x®@7)o(IxTx1)o(diagx1x1) == ®o(®@x®)o(IlxTx1)o(lx1xdiag)o(lx7)o(rx1)

Me vel derfor & ikkje skriva bileta av dei tre diagramma som skal kommutera
i Definisjon opp direkte av di desse vert veldig store.

Beviset av Teorem folger framgangsmaten i kapittel 3.7. i [13], som
er ein grundig gjennomgang av Laplaza sitt bevis i [18] av koherensteoremet
for symmetriske rig-kategoriar, der dei og rettar opp i nokre detaljar.

Teorem 5.8. Gitt ein linn rig-n-kategori R og eit requlert element a € A,
er biletet av ein sti a — b med steq i T berre avhengig av a og b.

Beuvis. Sidan 0 er strikt, vil biletet av ein sti a — b enten vera identitets-
transformasjonen pa prg, eller vera likt biletet av ein sti der ingen av hjgrnene
inneheld 0. Sa me kan ngya oss med a sja pa stiar der ingen av hjgrna i stien
inneheld 0. Merk at me nyttar oss av at biletet av mellom anna s, , og 5é,x7y
er identitetar nar me seier dette.

Me er i mal om me gitt to stiar f,g:a ——3 b med steg i T” viser at

f og g er har same bilete. La f og g vera gitt. Da kan me finna stiar

/7 N
AN /7

C1 Co C3 R Cn
b

a

dy ds ds . d,,

med steg 1 7" slik at dei to samansettingane a — b er f og g om me inverterar
dei stiane som gar feil veg, men slik at ingen av stiane inneheld instansieringar
av ein invers distribuator fgr dei vert invertert.

Neste steg er lauseleg a distribuera alt som kan distribuerast. Me vel
ein sti 6, : x — 2’ for kvart hjorne i diagrammet over, som er slik at kvar
kant i stien er ei instansiering av ein distribuator og det ikkje finst nokon
instansiering av ein distribuator som har a2’ som kjelde.

For kvar sti h : * — y i diagrammet hevdar me at me kan finna ein sti
h' : 2’ — 3 som ikkje inneheld instansieringar av distribuatorar, slik at bileta
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av dei to samansette stiane x — ¢’ i kvadratet

er like.

Laplaza viser i seksjon 51 [18] at det eksisterer ein slik sti i 7" som oppfyller
at biletet i ein rig-kategori av desse stiane gjev eit kommutativt diagram.
Dette er skrive heilt ut i kapittel 3.6 og 3.7 i [13] over 23 sider. Laplaza gjer
dette ved a dela opp kvadratet i polygon av den typen me har kravd at bileta
av skal kommutera, s h' : 2’ — v oppfyller at bileta av d,h og h'd, er like i
ein rig-n-kategori og.

For kvart hjorne 2’ vel me sa ein sti 1, : ©' — 2”7 som oppfyller at alle
stega i stien er instansieringar av venstre eller hggre multiplikative eining og
at det ikkje finst nokon instansiering av ei multiplikativ eining som har z”
som kjelde. Som fgr hevdar me at me for kvar sti 4’ : 2’ — 3 kan velga ein
sti b . 2" — y” som ikkje inneheld instansieringar av distribuatorar, slik at
bileta av dei to samansette stiane =’ — y” i kvadratet

er like.

Eksistensen av h” for rigkategoriar er Proposisjon 9 i [18], og ein kan ogsa
finna beviset i kapittel 3.9 i [I3]. Det same beviset fungerar i var samanheng,
for dette 0og er bevist ved a dela opp kvadratet i polygon av den typen me
har kravd at bileta av skal kommutera.

No har me stiar

d
AN

"

b//

N
e

U 1! U U
! ! ! . d"

og kan snu stiane som gar feil veg for sa a setta saman til to stiar o’ —= b”.
Desse to stiane bestar berre av distribuatorar, flettingar og inversar av desse,
og det star att & visa at bileta av dei er like.
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Hjorna a” og b” er sakalla polynom: Dei er ein summar av monom, der
cit monom er eit produkt av element i X. Merk at (a7)™" flyttar additive
parentesar utan & endra monoma, (s*)jEl permuterar monoma utan a end-
ra dei, a®! flyttar multiplikative parentesar innad i monoma utan & endra,
rekkefglga dei vert lagt saman, og s*! permuterar faktorane innad i monoma
utan & endra rekkefglga monoma vert lagt saman i. Saman med faktumet at

F’ '
/\ /—\ ,
A—F B ua c A ﬂa B—t ¢
F o \G,/ = \5/ o F’
0 N o o 0 N
A ﬂa B c A B ﬂ@ C
\G/' ~_
G/

for linne n-transformasjonar, gjer dette at me kan faktorisera kvar av stiane
vare i fgrst ein sti som berre brukar additiv struktur, og sa ein som berre
brukar multiplikativ struktur. Dette ser slik ut:

C

SN

a// b/l

N

d

der bileta av dei to trekantane gjev kommutative diagram av naturlege n-
transformasjonar.

Hugs at hjgrna er regulaere og at monoma dermed har forskjellig support
slik at det ikkje finst stiar mellom dei. Hjgrna ¢ og d ma dermed vera like, for
om ein skal laga ein sti fra polynomet a” til polynomet b” ved & forst byta om
pa korleis dei forskjellige monoma i a” vert lagt saman utan 4 endra monoma,
og etter det berre far endra pa korleis elementa i kvart enkelt monom vert
multiplisert med dei andre elementa i same monom, ma ngdvendigvis dei to
polynoma ein har halvvegs vera like sidan monoma ikkje kan gjerast om til
kvarandre.

No kan me bruka koherensteoremet for permutative n-kategoriar, Teorem
for (R,®,0) pa biletet av stiane a” — ¢ og for (R, ®,1) pa biletet av
stiane ¢ — b”. Dette gjev at biletet av dei to stiane a’ — ¢ er like og likeins
for stiane ¢ — b”. Med det er biletet av stiane a” — b like. ]
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5.2

Modular av ein rig-n-kategori

Definisjon 5.9. La R vera ein rig-n-kategori. Me definerar F% som folgande
linne n + 1-kategori.

Objekta obFr er mengda av naturlege tal N.

Fr(n,m) er den linne n-kategorien Mat,, ,(R) av m X n-matriser over

R.

Urmorfiane er matrisene som péa kvar plass er @;" 1% for ein m > 0,
med konvensjonen av den tomme summen er 0%,

Komposisjonen er

FR(pa T)
( 3:1 Ay ® Btj)>

©: Frlg,r) x Fr(p,q)
(A, B)

som er ein linn n-funktor fordi ® og @ er det.

Eininga "1," : 1 — Fgr(p,p) sender objektet i 1 pa identitets-p x p-
matrisa

1o ... 0
0 1 0
00 1
og er over det p X p-matrisa
r_]Z%—l r](7)2—| L r](7)2—|
r[g)l—l l_[iR“l L r[gl—l
rjgz—l r]gz—l N I_I:lR‘I

der 0 og 1 er hgvevis null og eining i rigstrukturen pa R og "I*7 er
eininga i R.

For objekt p,q,r, s 1 Fr skal me ha ein assosiator

Mat,, R x Mat,,R x Mat,,R ~=% Mat,,R x Mat,,R

J1xe / Jo

Mat,,R x Mat,,R = Mat,,R.
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Ved Korollar kan me oppgi a som ei matrise av naturlege n-
transformasjonar. Pa plass ¢, 7 skal a vera biletet av

assn,m,r,siyj ({bl}7 {Cl,t}a {dt})7

stien ([2) definert i beviset av Proposisjon i tydinga fra Definisjon
0.0l

Lemma 5.10. Ein linn n-funktor F : (Fr)*™(a,b) = Fr(c,d) er ei d X c-
matrise av n-funktorar R*@P) — R.

Bewvis. Hugs at

(Fr)*™(a,b) = Maty, oy R X -+ X Maty,, 4, R.

Me antar at eit val er gjort for Mat, X —= X*P som bytar fra doble

indeksar til ein indeks. Ved a anvenda dette pa produktet av matriser far
me R*@P) Ein n-funktor herifra til R*¢ er lik eit produkt av cd funktorar
R*@b) s R <3 ein funktor til Matpy paR er nettopp ei F'b x Fa-matrise
av n-funktorar R*@P) 5 R. n

Merknad 5.11. Gitt ein linn n+ 1-funktor F' : (Fr)*™ — Fg, seier Lemma
(.10 at den linne n-funktoren

Fa,b : Matbl’alR X o X MatbmﬂmtR, — Math’FaR
er ei Fb x Fa-matrise av n-funktorar R*@P) 5 R.

Dgme 5.12. I lys av Lemma [5.10] er komposisjonen i Fg, gjeve i Definisjon
5.9] r X p-matrisa som pa plass ij er funktoren

B(Bx1)...(BXIx--x1)

R*(patar) PO px2q ©X XY g R

der proj er projeksjonen som lar faktorane som kjem fra rad ¢ i » X ¢g-matrisa
og kolonne j i ¢ X p-matrisa sta i fred.

Fra Lemma folger fglgande korollar.

Korollar 5.13. Gitt linne n-funktorar F,G : (Fr)*™(a,b) — Fr(c,d), be-
star ein naturleg n-transformasjon o : F — G av ei d X c-matrise av n-
transformasjonar mellom n-funktorar R*@® — R,

Proposisjon 5.14. Partielle assosiatorar © Fr er matriser av samansettin-
gar av strukturisomorfiar fra R.
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Bevis. Pa plass ij er assosiatoren ein naturleg n-transformasjon

F(Fx1)
. TN
RX(sr+ra+ap) PO p2g+2r U R
~_
F(1xF)

sett saman av strukturisomorfiar fra ‘R, der F' er komposisjonen av n-funktorar
R*?4 — R fra demel5.12| Ein partiell assosiator pa ein eller fleire inverterbare

1-morfiar
f3 Jo f1

D q r s
vil pa plass 75 vera
F(Fx1)
. "
X = le(sr) y sz(rq) % Y3X(qp) §1x82X8s o x(srtra+ap) PO p2r+2g ﬂ%. R
~__
F(1xF)

der Y] og & enten er R og id eller 1 og f;. Den linne n-kategorien X er
V) 5 v 00 5 v @) med alle trivielle n-kategoriar 1 fjerna fra produktet.
Denne n-transformasjonen er lik

X = YIX(ST) % Y2><(TQ) % Y'3><(‘1P)

lproj F(Fx1)
TN
}/1><7“ « Y'2><(7“(1) > )/3><q (€141 XE14p) XE2X (€31 XX €3 ;) R2r+2q ﬂaz‘j R
~__
F(1xF)
som igjen er lik
X 2L
l” F(Fx1)
TN
ler x Ygx(rq) % Y3xq (€131 XX €140 ) XE2 X (€315 X XE3g;) R2r+2q uau' R
~__
F(1xF)

der X' er Y7 x Y, x V%9 med alle trivielle n-kategoriar 1 fjerna fra
produktet.
Urmorfiane i Fr er matriser av objekt i R som er 0% eller @;" 1% for ein
m, sa n-funktoren X’ — R? 24 er pa kvar plass biletet av eit hjgrne i G, i
tydinga fra Definisjon [5.6] Dermed er den linne n-transformasjonen mellom
funktorane X’ — R biletet av ein sti med steg i T, for a;; er definert som
biletet av ein slik sti.
[
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Proposisjon 5.15. Partielle assosiatorar i Fr pd inverterbare 1-morfiar er
identitetstransformasjonar.

Bewvis. Ved Proposisjon er partielle assosiatorar matriser av samanset-
tingar av strukturavbildingar i R, sa dette vil fglga fra koherensteoremet for
linne rig-n-kategoriar, Teorem om dei to funktorane X’ — R over er like
nar 1-morfiane er inverterbare. Ein kan visa dette ved & finna ein sti med
steg i T som gar mellom hjgrner som vert sendt pa desse linne n-funktorane,
og som berre bestar av kantar som vert sendt pa identitetstransformasjonar.
Me gjer dette eksplisitt for a; og as, og dette er nok til a sja korleis ein gjer
alle tilfella. Inverterbare 1-morfiar i Fx er permutasjonsmatriser over objekt
i R, itydinga at det star éin 17 i kvar rad og kvar kolonne, medan resten av
matrisa er fyllt av 0%.

La {Au}7_y, {Bu}m og {Ci}ii~, vera undermengder av X fra Defini-
sjon og la g, vera gitt ved at g,,;, = v om f,,;;, =1 og at g,,;, = n om
fmir = 0. Me kan sja vekk fra assosiativitet, for dei monoidale strukturane i
linne rig-n-kategoriar er strikt assosiative. Fglgande stiar i G inneheld berre
steg som vert avbilda pa identitetstransformasjonar, og stiane gar mellom
hjgrner som vert avbilda pa dei gnska n-funktorane. Merk at » = ¢ i den
andre stien sidan f, er inverterbar.

> i1 (Xim g1aBie) Cog
f o (n+--+n+uBp+n+---+n)Cy
i—1 uBr
‘5:1 By +Cy ;

u ( 3:1 Bl’7t0t7j)

ettt u (S, BryCug) 4 nt 4

> ie1 91a (22 BiaChy)
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E?:l (2;21 Ail92l,t) Ctu‘

l

I+ Fn+Apputn+-+n)Cyy

l

Yoty AwryuCh

> o AauCqy

l

l

Z;ﬂ Ai (23:1 g2l,tCtJ)

O
Teorem 5.16. Dataa i Definisjon gjer Fr til ein linn n + 1-kategori.
Bewvis. Eininga i Fx oppfyller at diagrammet

f1,7xid idxI,"

Mat, ;R x Mat,,R ~—— Mat,,R —— Mat,,R x Mat,,R

T e

Mat, , R

kommuterar sidan 1 er ei strikt eining for ®, 0 er ei strikt eining for & og 0
er ein strikt null for ®.

Det manglar berre a visa at diagram av identitetar, assosiatorar og par-
tielle assosiatorar kommuterar. Assosiatorane er matriser av samansettingar
av strukturisomorfiar i R, og ved Proposisjon er dei partielle assosiato-
rane og dette. Dermed vil alle diagram kommutera ved koherensteoremet for
linne rig-n-kategoriar, Teorem [5.8| [

Dgme 5.17. Ein naturleg isomorfi o : F' — G der F,G : (Fr)*" — Fr,
har permutasjonsmatriser av stgrrelse Fa = (Ga sett saman av 1% og 0%
som 1-komponentar o,. Den naturlege n-transformasjonen aap : o, Fap —
ap+Gap er ei Gbx Fa-matrise som pa plass ¢ er ein naturleg n-transformasjon

Qab;.: Fa,bwa(j) — G(a,b

tj op(2)j

der o, og o, er permutasjonane gjeve ved hgvevis a, 0g .
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5.3 Rigstruktur pa Fr

Me ynskjer & gje n + 1-kategorien Fx ein rigstruktur, og deler dette opp i
fleire definisjonar og lemma.

Definisjon 5.18. Me definerar den permutative n + 1-kategorien (Fg,H,0)
pa folgande mate. n + 1-funktoren H : Fr x Fr — Fr er gitt pa objekt ved
addisjon av naturlege tal:

pHBHg=p+gq

n-funktoren
B: Fr(p,p) x Frla.d') = Frlp+ ¢, + )
sender matriser A og B av morfiar av ein gitt grad i R pa blokksummen
# 5]
0% B
der O er ei matrise av passeleg stgrrelse kun bestdande av nullelementet 0%

i rigstrukturen til R. Sidan dette nullelementet er strikt, blir dei to kompo-
sisjonane i diagrammet

(Frlg,r) % Fr(d ') x (Fr(p,q) X Fr(p,q)) —2— Fr(p,r) x Fr(p/,r)

| ) E

Frg+d,r+7)x Frp+p,q¢+¢) Frlg+4¢ ,r+71")

like, s& me velger H sine komposatorar til & vera identitetar. Merk at 1,1, =
1,14 slik at B vert ein linn n + 1-funktor.

Det er klart at H er assosiativ sidan addisjon av naturlege tal er assosiativt
og dei to matane a ta blokksummen A H B B C begge gjev matrisa

A 0% OF

0% B 0OF

ok O* C
Nullelementet i Fr er det naturlege talet 0, som fungerar av di 0 er
identitet for addisjon og identitets-0 x O-matrisa er den tomme matrisa som

er identitet for blokksum.
Flettinga s® : © — Hr er den strikte n + 1-transformasjonen med 1-

komponentar
. [OR Iq}
y20] Ip O’R :
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Dei to funktorane (s, o ).B og (s,,)*H er like, sa me lar n-transformasjonen
S(p.q),(0,q") Vera identiteten.

Me vil syna at s¥o (seid,) = idm. P4 1-komponentar er dette same situa-
sjon som i Dgme der me gav additiv struktur til Fj. Over dette set me
saman to identitetstransformasjonar med ein tredje transformasjon som ved
Proposisjon og er ein identitetstransformasjon. Argumentet for "heksa-
gondiagrammet" er heilt analogt: Det er berre pa 1-morfi-niva morfiane me
set saman ikkje er identitetar, og her er situasjonen ngyaktig den same som
for Fj i Dome [1.3]

Definisjon 5.19. Me lar (F%, X, 1) vera den permutative linne n+1-kategorien
definert pa fglgande mate. n + 1-funktoren X : Fr x Fr — Fr er gitt pa
objekt ved multiplikasjon av naturlege tal:

pMq=pq.
Pa morfi-n-kategoriar er X den linne n-funktoren

X : Fr(p,p') x Fr(q,qd) = Fr(pq,p'q)

som sender matriser A og B av ¢-morfiar i R pa

(A1 @ Byy ... A ® By Ay @By ... AL ® By,
An® By o An By Ay ©Ba . Ane B
Ay ® By Ay ® By | A,y ® By Ay ® Biy
A By . An© By Ay Ba . A By

Dei to komposisjonane i diagrammet

(Fr(q,7) X Fr(d,r")) x (Fr(p,q) x Fr(W,q)) == Fr(p,r) x Fr(p',7)

| €

Frlqq',rr') x Fr(py',qq') Frlqq',rr")

er ikkje ngdvendigvis like, sa her treng me ein ikkje-triviell komposator. For
a lettare kunna snakka om kva matrise av funktorar desse to komposisjonane
er, skriv me kva dei gjer pa i-morfiar. (Men dette kunne fint vore gjort i grafen
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G.) Framstilt slik vert den nederste n-funktoren i diagrammet produktet av
blokkmatriser

A11®B A1q®B Cll@D Clp®D
(AXB)®(CXD) = : : ®© : :

An®B ... A,®B Ca®D ... Cp®D
Hugs konvensjonen om at eit element a tensorisert med ei matrise B av

element av same type, er matrisa som pa plass ¢j er a ® B;;. Dette produktet
av blokkmatriser er blokkmatrisa

Bl A BoCheD ... DL, A4t®BoC,®D
D A@BoCh®D ... @, A®B6oC,®D
der @ av matriser skal lesast som elementvis @. Blokk 77 er

LB, Ay ® ' Bl®Cy @ Dy) ... @L(P Av® B ©Cy & Dyy)

@t 1( zt®Brs®Ct]®Dsl) @t 1( zt®Br5®Ct]®Dsp)

Fra denne blokka gar det ein naturleg n-transformasjon gjeve ved ei matrise
som pa kvar plass er P 1 ® s® ® 1 med passande indeksar. Denne gar til
blokka

@t 1( zt®Ct]®Bls®Dsl> @t 1( Zt®CtJ®BIS®DS]))

@?:1(@3:1 A ® Ctj ® Bys ® Dg1) ... EB?:l(EBZ;l Ay ® Ctj ® Byrs @ Dyy)
Herifra gar det ein naturleg n-transformasjon sett saman av d til blokka

=1 (4 ® Cy ® @s 1 Bis@Da) . @ (Ax® Cy @ @1, Bia ® Dyy)

D (A ® Cy ® @3/:1 Bys®Dy) ... @ (Aw®Cy® @, Byy® Dyy)
Blokkmatrisa med desse blokkene er

D Au®Chi®BoOD ... @, A®C,®BOD

L A®Chi®BOD ... P A4®C,®@B6D
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Fra denne kan me bruka ein naturleg isomorfi sett saman av §", altsa identi-
tetstransformasjonen, til

(DL Au®@Ca)®@BOD ... (DL, A:®Cyp)@BOD
(B A@Ch)@BoD ... (B, A+®Cy)@BOD
(AoC)p®(BeD) ... (Ac(C),®(BoD)
(A0C),®@(Bo®D) ... (AGC,,) ® (Bo D)

—(A®C)R (B® D)

som er den andre samansetningen av funktorar i diagrammet. Me lar kom-
posatoren til X vera denne matrisa av samansettingar av struktur-isomorfiar
fra R. At dette gjer X til ein funktor er ein del av Lemma [5.21]

Me lar objektet 1 som gjev eininga vera det naturlege talet 1. At dette
fungerar som eining er ogsa ein del av Lemma [5.21}

Me definerar flettinga s® : X — X7 pa folgande méate. 1-komponenten
s%b : ab — ba er matrisa

[@leel @leeb} ,

der e; er b x 1-matrisa som er 1% pa plass i og elles 0. Akkurat som i Dgme
far denne diagrammet

55’1;
ab ——— ba
fggl lggf
S&

TV T,

atd —— ba

til & kommutera nar f og ¢ er l-morfiar. Vidare lar me den naturlege iso-
morfien

Maty R x Maty 3R . Matyq paR

gl % lsgb*
(a,b),(a! b")

Matyy R Maty s R

S
a’ b,

vera b'a’ X ab-matrisa av naturlege isomorfiar som er s® pa kvar plass. At
dette blir ein naturleg isomorfi og at den gjer (Fr,X, 1) til ein permutativ
n-kategori, er del av Lemma [5.21
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Folgande lemma om X-komposatorar nyttar seg av at X, akkurat som
assosiatoren i Fg, gar mellom matriser av funktorar fra produkt av R til R,
og er vist pa same mate som Proposisjon [5.14]

Lemma 5.20. Partielle K-komposatorar er matriser av samansettingar av
strukturisomorfiar fra R.

Bevis. Pa plass ij er komposatoren til X ein naturleg n-transformasjon

(RO)i

. TN
RX(ra+r'd)+(ap+a'p’) P2 o x2(a+q) u R
~__~

(O(RxK))y

sett saman av strukturisomorfiar fra R. Ein partiell komposator pa ein eller
to inverterbare 1-morfiar

(f3:13) (f1,1)

(p,p) (¢,4) (r, ")

i Fr x Fr vil pa plass i vera

(MO )4
., /5/1><§i><§2><5é ) N
X =t le(qurrq) % YQX(qurqp) L RX(ratr'g)Hapta'p) proj R2(a+q) U »
~_ 7
(O(WxX))4;

der Y}, & og & enten er R, id og id eller 1, f, og f/. Den linne n-kategorien X
er YT o y ) ed trivielle n-kategoriar 1 fjerna fra produktet.

Denne n-transformasjonen er lik

~ 10 ]
X = Y'1><(7“Q+7”Q) % Y'QX(QPJHJP)

lprOj v S . J (RO
*(q+q") x(q+q') L G0 I1 S 11 G2 11 Gy 2(q+q' o
Y, x Y, R2(a+d") R
~—_ "
(O(®xR))i;

der a = a(i,t),d = d'(i,t),b = b(t,j) og b = b'(t,7) er gitt ved at
(f2 X fé)zt = <f2>at’ ® (fé)a’t” og (fl X f{)sj = (fl)s/b ® (f{)s”b’

for nokre t',t",s', s". Til slutt er n-transformasjonen lik

X proj X
l% 4 a q ¢ (RO")4
x(q+q’) x(q+q") tl;llglatxtl;llélaltxtl;ll&tbxtl;llghbl 9 ’ T
Y, x Y, R2(a+q") R
~—_ "
(O(®xK)),;
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der X’ er V") x v,*(77) med alle trivielle n-kategoriar 1 fjerna fra pro-
duktet.

Urmorfiar i Fr er matriser av objekt i R som kan skrivast som @9;", 1%,
sa n-funktoren X’ — R*2@+4) er biletet av eit hjorne i G, i tydinga fra
Definisjon [5.6] Dermed er den linne n-transformasjonen mellom funktorane
X’ — R biletet av ein sti med steg i T' sidan komposatoren pa plass ij er
biletet av ein slik sti. O

Lemma 5.21. Dataa som er gjeve i Definisjon gjer (Fr,X, 1) til ein
permutativ n + 1-kategors.

Bevis. Me viser fgrst at X er ein funktor. Det er klart at X sender identitet pa
identitet sidan einingane er strikte for ®. Komposatorane og assosiatorane
er definert som matriser av samansettingar av strukturisomorfiar, og ved
Proposisjon [5.14] og Lemma [5.20] er partielle komposatorar og assosiatorar og
pa denne forma. Dermed vil alle diagram sett saman av slike og identitetar
kommutera ved Teorem koherensteroemet for rig-n-kategoriar. Dette gjer
X til ein linn n-funktor.
Me vil visa at X oppfyller at
Xxid

Fr X Fr X Fr —— Fr X Fr

lidx& l&
X

FR X .FR fR

kommuterar, og dette er sant for i-morfiar sidan det same er sant for ®.
Komposatorane til desse to n + 1-funktorane ma ngdvendigvis ogsa vera like
pa grunn av koherensteoremet for rig-n-kategoriar.

Diagrammet

FR—>.FRX1

| SN

1><JT"R = JT"R

kommuterar sidan 1% er ei strikt eining for ®. Dermed er (Fr,X, 1) ein strikt
monoidal n + 1-kategori.

For & visa at s¥ gjer (Fr, X, 1) til ein permutativ n+ 1-kategori, byrjar me
med & visa at s¥ er ein naturleg isomorfi. Merk fgrst at dei to n-funktorane
X og X7 er like pa objekt, og at matrisa s?b er ei permutasjonsmatrise, og
dermed inverterbar. Hugs at S%z,b),(a’,b’) er el matrise som pa kvar plass er s©,
noko som gjer den til ein naturleg n-isomorfi. Diagramma som skal kommute-
ra for at s¥ er ein naturleg isomorfi bestar av s%b)(a,,b,), X-komposatorar og
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assosiatorar og partielle X-komposatorar og assosiatorar, og sidan alle desse
er matriser av komposisjonar av strukturisomorfiar i R ved Proposisjon [5.14]
og Lemma [5.20] vil koherensteoremet for rig-n-kategoriar, Teorem [5.8] gje
oss at diagramma kommuterar.

Pa same mate som i rigstrukturen pa Fi, jamfer Dgme [1.3] vil 1-morfien
(sgoz’dT)a,bsEb = SEGSEI, vera lik identitetsmorfien pa objektet ab. n-transformasjonen
(s¥ 0 (s™ ®id;))(ap) () er identitetstransformasjonen ved koherensteoremet
for rig-n-kategoriar sidan den er ei matrise av samansettingar av strukturiso-
morfiar fra ® til ®.

Det manglar berre & visa at heksagondiagrammet kommuterar, men dette
folger direkte fra koherensteoremet for rig-n-kategoriar.

O

Definisjon 5.22. Me definerar folgande rigstruktur pa den linne n + 1-
kategorien Fg for ein rig-n-kategori R.
Dei to permutative strukturane er (Fr, B, 0) fra Definisjon og (Fr,X, 1)

fra Definisjon

Identitetstransformasjonane
n":Xoi— pry
n' X 0] — pro

har me sidan 0 er ein multiplikativ null for multiplikasjon av naturlege tal og
X med tomme matriser gjev tomme matriser slik at n + 1-funktorane er like.
Identitetstransformasjonen

:®o(@®x1)=>®o(®@Xx®)o(lx7Tx1)o(lx1xdiag)

har me sidan dei to n + 1-funktorane ved naerare inspeksjon er like. Dette er
heilt likt som for den hogre distribuatoren i Fy, sja (1) i Dgme
Den venstre distribuatoren

' ®o(1x®) = Po(®@x®)o(lx7x1)o(diagx1x 1),
definerar me som samansettinga
2@ Yoz 2 20y @ (z®2)

ls® TS@)—I@S@—I

Y@2)0r 2> (yo1)d (201).

Teorem 5.23. Dataa i Definison gjer (Fr,H,X,0,1) til ein symmetrisk
rig-n + 1-kategori.
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Bevis. Den naturlege isomorfien s¥ e id; gar mellom n-funktorane (— X 0)
og (0K —), som begge sender objekt pa 0 og matriser pa tomme matriser og
dermed er like. Koherensteoremet for rig-n-kategoriar, Teorem gjev o0ss
difor at s¥ e id; er identitetstransformasjonen pa denne n-funktoren.

Det star berre att a visa at dei tre diagramma som skal kommutera er
kommutative. 1-morfiane som er komponentane til dei to samansettingane
i eit diagram er like sidan dette vert dei same diagramma me viste kom-
muterte for Fy i Dgme [1.3] Og n-transformasjonane som star oppa her er
matriser av samansettingar av strukturisomorfiar fra R, sa dei er like ved
koherensteoremet for rig-n-kategoriar. O]

Korollar 5.24. Det eksisterer linne n-kategoriar for alle n.
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A Alternativ konstruksjon av 2-modular

Her ser me pa ein annan konstruksjon som ogsa gjev 2-modulane av ein rig.
Den er basert pa idempotent fullfgring, noko som gjer det enklare a skildra
kva morfiane skal vera. Men dette endte likevel ikkje opp med & vera lettare
a generalisera for hggare n enn den konstruksjonen me skildra tidlegare i
seksjonen, sa dei seinare kapitla er uavhengige av dette delkapittelet. Ein
mogleg fordel med denne framgangsmaten, er at den vil gje dei projektive
modulane i staden for dei frie. Assosiatoren bgr kunna tilpassast fra Fp,,
men me kjem ikkje til & sja pa korleis dette kan gjerast, sa noko arbeid star
att for 2-modulane her dannar ein bikategori.

A.1 Idempotent fullfgring

Den idempotente fullfgringa av ein kategori C er ein ny kategori C. Den har
par (X, f) som objekt, der X er eit objekt iC og f : X — X er ein idempotent
morfi, altsa f? = f. Morfiane (X, f) — (Y, g) i C er dei morfiane o fra X til
Y i C som oppfyller at a = ao f=goa.

Lemma A.1. Den idempotente fullforinga av kategorien av frie k-modular
kfri er ekvivalent med kategorien av projektive k-modular kproy.

Beuvis. Denne ekvivalensen er gitt ved

F : kfri — kproj
(X, f) = im(f).

Me ma visa at F' er ein funktor til kategorien av projektive k-modular, og at
F' er essensielt surjektiv, full og trufast.

Biletet til F' ligg i kategorien av projektive k-modular om det gitt ein
idempotent f : X — X, eksisterar ein k-modul @) slik at direktesummen
im(f) ® Q er fri. Pa grunn av at f + (id — f) = id kan alle element i X
skrivast som summen av eit element i biletet til f og eit element i biletet til
(id — f). Og sidan

fo(id—f)=foid—fP=f—f=0
(id—f)of=idof—f>=f—f=0

er im(f) Nim(id — f) = 0, og dermed kan element i X skrivast unikt pa
denne forma. Med det er im(f) @ im(id — f) lik X, ein fri k-modul.
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Me lar F' senda morfiar o : (X, f) — (Y, g) pa ¢’ai i diagrammet under.
X —=>Y

Il s

J2 gas Q

Her er [/ : X — im(f) =: P indusert av f, sa f er lik f’ etterfulgt av
inklusjonen i. Sidan a = af = ga, far me det kommutative diagrammet

X2,y _Ff,7

e Alle

der (W'j)(g'ai) = h/Bai. Dermed sender F' komposisjon pa komposisjon.
Identitetsmorfien id(x sy er f, sa F' sender identiteten pa (X, f) til f'fi
som i felgande diagram.

Her er f'fi = f'(if")i = (f'i)?, og f'i er inklusjonen av P inn i ein fri modul
fulgt av projiseringa ned att pa P, altsa identiteten pa P. Med det kan me
konkludera at F' er ein funktor.

Funktoren F' er full og trufast om F for alle par av objekt (X, f) og
(Y,g), gjev ein bijeksjon mellom mengdene av morfiar (X, f) — (Y,g) og
F(X, f) — F(Y, g). Injektivitet kjem av utreikninga:

F(a) = F(B)
gai=g'pi
jg'aif’ = jg'pif
gaf =gBf
a=p.

Surjektivitet kjem av at me for projektive modular P og ) kan finna modular
P og Q) slik at P @ P’ og QQ & Q' er frie modular, og at me for ein morfi
a: P — () da har det kommutative diagrammet

a0

PaP "2 QaqQ
projpl lpron
P a P,
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slik at I sender a 0 : (P ® P',projp) = (Q ® Q', projg) tila: P — Q.

For a visa at F' er essensielt surjektiv, vil me gitt ein projektiv modul
P, finna eit objekt (X, f) slik at F(X, f) er isomorft med P. Sidan P er
projektiv eksisterar det ein k-modul @ slik at P & @ = X, der X er ein fri
k-modul. Da har me at fglgande diagram kommuterar.

P t,X

[
id

P

Her er (i o proj) o (i o proj) = i oid o proj = i o proj, sa (i o proj) : X — X er
idempotent. Dermed er (X, i o proj) eit objekt i den idempotente fullfgringa
av kategorien av frie k-modular slik at F'(X,i o proj) = P. O

Kategorien av projektive k-modular har ikkje ei like openbar koordina-
tisering som det kategorien av frie k-modular har, jamfgr men Proposi-
sjon gjev oss ein hendig mate & kooridinatisera kproj. Me kan nemleg
bruka den idempotente fullfgringa av den koordinatiserte kategorien av frie
k-modular. Dette rettferdiggjer folgande definisjon fra [6]. Merk at den slik
som den star ikkje er fullstendig koordinatisert.

Definisjon A.2. La k vera ein ring. Kategorien av endeleg-genererte pro-
jektive k-modular P, har objekt (m,p) der m er eit ikkje-negativt heiltal
og p er ei idempotent m x m-matrise. Morfimengdene er Py((m, p), (n,q)) =
Homy(im(p),im(q)).

A.2 Konstruksjon

Me vil no gje ein enklare kategori, som nar den vert idempotent fullfgrt vert
kategorien av frie k-modular. La objekta 2K (k) i kategorien vera obFin,
og la morfiane 2K}, (k) vera obFin™® der (B, X, A) er ein morfi fra A til B.
Komposisjon er gitt ved

n((CY,B),(B,X,A)) =(C,Y x Bx X,A).

Me gjer morfiane fra A til B om til ein kategori 2, AB pa fglgande mate. La
ein morfi fra (B, X, A) til (B, X', A) vera ein funksjon f : BXX'x X x A — k.
Dette er det same som ei B x A-matrise F' med element X' x X-matriser
med element k. Me lar komposisjon av morfiar vera komponentvis matrise-
multiplikasjon. Altsa, for ein f € 2, AB(X, X’) og ein g € 2, AB(X', X") er
gf € 2,k AB(X, X") gitt ved

(gf)b,m”,a:,a = Z gb,a:”,a:’,afb,w’,x,a-

z’'eX’
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Matrisa G som korresponderar til g: B x X" x X' x A — k er

gi111 -~ d11x1 g1114 -+ G11X'A
g1xm1 .- g1x7Xxn gixmA - G1XVX'A
G Gia
Gpi . Gpa
gp111 .-  gB1X’1 gB11A -~ gB1X'A
gBx"11 --- 9BX"X'1 gBx"1A -+ YBX"X'A

Merk notasjonsmisbruk; A skal vera |A|, antal element i A.
Matrisa GF' blir gitt ved blokksum og matrisemultiplikasjon,

Gll GlA Fll FlA GllFll GlAFlA

GBI GBA F31 FBA G31F31 GBAFBA

der G;Fy; skal multipliserast som vanleg matrisemultiplikasjon.
Me treng og ein horisontal komposisjon av 2-morfiar langs objekt

1 2BC(Y,Y') x 2,AB(X, X') = 2,AC(Y x B x X,Y' x B x X'),
oglar pu(g, f) :CxY' x Bx X' XY x Bx X x A— k vera gitt ved at

,U(g, f)c,y’,b,:v’,y’b’,ac,a - 5b,b’gc,y’,y,bfb’,ac’ac,a'

Dette tilsvarar matrisemultiplikasjon der ein nyttar tensorprodukt og blokk-
sum.

G11 GlB F11 FlA

GCl GC’B FBl FBA

_G11F11+...+G13F31 G11F1A+...+G13FBA

_G01F11 + ...+ GCBF31 GClFlA + ...+ GC’BFBA
Her er multiplikasjon tensorprodukt, og + er blokksum:

grisFxr . gnviFrr
GriFgr =Gy @ Fgp, =

grviiFrr . gryviFkr
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[ 91117 - gnyJ 0 0
G+ Frp = Gy @ Frep = gry’'ig - grv'yJ 0 0
' 0 .. 0  Frur .. Frixc
L O O FKX/IL FKX’XL_

Me manglar identitetsmorfiar sidan (B, X, A) "er" ei B x A-matrise med
kX over alt, sa me kan ikkje laga matrisa som er k! pa diagonalen og 0 ellers.
Dette kan lgysast ved idempotent fullfgring.

Gitt A, B € obFin, la 2, AB vera den idempotente fullfgringa av 2, AB.
Det vil seia at objekt i 2, AB er par (X, f) der X € obFinog f € 2, AB(X, X)
er idempotent: f2 = f. Dette er det same som at alle matrisene F; er idem-
potente eller at

fb,x”,x,a = Z fb,ac”,ac’,afb,x’,x,w
r'eX’
Ein morfi o € 2, AB((X, f),(Y,g)) er ein « € 2, AB(X,Y’) som oppfyller at
a = af = ga. Merk at f er identiteten pa (X, f).
Me lar p vera uendra pa morfiar og utvidar den til objekt i 2, AB ved &
setta u((Y,9), (X, f)) = (w(Y, X), u(g, f)). Felgande Lemma er ein foreset-
nad for at dette skal fungera.

Lemma A.3. Gitt X : A - B, Y : B — C og idempotente avbildingar
f:X—>Xogg:Y =Y erulgf): wY,X)— wY,X) idempotent.

Bevis. (g, f) er idempotent om (g, f);; er det som morfiar fra ABXY til
ABXY Dette folgjer av kalkulasjonen

B B
(g, )} @gzl®flj = Pgu ® f)? @gzz@?fz] Y
=1 =1

]

Dette gjer 2K (k) til ein bikategori om me kan ordna med assosiatorar og
einingar. Me kjem ikkje til a sja pa korleis ein gjer assosiatoren, men denne
ber likna veldig pa assosiatoren til Fp, .

A.2.1 Einingar

Objektet (x,0) vert eit ngytralobjekt for p opp til naturleg isomorfi. Meir
konkret er identiteten pa objektet n paret (x,0) der * = n X * X n er n X
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n-matrisa med 1 over alt og 0 er n X n-matrisa av 1 x 1-matriser som er
identiteten i k£ pa diagonalen og 0 alle andre stader. La oss sja pa eit lite
dome for me gjer det generelle tilfellet, sa det vert lettare & sja kva som
skjer.

Dgme A.4. La 2x2x 3:3 — 2 vera ein morfi, og la f vera idempotent fra
denne morfien til seg sjolv. Da er

p((2x % x2,9),(2x2x3,f)) = (u(2x%x2,2x2x3),u(d,f))
Det er klart at (p(2 x % x2,2x2x3) = 2 x4 x 3. Komposisjonen av morfiane
blir:
[1] O} [fu fiz fis]) _
: ([[0] [1]] ’ [f21 faz f23]) B
[([1] ® 1) @ (0] ® fan) (1] ® f12) © (0] @ f22) ([ ® f1s) & ([0] @ fzs)} _
(0@ fu) & (1] @ fa) ([0]® fr2) ® ([ ® f22) (0] © f13) & ([1] @ fas)

f11@[8 8] f12€9{8 8} le@_[g 8]

lg 8} D fu [8 8] @ fao [8 8 @ fos
([ fiin fuzm 0 0] [fine fuiee 0 O] [fius fizs 0 0]
fizin fizzr 0 0 fiziz fizez 0 O fi2i3 fizes 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 01 [oo o0 0] [oo o0 0 ]
00 O 0 00 O 0 00 O 0
0 0 fau fax 0 0 faiz faz 0 0 foriz for23
L0 0 foorr fazor| |0 O foorz faze2| |0 O foziz fazes] |

Komposisjon med identiteten fra den andre sida blir
p((2x2x3,f),(3xx%x3,0)) = (u(2x2x3,3xxx3),ulf9)).

Déaer u(2x2x 3,3 x % x3) =2x6 x 3, og komposisjonen av morfiane blir:

[1] 0] [0]
fll f12 f13 : 0 1 0 —
o o 2l o

00 00 00 00
fii @ [0 0] @ [0 0] [0 0] D fi2 @ [0 0]
fa1 @ [8 8] &5 [8 8] [8 8] D for @ [0 8]
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[ fin fumr 00 0 0] fJo0o 0 0 00] [0000 0
fou fie 00 00O 00 0O 0 00 [0000 0
0 0 0000 |00 fing fuze 0 0] {00 0 0 0
0 0 0000 |00 firz fize 0 0 {0000 0
0 0 0000/ |00 0 0 00 {0000 fug
0 0 0000 |00 0 0 00| [0000 fag
[for11 for 000 0 0] OO 0 0 00] [0000 0
foor faer 00 00 00 0O 0 00 [0000 0
0 0 0000| |00 fonz farze 0 0 {000 0 0
0 0 00 00| |00 faz fare 00 {0000 0
0 0 0000 |00 0 0 00 {0000 fu
Lo o0 0000 [00 0 0 00| [0000 fuos

For ein generell f : X — X der X : n — m, vil u(f,d) bli 2-morfien
nX — nX gitt ved at

u(f,0)i; = € b figs
=1

altsa matrisa

(£, 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... 0
0 0 ... 0 0 fio ... 0 00 ... 0
0 0 0 0 0 0 0 0 fin
for 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... 0
0 0 ... 0 0 fao ... O 00 ... 0
(0 0 0] [0 0 0] 0 0 fon
for 0 ... 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ... 0 0 fin2 0 00 0
0 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... fom

der 0 er nullmatrisa av storrelse X x X. Merk at me ser pa matrisa over som
ei matrise av nX x nX-matriser over k. Tilsvarande blir p(9, f) 2-morfien
mX — mX med

(0, f)ij = GB it fij-
=1
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Den naturlege isomorfien
P ILL(_7 (*75)) - -
har komponentar pa forma

[fii 0 ... 0] [0 fiz O ... 0] ... [0

PX.f) = : :
[fmr 0 .o 0] [0 frz O ... 0] ... [0

Dette er ein morfi

pexp) (X f), (x,6)) = (nX, u(f,6)) = (X, f)

D0 o]

fordi fpx,p) = pix.p) = px.pp(f,6) er sant sidan f er idempotent.

p(x,f) har ein invers

fin 0 0
0 fi2 0
0 0 :
0
_0_ _0_ _fln
-1 _ . .
Px,p = o i o
fml 0 0
0 fm2 O
0 0 :
0
i 0 | i 0 | _fmn_

for dette er ein gyldig morfi (X, f) — (nX, u(9, f)), og
(ex.nPxp)is = Iy = Fii
samt P()%,f)p(X,f) = u(f%6) = u(f,9).
Den naturlege isomorfien
Az p((x,0), =) = =

har komponentar

[fii 00 ... 0] ... [fin 00
0 for 0 ... 0] ... [0 for O
Acx.f) = : :
0 ... 0 fra] o [0 .0 0 Sl
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Som fgr vert dette ein morfi

Ax.p  i(%,0), (X, f)) = (mX, (0, f)) = (X, f)

fordi fAcx, ;) = Ax,p) = A, (0, f) er sant sidan f er idempotent. Inversen
er gitt ved

_fll_ _fln_
0 0
0 0
0 0

f21 f2n
Ax.p = :
0 0
0 0

L fml fmn ]
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B K-teori av 2-vektorrom

I [3] vert det mellom anna vist at symmetriske rig-kategoriar liknar nok pa
ringar til at definisjonen av K-teorien til ein ring kan tilpassast for a gje oss
K-teori av symmetriske rig-kategoriar. Her oppsummerar me dette og nokre
resultat, og viser korleis Fz, kan nyttast i staden for den generelle linesere
gruppa av modular.

Det finst mange samsvarande definisjonar for K-teorien av ein ring k. Me
repeterar raskt definisjonen

K(k) =Z x NGL(k)™.

Her er den generelle linezre gruppa G L(k) gruppa av "inverterbare uendeleg-
dimensjonale matriser over k£ med kun endeleg mange element forskjellig fra
identitetsmatrisa". Med dette meinast det at GLy(k) er gruppa av inverter-
bare k x k-matriser med element i k, og at GL(k) er kogrensa av digrammet

g—g®1 g—g®1

der & er blokksum.

Me ser pa gruppa G L(k) som ein kategori med éit objekt, og tek nerva av
denne (ofte notert som BGL(k) sidan GL(k) er ei gruppe). Til slutt tek me
plusskonstruksjonen av dette rommet. Plusskonstruksjonen kan konstruerast
eksplisitt, men for samanhengande X er den beskrive opp til homotopi av:

1. Tilordninga X — X7 er ein funktor S, — S,, og det er ein naturleg
kofibrasjon ¢x : X — X

2. Om X er samanhengande, er gx asyklisk.

3. Om X er samanhengade, er m (¢x ) projeksjonen 7 (X) — m(X)/Pm(X),
der PG er den maksimale perfekte undergruppa av G.

Dette er Teorem 1.1.6.3 i [6].

Nar B er ein symmetrisk rig-kategori, nyttar me analogar av GL og N
som brukar den additive og multiplikative strukturen i B. Me minnar om
korleis dette vart gjort i [3].

Definisjon B.1. La (B, ®, ®,0,1) vera ein symmetrisk rig-kategori. Katego-
rien M, (B) av n x n-matriser over B har objekt n x n-matriser V' = (Vi;)7';_,
med element objekt i B, og morfiar n x n-matriser ¢ = (¢;;);;-; med element
morfiar i B. Morfien ¢ gar fra (sg;;);;-; til (t¢i;)7

J=1-
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Me har ein matrisemultiplikasjonsfunktor

M, (B) x M,(B)

M, (B)

((Uij)ij=1s Vik)jmr) —— ( ) Usij ® Vik )i e
j:

som er heilt lik som matrisemultiplikasjon av reelle matriser, berre at addisjon
og multiplikasjon er bytta ut med @ og ®.

La eininga I,, i M, (B) vera matrisa med 1 pa diagonalen og 0 alle andre
plassar.

Proposisjon B.2. (M,,(B),-, 1) er ein monoidal kategori.

Definisjon B.3. For ein ring k£ lar me den generelle linezre gruppa G L, (k)
vera gruppa av alle inverterbare n x n-matrisar over k, og for ein rig B lar
me Gr(B) vera Grothendieck si gruppekomplettering av B.

Me definerar GL,,(my(B)) og GL,,(B) som tilbaketrekkingane

GLn(B) —— GLn(m(B)) —— GLn(Gr(mo(B)))

R

My (B) ——— My (mo(B)) ——— My (Gr(mo(B))).

Merk at dei vertikale pilene er mono, s& GL,(m(B)) er dei matrisene i
M, (mo(B)) som vert inverterbare etter gruppekomplettering, og GL,,(B) er
dei matrisene i M, (B) som M, (m) sender inn i GL,(m(B)).

Som eit korollar av har me

Korollar B.4. (GL,,(B,-, 1)) er ein monoidal kategori.

Matrisa A har same determinant som A® 1, der & blokksum av matriser.
Det betyr at avbildingane

My (B) 5 My (B) og  GLu(Gr(mo(B)) 2225 G L1 (Ga(mo(B)))

gjev oss ei avbilding GL,,(B) — GL,4+1(B), og me lar GL(B) vera kogrensa
av diagrammet

(GL(B,-,I)), der I er biletet til I,,, vert 0g ein monoidal kategori.

Definisjon B.5. La (M, -, e) vera ein monoidal kategori. Bar-konstruksjonen
BM er den simplisielle kategorien som i grad p er kategorien B, M med

objekt par pa forma (M, i) = ({M**}a<sepp), {177 Facparer) der
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1. M2% er objekt i M for alle 0 < o < 3 < p og

2. peB s MBLMBY —= 5 MY erisomorfiar i M foralle 0 < a < 8 <
v < p, slik at
a. M** = e for alle «,

b. isomorfiane pebele ;e . M — MP og p®P . MP . e — M er
hgvevis venstre og hggre eining i M, og

c. diagrammet

MeB . (]\/[Bv . M”M) o MeB . (Mﬁw . ]\/[76)
lid.uﬁ'w l#aﬁv.id
MeB . \Bs oo s e Moy . Mo

kommuterar for alle 0 < a < g <~y <d <p.

Morfiane ¢ : (Mo, o) — (M, 1) i ByM bestar av ein morfi ¢*? : MJ” —
Mlaﬁ for kvar 0 < a < < p som er ein isomorfi nar o = 3 og oppfyller at
diagrammet

afy
Mgvﬁ . Moﬁv Ho Mgw
l(ﬁaﬁﬂsﬂ'y l(bcw
afy
Mlaﬁ ) M{” M M
kommuterar for alle « < 8 <1 [p].

For simplisielle avbildingar f € A([q], [p]), lar me f* : B,M — B,M vera
funktoren som sender objektet

(M, p) = ({Maﬂ}aﬁﬁe[pb {Maw}aéﬁﬁve[ﬂ)

pa
(M, p) = ({Mf(a)f(ﬁ)}agﬁe[q], {“f(a)f(v)f(ﬁ)}agﬁgve[q])’
og morfien ¢ : (Mo, pg) — (M, p1) i BpM pa {¢f(@F (P}

Som vist i Dgme kan me sja pa F(k), kategorien av frie endeleggene-
rerte k-modular, som ein rig-kategori. Denne kan ein ta K-teori av ved hjelp
av metoden over. I [8] vert det vist at K-teorien til ein symmetrisk monoidal
kategori som eigentleg er ein rig-kategori, vil ha ein ringstruktur. Dette lar
oss ta K-teorien pa nytt (inkludert modul-taking). Innhaldet i [3], [2] og [1]
gjev oss at desse framgangsmatane er ekvivalente.
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Me definerar 2-kategorien iFr, til & vera den vide underkategorien av Fr,
med kun dei svakt inverterbare morfiane, slik:

iFz (n,n) — GLy(N) —— GL,(Z)
N
Fr(n,n) —— Maty(N) —— Mat,(Z)

Med andre ord, iFr (n,n) = GL,(Fx) (jamfer Definisjon B.3|) sidan
Mat,(Fi) = Fr,(n,n) som kategoriar.

Hevdar at me ikkje er interesserte i K (Fy), men heller K (iF}). Det vil
seia at 2-kategorien me ser pa er ¢F;r, . Mengdene denne bestar av er:

iFiz,(n,n)(¢, ¢) = My(GLg, (k) = GLn(iF%) (0, 9)
obiF;r, (n,n) = M,(N) N GL,Z = 0bG L, (iFy)
obiFir, =N

Her er ¢ ein 1-morfi fra n til n, og M, (G Ly, (k)) skal bety n x n-matriser der
elementet pa plass ¢, j er inverterbare ¢;; X ¢;;-matriser. Vidare er i.F;z, (m,n) =
() den tomme kategorien for m # n, og iFi;z (n,n)(¢,¢) = 0 den tomme

mengda for ¢ # 1.

Definisjon B.6. La C vera ein 2-kategori som oppfyller at C(n,m) = ()
for n # m og at C(n,n) er ein monoidal kategori for alle n. Me definerar
barkonstruksjonen til C som

BC = H BC(n,n),

neobC

der B pa hggre sida er barkonstruksjonen fra Definisjon [B.5]

Med denne definisjonen er det klart at

BiFir, = [ [ BGLa(iF%).

neN
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