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Innledning

Malet med denne oppgaven er a belyse de ulike aspektene ved bglgepropagering
i periodiske medier, og gi en detaljert analyse av den seismiske reponsen til slike
medier. Jeg vil benytte en sakalt binser modell av det periodiske mediet i de
numeriske simuleringene, og analysen vil avsluttes med & betrakte tilfeller der

bglgene er ikke-normalt innfallende.

Kapittel 1 gir en introduksjon til oppgaven. Her blir det gitt en kort historisk
bakgrunn og en beskrivelse av periodiske medier. I tillegg inneholder kapitlet en
oppsummering av hva andre har gjort tidligere. Til slutt gies en kort beskrivelse

av oppgaven.

Kapittel 2 gir en matematisk og teoretisk innfgring i metoden som benyttes
til & modellere den seismiske responsen til det periodiske mediet. Hastigheter
i periodiske medier, dispersjonsrelasjonen og den sakalte “Bloch phase” blir ogsa
belyst.

Kapittel 3 omhandler dynamikk og numeriske simuleringer. Temaer som strale-
teori og effektiv medium teori blir diskutert, samt overgangen mellom disse.
Modelleringen tar utgangspunkt i normalt innfallende bglger. Andre parametre,

ulike innfallsvinkler inkludert, varieres ogsa.
I kapittel 4 gies en oppsummering av oppgaven og konklusjoner.

En del av de matematiske utregningene er lagt til tillegg A. De fleste figurene er
laget ved hjelp av programvaren MATLAB. Tillegg B inneholder noen av disse

programmene som er laget i forbindelse med oppgaven.



Innhold

1 Introduksjon 1
1.1 Historikk . . . . . . ..o 1
1.2 Periodiske medier . . . . . ... ..o oL 2
1.3 Bglgeforplantning i periodiske medier . . . . . . . .. ... .. .. 2
1.4 Oppgaven . . . . . . . .. 6

2 Bpglgepropagering i periodiske medier 8
2.1 Hastigheter . . . . . . ... . o 8
2.2 Bpolgepropagering i en celle (lagperiode) . . . . . . ... ... ... 12

2.2.1 Refleksjons- og transmisjonskoeffisienter . . . . . . . . .. 13
222 Snellslov . .. .. ... 14
2.2.3 “Stack-matrisen” . . ... ..o L oo 14
2.3 N-cellemedium . . .. ... ... ... 0oL 15
2.3.1 Over- og underliggende medium . . . . . . .. ... .. .. 16
2.3.2 Egenverdier . . . .. ... ... 0o 17
2.3.3 Egenvektorer og diagonalisering . . . . . . ... ... ... 18
2.3.4 Chebyshev-polynomer . . .. .. .. ... ... ...... 19
2.4 “Bloch phase” . . . . . . . ... ... 21
2.4.1 Dispersjonsrelasjonen . . . . ... ..o 22
2.4.2 Approksimasjoner fra “Bloch phase” . . . . . . ... .. .. 23

i



iii INNHOLD

3 Dynamikk 27

3.1 Transmisjon . . . . . . .. . Lo 27

3.2 Refleksjon . . . .. .o 29

3.3 Signal . ... 30

3.4 Mediet . . . . . 33

3.5 Numerisk simulering, normalt innfallende bglger . . . . . . . . .. 36

3.5.1 Overgangen fra straleteori til effektiv medium teori 44

3.5.2 Mediet som filter . . . . . ... o 00000 50

3.5.3 “Bloch phase” . . . ... ... ... .. ... ... .... 55

3.5.4 Det reflekterte bglgefeltet . . . . . . ... ... ... ... 29

3.5.5 Parameterskifte - lavere kontrast i akustisk impedans . . . 65

3.5.6 Endret sammensetning (materialforhold) . . . . .. .. .. 69

3.6 Numerisk simulering, ikke-normalt innfallende bglger . . . . . . . 73

3.6.1 Snudd sekvens for stgrre innfallsvinkler . . . . . .. .. .. 90

4 Oppsummering og konklusjon 98

Bibliografi 101

A Utledninger 103
A.1 Forholdet mellom gjennomsnittshastigheten og den effektive me-

diumhastigheten . . . . . . .. ..o Lo 103

A.2 Unimodularitet . . . . . . ... ... oo 104

A3 Egenverdier . . . . .. ... 105

A4 Egenvektorer . . . .. ... L 106

A5 Diagonalisering . . . . . . . ... Lo 108

A6 Parameteren £ . . . . . . .. ..o 109



INNHOLD iv

B MATLAB programmer 111
B.1 Numerisk simulering, transmitterte bglgefelt . . . . . . .. .. .. 111
B.2 Kausaltsignal . . . ... ... . oo 122

B.3 Chebyshev polynomer (second kind) . . . . . . .. ... ... ... 123



Kapittel 1

Introduksjon

1.1 Historikk

Studiet av bglgeforplantning i periodiske medier startet da Rayleigh (1887 og
1917) skulle forklare lysbrytning i fjserdrakten hos visse fugler. Resultatet ble
det som i dag er kjent som “stoppband” for bglger i periodiske medier, det vil
si spesielt stor reflektivitet for visse bglgelengder og innfallsvinkler. Temaet har
fatt mye oppmerksomhet innen flere forskjellige disipliner, som optikk, akustikk

(seismikk) og elektromagnetisme.

I elementaer fysikk betrakter en generelt to typer bglgebevegelse; travelling waves,
som kan ha enhver frekvens, og standing waves, som kun opptrer for diskrete
“tillatte” frekvenser. Den samme dikotomien fglger gjennom kvantemekanikken.
Men i periodiske medier opptrer en tredje type bglgebevegelse, hvor frekvensene
faller inn i kontinuerlige band, separert av forbudte “gaps”. I kvante kontekst ble

dette forst oppdaget av Kronig & Penney (1931).

Den fgrste tilfredsstillende teoretiske og matematiske behandlingen av multi-
lagdelte medier i seismologi ble introdusert av Haskell (1953). Dette arbeidet
var basert pa Thomson (1950), og sammen danner de grunnlaget for & kunne
modellere den seismiske responsen til lagdelte medier ved hjelp av propagerings-
matriser. Thomson-Haskell metoden er et spesialtilfelle av propageringsmatrise
metoden som senere ble introdusert i seismologien av Gilbert & Backus (1966).
En detaljert beskrivelse av metoden er gitt av Aki & Richards (1980).

1
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Periodiske optiske medier, og da spesielt lagdelte periodiske strukturer, spiller i
dag en stor rolle i en rekke anvendelser. Disse inkluderer multilags-anretninger
for superreflektivitet og perfekt transmisjon. Denne anvendelsen er mye takket
veere analysen til Abelés (1950).

1.2 Periodiske medier

Et periodisk medium er generelt bygget opp av sakalte celler som gjentar seg
periodisk et visst antall ganger. En slik celle bestar av to eller flere lag, og blir
dermed en lagperiode i det periodiske mediet. Et av de enkleste periodiske medi-
ene er binert, der lagperioden bestar av to lag med ulike fysiske egenskaper (se
figur 1.1).

I denne oppgaven vil jeg anta horisontale, homogene og isotrope lag. At et lag er
homogent betyr at P-bglgehastigheten er uavhengig av posisjonen i laget, mens et
isotropt lag medfgrer at fasehastigheten til den propagerende bglgen er uavhengig
av retningen til bglgen i laget. De fysiske egenskapene til mediene beskrives der-
med ved lagtykkelser, lydhastigheter og tettheter. Det er klart at slike modeller er
rent matematiske, men lagdelte medier finnes, og da serlig i sedimentbassenger.
Studier av akustiske brgnnlogger fra Mexico-gulfen viser at en stor del av den
stratigrafiske sgylen i dette omradet bestar av en slags binaer sekvens av alter-

nerende sandstein- og skiferlag (Velzeboer, 1981).

For lagdelte medier, som finnes i sedimentbassenger, kan en generelt skille mellom
to typer serier. Den fgrste er sdkalte progressive serier, mens den andre typen er
sykliske eller kvasi-sykliske serier (Morlet et al., 1982a). Det er de sykliske seriene
som i stor grad pavirker seismiske signaler, og disse er ogsa av stor interesse innen

petroleumsleting. Et binzert periodisk medium er et eksempel pa en syklisk serie.

1.3 Bglgeforplantning i periodiske medier

De siste tidr har det vaert gjort en rekke teoretiske, numeriske (modellering)

og eksperimentelle studier av bglgeforplantning i lagdelte medier. Morlet et al.

(1982a, 1982b) genererte syntetiske null-offset VSP! seismogrammer ved bruk
LVSP - Vertikal Seismisk Profilering
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Figur 1.1: Et binert periodisk medium bestdéende av N lagperioder (celler).
Lagperioden bestar av to lag, medium 1 og medium 2, med tykkelser hy og hs,
P-bglgehastigheter c1 og co, og tettheter p1 og ps, henholdsvis.

av Goupillaud-Kunetz algoritmen. Dette er en klassisk algoritme for & beregne
syntetiske seismogrammer fra en modell av horisontale lag med konstant gangtid.
Mediet var av den bingere typen, med et homogent overliggende og underliggende
medium. Den periodiske strukturen var bygget opp av et stort antall lagperioder
(128), med lik gangtid i de 256 lagene og stor kontrast i akustisk impedans. Ved
tolkning og analyse av de syntetiske trasene, konkluderte de med at det periodiske
mediet er transparent for lave frekvenser, mens superreflektivitet forekommer for
hgye frekvenser. De fant ogsa at hastighetsdispersjon forekommer mellom de hgye

og lave frekvensene.

Helbig (1984) studerte anisotropi? og dispersjon® i periodiske lagdelte medier.
Utgangspunktet var at transvers isotropi oppstar i lagdelte periodiske medier nar
elastiske bglger propagerer i dem, forutsatt at den dominerende bglgelengden til
det seismiske signalet er stor i forhold til tykkelsen til lagperioden. Da kan en i
teorien erstatte det lagdelte mediet med at homogent transverst isotropt medium

hvis bglgelengdene er lange nok. De elastiske konstantene til dette langbglge-

2 Anisotropi: fasehastigheten avhenger av retningen pa bglgetallsvektoren.
3Dispersjon: fasehastigheten er frekvensavhengig.
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ekvivalente transverse isotrope mediet kan beregnes pa flere mater, hvorav alle
er basert pa grensen av lave frekvenser. Men teknikker for hgy seismisk opp-
lgsning, bruk av skjeerbglger og betydningen av stratigrafiske detaljer krever en
kartlegging av hva som er tilstrekkelig lang bglgelengde i forhold til tykkelsen
av lagperioden. I tillegg er det bade interessant og viktig & forsta hva som skjer
mellom denne grensen og grensen for seismisk opplgsning. Helbig (1984) sgkte
denne informasjonen gjennom numerisk evaluering av den generelle dispersjons-
ligningen, og anvendte denne metoden pa SH-bglger i periodiske lagdelte medier.
Han konkluderte blant annet med at tilnsermingen til de lange bglgelengdene,
hvor det lagdelte mediet kan erstattes med et ikke-dispersivt og transverst isotropt
medium, er gyldig for bglgelengder lenger enn tre ganger tykkelsen til mediets
lagperiode.

Carcione et al. (1991) brukte numerisk modellering i undersgkelsen av anisotropi
i lagdelte medier for lange bglgelengder. I likhet med mange andre studier pa
denne tiden, var méalet & fastsla den minste verdien av A\/h hvor et periodisk lag-
delt medium kan erstattes med et homogent transverst isotropt medium. Bglge-
lengden A ma her tolkes som den dominerende bglgelengden til det seismiske
signalet, mens h er tykkelsen til lagperioden i mediet.

Analysen til Carcione et al. (1991) ble utfgrt ved & simulere bglgepropagering
gjennom en sekvens av epoksy (en plasttype) og glass, samt en sekvens av kalk-
stein og sandstein (binzre medier). Begrunnelsen for valget av disse mediene var
at de er representative innen materialvitenskapen og for lagdelte formasjoner i
jorden. I tillegg har de forskjellige grader av anisotropi og impedanskontraster.
Simuleringene ble utfgrt ved a lgse bglgeligningene numerisk for bade PL-mediet
(periodisk, isotropt, lagdelt medium) og TIE-mediet (transverst isotropt, langbglge-
ekvivalent medium) i 1-D og 2-D modeller. Deretter ble ble minimum verdien av
R = )\/h fastslatt kvantitativt ved & sammenligne bglgefeltene gjennom & male
koherens. Evalueringen ble gjort for forskjellige materialforhold og for forskjellige
dominerende frekvenser i input signalet.

Resultatene tydet pa at tilneermingen til de lange bglgelengdene er gyldig for R =
8 for epoksy-glass, og nar R ligger mellom R = 5 og R = 6 for kalkstein-sandstein.
Dette ble tolket som at tilnsermingen til de lange bglgelengdene avhenger av
impedanskontrastene, altsa av refleksjonskoeffisientene. Impedanskontrasten er

mindre for kalkstein-sandstein sekvensen enn for epoksy-glass sekvensen, hvilket
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tilsier at den lange bglgelengde approksimasjonen finner sted for mindre verdier

av R ved svakere reflektivitet.

Marion & Coudin (1992) gjorde et eksperiment hvor malet var & undersgke hvor-
dan hastigheten oppfgrer seg i overgangen fra straleteori til effektiv medium teori
i lagdelte medier. Nar A\/h < 1 kan bglgepropagering i lagdelte periodiske medier
beskrives ved straleteori. Er derimot A/h stor (A/h > 1), kan effektiv medium
teori brukes til & beskrive bglgepropageringen.

Hastighetsmalinger ble utfgrt ved frekvensene 50 og 500 kHz pa et periodisk
binaert medium av tynne stal- og plastikkskiver. Forholdet mellom bglgelengden
og tykkelsen av lagperioden, A\/h, varierte mellom 0.1 og 50, og mengden av
stal varierte mellom 9 og 89% i volum. Resultatene fra eksperimentet bekreftet
at hastigheter i lagdelte medier avhenger av sammensetningen og kontrolleres av
forholdet mellom bglgelengden og tykkelsen til lagperioden (A/h). De fant ogsa at
overgangen fra straleteori til effektiv medium teori skjer ved A\/h = 10, uavhengig

av sammensetningen til det lagdelte mediet.

Senere ble det eksperimentelle studiet av Marion & Coudin (1992) kombinert
med teoretiske studier (Marion et al., 1994). Propageringsmatriser ble brukt for
a modellere bglgepropageringen gjennom det lagdelte mediet som ble studert i
laboratoriet. Normalt innfallende plane bglger og lag med uendelig lateral ut-
strekning ble antatt. De modellerte trasene var i godt samsvar med de eksperi-
mentelle, og studiet stgttet opp om resultatene fra Marion & Coudin (1992). Dog
gav den numeriske modelleringen en overgang fra straleteori til effektiv medium
teori ved A/h = 7. Denne verdien er mindre enn den fra eksperimentet, men den
er konsistent med studiet til Carcione et al. (1991).

Hovem (1995) gjorde ogsa en numerisk simulering av eksperimentet til Marion
& Coudin (1992). Propageringsmatriser ble brukt for & modellere den seismiske
responsen til det periodiske systemet. Motivasjonen var de signifikante forskjellene
i verdiene av \/h for overgangen fra straleteori til effektiv medium teori, funnet i
andre studier. Konklusjonene bekreftet at bglgepropagering i lagdelte medier av-
henger av bglgelengden til signalet. Analysen hans viser at for frekvenser lavere
enn en viss overgangsfrekvens, sa finnes det en udempet bglge som propagerer med
en hastighet som naermer seg den effektive mediumhastigheten ved null frekvens.
For hgyere frekvenser propagerer bglgen med gjennomsnittshastigheten og dem-

pes pa grunn av transmisjonstap ved hver grenseflate. Hovem (1995) utledet et
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uttrykk for denne overgangen fra hgy hastighet (gjennomsnittshastigheten) til lav
hastighet (effektiv mediumhastighet). I uttrykket avhenger overgangsfrekvensen
av impedanskontrastene, og han konkluderte med at det ikke er mulig & beskrive

denne overgangen med et \/h forhold.

1.4 Oppgaven

I denne oppgaven vil jeg belyse de ulike aspektene ved bglgepropagering i perio-
diske medier. Selv om lagdelinger i realistiske situasjoner innen petroleumsleting
ikke er perfekt periodiske, kan de ofte sees pa som en superponering av forskjellige
lagperioder (Marion et al., 1994). Derfor er det viktig & forsta effektene av ulike
geologiske skalaer i periodiske medier, da dette vil danne grunnlaget for & under-
spke effektene av skalaen i mer komplisert geologi. I tillegg er bestemming av
passende gjennomsnittsverdier av seismiske hastigheter for de forskjellige under-
enhetene som utgjgr et reservoar svaert viktig innen reservoar-karakterisering.
Derfor er det viktig & kunne skille mellom de to domenene; straleteori (korte
bglgelengder) og effektiv medium teori (lange bglgelengder), og forsta overgangen

mellom dem.

For & avgrense oppgaven har jeg benyttet en binsger modell i de numeriske simu-
leringene. Propageringsmatriser (Haskell, 1953; Gilbert & Backus, 1966; Aki &
Richards, 1980) er benyttet for & beskrive bglgepropageringen, og modelleringen
er utfgrt ved bruk av programvaren MATLAB.

Matematikken og prinsippene bak metoden med propageringsmatriser vil bli
gjennomgatt i detalj for de numeriske simuleringene. Modelleringen vil ta ut-
gangspunkt i normalt innfallende bglger, og jeg vil her ga inn pa temaer som
straleteori og effektiv medium teori, samt overgangen mellom disse. Overgangen
fra straleteori til effektiv medium teori har vaert mye i fokus siden begynnelsen
av 90-tallet, mye pa grunn av betydelige variasjoner i resultater og konklusjoner.
Som mange andre fgr meg, vil jeg forsgke a definere overgangen fra straleteori
til effektiv medium teori ved et \y/h forhold, hvor bglgelengden ()\;) er den
dominerende bglgelengden til det transmitterte signalet, mens A er tykkelsen til
lagperioden i det binzre mediet. Andre studier tyder pa at denne overgangen

mellom straleteori og effektiv medium teori er avhengig av impedanskontrasten
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(reflektiviteten) i mediet (Carcione et al., 1991; Hovem, 1995). Derfor vil jeg ogsa
endre pa noen av de fysiske egenskapene til det binzere mediet, for & undersgke
hvordan dette pavirker overgangen mellom straleteori og effektiv medium teori.
Jeg vil ogsa undersgke hvorvidt denne overgangen avhenger av materialforholdet,

det vil si av den relative andelen av de to komponentene i det binaere mediet.

Modelleringen benyttes til en analyse av den seismiske responsen til det binzere

mediet, og analysen vil avsluttes ved & studere ikke-normalt innfallende bglger.



Kapittel 2

Bglgepropagering 1 periodiske

medier

2.1 Hastigheter

Bglgepropagering i lagdelte periodiske medier kan i hovedsak forklares ved hjelp
av straleteori, effektiv medium teori, eller scattering teori avhengig av forholdet
mellom bglgelengden (\) og tykkelsen (k) til lagperioden (Marion et al., 1994).
Fra eksperimenter og numeriske forsgk er det blitt slatt fast at nar bglgelengden
til det seismiske signalet er mye stgrre enn tykkelsen til lagperioden (A > h),
oppfgrer mediet seg som et homogent og transverst anisotropt medium. I slike
tilfeller vil lydbglgehastigheten nzerme seg den effektive mediumhastigheten. I
det andre ekstreme tilfellet, hvor A er mye mindre enn h (A < h), vil lydbglgene
forplante seg med mediets gjennomsnittshastighet. For et binsert medium med
lagtykkelser h; og hs, P-bglgehastigheter c¢; og co, og bulktettheter p; og po

henholdsvis, er de to hastighetene definert som

Gjennomsnittshastighet:

1_ml, hl

_ e 2.1
c h ¢ h co (2.1)

Denne hastigheten gir en total vertikal gangtid som er lik summen av gangtidene

i hvert lag.
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Effektiv mediumhastighet:

K,
Ce =] — (2.2)
Pe
der K, og p. er mediets effektive bulkmodul og effektive tetthet. Begge disse er

gitt som et vektet gjennomsnitt:

1 1l Ryl

_ml o e 1 9.
K LK LK (2:3)

b
,Oe—hpl h,02

Disse to hastighetene er som oftest betydelig forskjellige for sedimentaere berg-
arter (Hovem, 1995). I tillegg vil ogsa hastighetsdispersjon forarsaket av scattering-
effekter kunne opptre i slike lagdelte medier. Alle disse fenomenene opptrer i

standard seismisk prospektering, selv om de ikke alltid er like synlige.

For et binagert medium der lagtykkelsene h; og hs er like, kan en utlede en enkel
og nyttig formel som relaterer forholdet mellom gjennomsnittshastigheten og den
effektive mediumhastigheten, ¢/c., med hastighets- og tetthetsforholdet i mediet
(Marion et al., 1994). Denne kan gies pa formen

1 \/(1 +pr)(1+ prc?) (2.4)

1+¢) Pr

c/ce = (

der ¢, = ¢y/c; (forholdet mellom de to P-bglgehastighetene) og p. = pa/p1 (for-
holdet mellom de to bulktetthetene). Utledningen er gitt i tillegg A, avsnitt A.1.

Figur 2.1 viser et konturplott av ligning 2.4 for ulike hastighets- og tetthets-
kontraster, og med c, > c¢; og ps > p;. Figuren indikerer den skala-avhengige
hastighetsdispersjonen som kan forventes for ulike materialkontraster. Figuren
viser ogsd at forskjellen mellom gjennomsnittshastigheten (¢) og den effektive

mediumhastigheten (c.) gker med gkende impedanskontrast.
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Figur 2.1: Konturplott av ligning 2.4. Kurvene angir konstante verdier av for-
holdet mellom det binere mediets gjennomsnittshastighet (c¢) og den effektive
mediumhastigheten (ce), c/ce, for ulike hastighets- og tetthetskontraster. Lag-
tykkelsene er like (hy = hg), tetthetene py > p1 og hastighetene co > ¢,. For-
skjellen mellom c og c, gker nar kontrasten i hastighetene c; og co og tetthetene

p1 0g po oker.

Figur 2.2 viser ogsa et konturplott av ligning 2.4. Forskjellen her er at bulk-
tetthetene i det binzere mediet na tilfredsstiller ps < p;. Det kan vaere interessant
a legge merke til at ¢/c, = 1 nar tetthetsforholdet p, og hastighetsforholdet ¢, er

inverse stgrrelser.
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Figur 2.2: Konturplott av ligning 2.4. Kurvene angir konstante verdier av c/c,
for ulike materialkontraster. Lagtykkelsene er like (hy = ho), tetthetene ps < py
og hastighetene co > c1. Figuren viser at c¢/c. = 1 ndr tetthetsforholdet (p,) og
hastighetsforholdet (c,) er inverse stgrrelser.
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2.2 Bglgepropagering i en celle (lagperiode)

medium 1 |(Z) l TR]_(Z)

medium 2

T1(2)

Figur 2.3: En celle (lagperiode) i det binere mediet, bestdende av to horisontale
lag (medium 1 og medium 2) med ulike fysiske egenskaper.

Vi starter med & betrakte en celle som vist i figur 2.3. Den seismiske kilden er
tenkt plassert like over toppen av det gverste laget, hvor det ogsa er en mottaker.
I tillegg er det plassert en mottaker like under det nederste laget. Metoden med
propageringsmatriser gir da sammenhengen mellom det innfallende bglgefeltet
I1(7), det reflekterte bglgefeltet R;(Z) og det transmitterte bolgefeltet 77 (Z) ved

0
1(2)

Ri(Z)
1(2)

Sll 512
521 522

(2.5)

hvor Z = exp(—iwAt). Her er w den angulare frekvensen, og At er forsinkelsen

i lagperioden.

La matrisene L; og L, representere faseskiftet (forsinkelsen) i lagene, sékalte
“layer proagation matrices”, og matrisene Hy5 og Hy; refleksjoner og transmisjoner
ved grenseflatene (“interface transition matrices”). Matrisen S i ligning 2.5 er da

gitt som produktet av matrisene

S = L1 H12 L2 Hgl, (26)
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som skrevet ut gir

Zy 0
0 z;!

Zy 0
0 Zy!

1 [ Tl 21 ] (2.7)

1 1 T12
t12 12 1 t21 21 1

der 715 og ry; er refleksjonskoeffisientene pa grenseflaten mellom medium 1 og
medium 2, og pa grenseflaten mellom medium 2 og medium 1, henholdsvis, mens

t12 og to; er transmisjonskoeffisientene pa de samme grenseflatene. Eksponential-

funksjonene Z; og Z, er gitt ved Z; = exp(—ib;), j = 1,2 der

Hj = LUAtj, ] = 1, 2 (28)

og forsinkelsen At; er forholdet mellom lagtykkelsen (h;) og den tilsynelatende
vertikale hastighet (c;,), det vil si At; = h;/c;,. Dette gir fasevinklene

g = i 0s() CCO,S(O"'), j=1,2 (2.9)
7

hvor «; er vinkelen lydbglgen danner med innfallsloddet (vertikalen) i medium j,
der j =1, 2.

2.2.1 Refleksjons- og transmisjonskoeflisienter

Refleksjonskoffisienten 75 i ligning 2.7 er gitt ved

i-Y
Yi+Y,

T192 = (210)

der Y] og Y; er den akustiske admittans i medium 1 og medium 2, henholdsvis.

Den akustiske admittans er definert som

]_ )
Y, = - COS(O‘J), j=1,2 (2.11)
PiCiz  PiCj

og det er kun fortegnet som skiller de to refleksjonskoeffisientene r15 og 7y, slik

at 791 = —7rqo.
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Refleksjonskoeffisientene variererer med innfallsvinkelen, og det gjér ogsa trans-
misjonskoeffisientene t15 og t9;, som er gitt ved t10 = 1 + 15 0g to; = 1 4+ 191 =
1 — r19. Det presiseres at disse definisjonene er basert pa trykkfeltet. Nar kritisk
vinkel overskrides, blir refleksjonskoeffisientene komplekse stgrrelser og konstant
lik én i absoluttverdi. Rent fysisk medfgrer dette faseendringer i det reflekterte

signalet.

2.2.2 Snells lov

For en bestemt innfallsvinkel (o) er utfallsvinkelen (ap) til den transmitterte
bglgen bestemt ved Snells lov. Snells lov er gitt ved
sin(a;)  sin(ag)

— — 2.12
. - P, (2.12)

det vil si at straleparameteren (p) er konstant. En vertikalt innfallende bglge
(aq = 0) vil ikke brytes i forhold til innfallsloddet ved en plan (horisontal) grense-
flate. I et horisontalt lagdelt og periodisk medium vil da bglgebevegelsen kun vaere
vertikal, og en kan se bort i fra modekonverteringer. Dette vil ikke veere tilfelle
dersom «; # 0. Hvordan bglgen brytes i forhold til innfallsloddet, avhenger om

hastigheten gker eller minker over grenseflaten. Utfallsvinkelen (as) er gitt ved

ap = arcsin <M> (2.13)

C1

og det er klart at kritisk vinkel kun eksisterer nar ¢y > c¢;.

Med ikke-vertikalt propagerende bglger vil noe av P-bglgeenergien konverteres til
skjaerbglger. Dette vil bli neglisjert for enkelhets skyld.

2.2.3 “Stack-matrisen”

Multipliserer vi matrisene i ligning 2.7 far vi

S — 1 (Z1 . 1) (Z1 . 7"12)
tiator | (Zy'-r0) (Zy1-1)

(Z2 . 1) (ZQ . 7"21)
(Ze'-ra) (27 -1)
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1

 tigty

(Z1Z5 + 7‘127‘21Z1Z2_1) (ro1 2125 + 7“12Z1Z2_1)
(rioZ7' Zo + ron Z7' Z5Y)  (rioran 27 Zo + Z1 ' Z57)

Med T91 = —T19, tlg =1+ T12 08 t21 =1- T12, blir na

(2125 — T%gzlzil) (7“12Z1Z271 — r19Z123)
(r1oZy ' Zy —r12 2, 2y Y) (201 2yt — 13,2, Zs)

1
S —

= 2
1 -7

og med Z; = exp(—ib;) far vi til slutt

S

_ 1 e—i(01j|—92) _ ,,.%26.—1'(91—02) T12L€—i(91—02) _ 6._i(01+02)] (214)
1— 7.%2 T12[€Z(01_92) o ez(91+92)] 62(91+92) _ 7’%261(91_02)

Matrisen S i ligning 2.14 er den sakalte “stack matrix”. Den er unimoduleer, det

vil si karakterisert ved at det(S) = £1. Beviset for at S er unimodulzr er gitt i

tillegg A, avsnitt A.2. Matrisen S er imidlertid ikke unitaer som hevdet av Hovem

(1995).

2.3 N-celle medium

For et binzert periodisk medium med et gitt antall celler (lagperioder), bestemmes
propageringen ved & multiplisere sammen “stack-matriser”. La oss si at vi har N

slike celler som vist i figur 2.3. Da kan vi sette opp ligningen

Ry(Z)
1(2)

0

Ia(2) (2.15)

— Qll Ql?
Q21 Q22

der Ry (Z) er det totale bglgefeltet som reflekteres tilbake fra den binzre sekven-
sen, mens T (Z) er det totale bglgefeltet som transmitteres gjennom mediet.

Matrisen Q i ligning 2.15 er gitt ved

Qu Qe N
= =S 2.16
@ l @21 Qa2 ] ( )
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2.3.1 Over- og underliggende medium

Det over- og underliggende medium har de samme fysiske egenskapene som me-
dium 1 i det binsere mediet. Kilden er tenkt plassert i det overliggende medium,
like over det gverste laget (medium 1) i den fgrste lagperioden. Nar bglgene faller
inn ovenfra, vil vi derfor ikke fa refleksjoner fra toppen av det gverste laget i
det periodiske mediet. Det vil heller ikke genereres multipler i dette laget. Det
overliggende medium er ikke spesifisert direkte, men er altsa i utgangspunktet
det samme som medium 1. Arsaken til dette er lett & se dersom vi betrakter
bglgepropageringen gjennom et vilkarlig antall lagperioder. Bglgepropageringen

er da bestemt ved matrisen Q, som vi kan skrive

= (L1H12L2H21) ) (L1H12L2H21) e (L1H12L2H21)

=I- (L1H12L2H21 ) L1H12L2H21 e L1H12L2) ) H21 (217)

Lar vi na Hy; veere den “interface transition matrix” som beskriver refleksjoner og
transmisjoner ved grenseflaten mellom det overliggende medium og det fgrste la-
get i det periodiske mediet, ser vi fra ligning 2.17 at Hy; = I (identitetsmatrisen).
Matrisen Hy; er generelt gitt ved

1
Hy = [ oL ] (2.18)
To1 1

og denne blir lik identitetsmatrisen (I) nar ro; = 0 (og transmisjonskoeffisienten
tor = 14701 = 1). Det er altsé ingen grenseflate mellom det overliggende medium
og det fgrste laget i det periodiske mediet; det overliggende medium har de samme

fysiske egenskapene som medium 1.

Den siste matrisen i ligning 2.17 representerer refleksjoner og transmisjoner ved
grenseflaten mellom det nederste laget (medium 2) i det periodiske mediet og det

underliggende medium. Dette er matrisen Hy, altsd overgangen fra medium 2
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til medium 1. Det underliggende medium har de samme fysiske egenskapene som

medium 1.

Selvsagt kan det over- og underliggende medium spesifiseres hvis det er gnskelig.
Dette gjores ved a legge til slike “interface transition matrices”. Ved a la matrisene
Hy; og Hy; representere refleksjoner og transmisjoner ved grenseflaten mellom det
overliggende medium og det gverste laget i det periodiske mediet, og ved grense-
flaten mellom det nederste laget i det periodiske mediet og det underliggende

medium, henholdsvis, kan vi sette

Q2 = (Ho1)(QH;') (Has) (2.19)

der Q = SY (N lagperioder). Alternativt kunne vi erstattet matrisen Hy; i den

siste “stack-matrisen” S med matrisen Hy3, altsa

Q2 = (H01)(SN_1) (LiH;,LoHyg)

2.3.2 Egenverdier

For vi gar videre med a finne analytiske uttrykk for elementene i matrisen Q,
finner vi egenverdiene til “stack-matrisen” S. Egenverdiene er gitt ved lgsningen
av det karakteristiske polynomet til S, det vil si det(S — AI) = 0. Lgsningen er
gitt ved

Ao =E£iy/1—¢€2 (2.20)

der & er en reell stgrrelse og definert som

trace(S Si1+ S S11 + St
§: 2( ): 11 2 22 — 11 2 11 :%(Sll)

De to egenverdiene er inverse stgrrelser fordi matrisen S er unimodulaer. Ut-

regningen av egenverdiene er gitt i tillegg A, avsnitt A.3.



2.3 N-CELLE MEDIUM

2.3.3 Egenvektorer og diagonalisering

Egenvektorene u og v tilhgrende de to egenverdiene finnes som ikke-trivielle

lgsninger (x) av det homogene ligningsystemet

(S—A)x=0
hvor lgsningen er gitt ved
Sty Sy |
u= s =
A — S X2 — S

Utledningen er gitt i tillegg A, avsnitt A.4.

N& kan “stack-matrisen” S diagonaliseres. Det vil si at S skrives som produktet

av en matrise P som bestar av egenvektorene til S, en diagonalmatrise D med

de korresponderende egenverdiene og den inverse matrisen til P (P~!), altsd

S = PDP . Hensikten med diagonaliseringen er at matrisen Q = S¥ blir lett &
beregne, fordi

Q =PD"P~! der D" = [ A0 ]

0 AV

Etter litt algebra (se tillegg A, avsnitt A.5 for utledning) far vi et analytisk
uttrykk for matrisen Q

AN AN A1Vt A=A
Qll Q12 ] = SH A2—A1 _N 1\?\27)\1 812 )\27)\1{/ 1 y\N-1
AN 2 OY ) ATy
Q21 Qa2 Sa1 AL—Do S22 A2—A1 A2—A1

Videre benytter vi at egenverdiene kan skrives som

Aig =Eiy/1 -2 ="

hvor v i dette tilfellet blir v = arccos(£). Dette gir matrisen
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sin(Nvy) _ sin((N—1)v) sin(Nv)
[ o o ] B [ ) sn(vy) i (51)2 S (=1)) (2.21)
sin( Ny sin(Nvy) _ sin((N—1)y
QQI Q22 21 sin(v) 22 sin(7) sin(7)

2.3.4 Chebyshev-polynomer

Chebyshev-polynomer (second kind) (Rivlin, 1990) er definert ved rekursjons-

formelen

Un(&) = 26Un—1(§) — Up—2(&) (2.22)

for n = 2,3,4,... med startverdiene Uy(§) = 1 og Uy (£) = 2¢, eller eksplisitt

Uo(f) =1

Ul(g) =2

Us(§) = 462 =1

U3(f) = 853 —4¢

Us(€) = 166" — 1267 + 1

De 5 fgrste Chebyshev-polynomene (second kind) er vist i figur 2.4.

Med & = cos(7y) far vi den enkle formen

sin((n + 1))

Un(cos(7)) = Sn(7)

(2.23)

som vi kjenner igjen i ligning 2.21. Ved innsetting far vi enkle analytiske utrykk for
elementene i propageringsmatrisen Q for et vilkarlig antall V celler og vilkarlige
fysiske parametre. Matrisen Q er da gitt ved
Qu Qe _ S1Un-1(§) — Un—2(§) S12Un-1(§)
@2 Qa2

(2.24)
SQIUN—I(f) SQZUN—I(g) - UN—Q(‘S)
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Matrisen (Q) i ligning 2.24 inneholder den totale responsen, inkludert den direkte
ankomsten og alle multipler. Hovem (1995) sammenlignet trasene fra den nume-
riske simuleringen hvor han brukte propageringsmatriser med de eksperimentelle
trasene fra Marion & Coudin (1992), og konkluderte med at simuleringen gav
tilstrekkelig samsvar med eksperimentet. Ogsa Marion et al. (1994) benyttet
propageringsmatriser da eksperimentet til Marion & Coudin (1992) ble gjentatt
numerisk. Ved sammenligning slo de fast at alle essensielle trekk var til stede pa

de syntetiske trasene.

Merk: 1 utgangspunktet kunne bare diagonalisering vaert benyttet for & finne
analytiske uttrykk for elementene i matrisen Q. Men det vil oppsta situasjoner
hvor det ikke finnes to distinkte egenverdier, med linezert avhengige egenvektorer
som resultat. Da eksisterer ikke matrisen P~!, og en vil i problemer ved nume-
riske beregninger. Dette problemet har vi unngatt ved & ta i bruk Chebyshev

polynomer (second kind).

-4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 2.4: De fem forste Chebyshev-polynomene U, (x) forn =10,1,2,3,4 og med
-1 <z <1,
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2.4 “Bloch phase”

Stgrrelsen v = arccos(€) er kjent fra fysikken som “Bloch phase” til det periodiske
systemet. Nar | £ |> 1 og antall lagperioder N — oo, vil transmisjonen | Ty |— 0.
Frekvensband hvor | € |> 1 er da karakterisert som stoppband. Da er egenverdiene
til “stack-matrisen” (S) reelle og bglgene avtar eksponentielt med avstanden. Slike
frekvensband er kjent fra teorien om bglgepropagering i krystaller, og omtales som
forbudte band. Men nar | £ |< 1 vil bglgene transmitteres gjennom det periodiske
mediet. Egenverdiene er da komplekskonjugerte med én i tallverdi, og beskriver
propagerende bglger (Hovem, 1995). Grensen mellom de to regimene er derfor
gitt ved | £ |= 1.

Cayley-Hamilton teoremet sier at enhver matrise tilfredstiller sitt eget karak-

teristiske polynom, det vil si
S? -28¢64+1=0

Det kan da vises ved induksjon (Sprung et al., 2000) at

SV = Un-1(€)S — Un—2(9)1

Dette betyr at propageringsmatrisen (S) for en enkel celle sammen med “Bloch
phase” (y = arccos(£)) bestemmer scattering egenskapene til hele N-celle syste-

met.

Betrakter vi en celle, har vi sammenhengen

Ry
1

Sll 812
SZI 822

0
T

= R1 = Slng

og tilsvarende for N celler:

| Qi Qe 0-| _
- [Qm QAZPT]? i = Qraly

Ry
1

Det vil si at
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Med & = cos(7y) og energikonservering (| Ry |> + | T |*= 1) far vi

1- | Ty 2 sin?(Ny) 1—|Ty 2

TP - sy LP
1 sin?(N+) 1
— — 1= —1 2.2
=TTy P sm2(y) \[Ti 2 (2.25)

Hvis da en enkel celle er transparent (perfekt transmisjon gjennom cellen: | T} |*=

1), blir

ﬁq:o;ﬂm ’=1
Dette betyr at dersom en celle er transparent, er ogsa N celler transparent. I
tillegg ser vi at ligning 2.25, med | Ty |?= 1 (N celler transparente), ogsa er
oppfylt nér sin?(N+v)/sin*(y) = 0. Det har vi nar sin?(Nv) = 0 og sin?(y) # 0.
Fordi 7y varierer med 7 innenfor ethvert “tillatt band” (v = arccos(&), og & varierer
mellom —1 og +1 innenfor hvert “tillatte band”), far vi at vi ogsa har perfekt
transmisjon nar Ny = jm,j = 1,2,..., N — 1. Altsa finnes det N — 1 punkter

7v; = jm /N innenfor hvert tillatte frekvensband som gir perfekt transmisjon.

2.4.1 Dispersjonsrelasjonen

“Bloch phase” () kan tolkes som den “effektive” fasevinkelen til det periodiske
systemet. Dette gir den en fysisk mening da den leder til definisjonen av en effektiv
gangtid og en effektiv fasehastighet. Med  gitt som 7 = arccos(§), trenger vi et
analytisk uttrykk for parameteren £. Det kan da vises (se tillegg A, avsnitt A.6)

at & kan skrives som

& = cos b cosfy — Psin b sin fy (2.26)
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der 0, = wAt; og 0, = wAts er de to fasevinklene, mens P er midlere impedans-

kontrast. Den midlere impedanskontrasten (P) er gitt ved

1(& ﬁ)_1+r§2

P = - -+ =
Y) Y, 1_7"%2

5 (2.27)

der Y] og Y; er de to akustiske admittansene og 115 er refleksjonskoeffisenten pa

grenseflaten mellom medium 1 og medium 2.

Ved normalt innfallende bglger, og innsetting for £ = cos(y) og fasevinklene 6;

og 6, i ligning 2.26, far vi dispersjonsrelasjonen pa formen

cos (w_h) = cos (w—hl> cos (w_}m) — Psin (w—hl> sin (w_fu) (2.28)
Cp C1 C2 €1 C2

der h = hy + hy er tykkelsen av lagperioden og w er den angulaere frekvensen.
Lgsningen av dispersjonsrelasjonen gir fasehastigheten (c,) til den propagerende
bglgen som funksjon av frekvensen, lagtykkelsene og de fysiske egenskapene til
mediet.

Helbig (1984) utledet dispersjonsrelasjoner for periodiske medier med lagperioder
bestaende av diverse antall n komponenter. Han fant at uttrykkene er symmet-
riske i lag-indeksene for n = 2 og n = 3. Dette ser en ogsa i ligning 2.28 (n = 2,
bingert medium). Men i tilfellet med n = 4 (4 lag i lagperioden), fant han at
uttrykket avhenger av rekkefglgen pa lagene. Det interessante med dette, er at
det er et klart avvik fra langbglge-approksimasjonen, som er basert pa en midling

(uavhengig av komponentenes rekkefglge).

2.4.2 Approksimasjoner fra “Bloch phase”

Fra den “effektive” fasevinkelen () er det mulig & vise matematisk at bglgene,
under visse forutsetninger, vil propagere med den effektive mediumhastigheten

(ce) og gjennomsnittshastigheten (c).

Effektiv mediumhastighet

Parameteren & kan ogsa skrives som (se tillegg A, avsnitt A.6)
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_cos(0y + 02) — 13, cos(6y — 65)
- 1- 7‘%2

3 (2.29)

Dette gir da ligningen

cos(y) = cos(fy + 02) — 12, cos(f; — 65)

2
1—ri

I grensen av lave frekvenser, hvor fasevinklene er smé, gir Taylor-rekken (de to

forste leddene) av de tre cosinus funksjonene ligningen

1—

~
~

7_2 1—%(91-}—92)2—7‘%2 [1— %(91 —02)2]
2

2
1—ri

5 (01 4 05)% — 1735(61 — 05)7]

1_7'%2

L2 (61 + 02)* — iy (61 — 65)°

1—r

Ved & sette v = wAt, (effektiv fasevinkel, At, er den effektive gangtiden i en
lagperiode), samt at 0; = wAt; og Oy = wAty, far vi

w2 [Atl -+ At2)2 — T%Z(Atl — AtQ)Z]

2 A 42
w AL =
¢ 1—7“%2

(Atl —+ Atz)Q - T‘%Q(Atl — Atz)Q

2
1 -7

A2 =

€

Med At = Aty + Aty, gir dette

A2 1 — 1Aty — Aty)? /AP
A2 1—17%

0g
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Ate 1-— T%Q(Atl - At2)2/At2
At

2
]._7”12

Dette forholdet mellom den effektive gangtiden (At,.) i en lagperiode og gangtiden
(At) fra straleteorien er lik forholdet mellom gjennomsnittshastigheten (c) og den
effektive mediumhastigheten (c.). Dette viser at bglgens hastighet naermer seg
den effektive mediumhastigheten i grensen av lave frekvenser. I praksis vil dette
kunne skje nar bglgelengden til det seismiske signal er mye stgrre enn tykkelsen
til lagperioden i det periodiske mediet. Den effektive medium hastigheten kan

dermed gies ved

c
\/1 — 12, (At1—Atp)? /At2

7
1-r,

(2.30)

Ce =

Den samme fremgangsmaten ble benyttet i Morlet et al. (1982b).

Gjennomsnittshastighet

Det er ogsa mulig & vise at bglgen vil propagere med gjennomsnittshastigheten

nar kontrasten i akustisk impedans er sveert liten. Ved & benytte at

cos 0 cos By = cos(6; + B5) + sin 0; sin b

og sette inn i ligning 2.26, blir uttrykket som gitt i Hovem (1995):

&€ = cos(fy + 03) — (P — 1) sin 6, sin 0, (2.31)

I tilfeller med liten kontrast i akustisk impedans, kan en sette P =~ 1 slik at
€ m cos(f; + 03). Med v = arccos(§) far vi da

cos(7y) = cos(6; + 65)
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:>’}/:01+02

Med v gitt som mediets “effektive” fasevinkel, far vi til slutt

wAte = UJAtl + wAtg = w(At1 + Atg)

= Ate = Atl + Atg = At

Altsd er At./At = 1, som betyr at den effektive hastigheten i mediet er lik

gjennomsnittshastigheten (straleteori).



Kapittel 3
Dynamikk

Propageringsmatriser kan brukes til & modellere den seismiske responsen til et
lagdelt periodisk medium, bestaende av et antall N celler (se figur 3.1). Denne
metoden, populert kalt Thomson-Haskell metoden, gir sammenhengen mellom
det innfallende bglgefeltet 1(Z), det transmitterte bglgefeltet Ty (Z) og det reflek-
terte bolgefeltet Ry(Z) ved

Rn(Z)
1(2)

0
Tn(Z)

(3.1)

Qll Q12
Q21 Q22

Matrisen Q inneholder den totale responsen, inkludert direkteankomsten, alle

primare refleksjoner og alle multipler generert av det lagdelte mediet.

3.1 Transmisjon

Ved & skrive ut ligning 3.1 far vi et uttrykk for bglgefeltet Ty (Z), det totale

bglgefeltet som har blitt transmittert gjennom mediet, det vil si

I1(2)
Tn(Z) = 3.2
Med Z = exp(—iwAt) kan ligning 3.2 uttrykkes i frekvensdomenet
I(w)
In(w) = 3.3
N( ) Qo (w) ( )

27
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Figur 3.1: Et horisontalt binert periodisk medium, bestiende av N lagperioder
(celler). Hver lagperiode inneholder to lag, medium 1 og medium 2. De to lag-
ene 1 hver celle er karakterisert ved lagtykkelsene hy og ho, P-bglgehastighetene cq
0g ¢y, 0g bulktetthetene p1 og pa, henholdsvis. I(w) er det innfallende bplgefeltet,
mens Ty (w) er det totale bolgefeltet som transmitteres gjennom de N lagperiodene
(direkte bolgen og alle multipler). Ry(w) er det totale bolgefeltet som reflekteres
tilbake. Quver- og underliggende medium er det samme som medium 1 og kilden er
tenkt plassert i det overliggende medium, like over toppen av den bincere sekven-
sen. I tillegg er det plassert ut to mottakere: en i samme posisjon som kilden, og
en like under den bincere sekvensen.
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Her er I(w) Fourier-spekteret til den innfallende bglgen (signalet), mens Qa2 (w)
er et element fra matrisen i ligning 3.1. Frekvensspekteret Ty (w) til det trans-
mitterte bglgefeltet er altsa lik frekvensspekteret I(w) til den innfallende bglgen,
multiplisert med uttrykket 1/Qa(w). Dette kan tolkes som en filtrering av det
utsendte signalet, der filteret Fiy(w) er gitt ved

_ 1
B Q22 (w)

Ved & uttrykke Ty (w) i tidsdomenet som et signal vi kaller ¢y (¢), altsd at Ty (w)

Fy(w) (3.4)

er Fourier-spekteret til signalet ¢y (%)

kan ty(t) beregnes ved den inverse Fourier-transformasjonen. I tidsdomenet er

da det transmitterte signalet ¢y (t) gitt ved

tn(t) = % [ ) 1(w) explict)dn = % ~ QIZ i‘;i) expliwt)dw  (3.6)

Integralet kan lgses ved hjelp av den diskrete Fourier-transformasjonen.

3.2 Refleksjon

Som for det transmitterte bglgefeltet, far vi ogsa et uttrykk for det totale reflek-
terte bglgefeltet: summen av alle bglger som blir reflektert tilbake. Inkludert er

alle primare refleksjoner, samt multiplene. Ligning 3.1 gir at

_ Qu(2)
Qx(2)

Ry(Z) = Qu2(2) - Tn(2) 1(2) (3.7)

Og med Z = exp(—iwAt) blir det reflekterte bglgefeltet uttrykt som en funksjon

av den angulare frekvensen (w)

~—

_ Qu2(w

RN(w) B Q22 (w)

I (w) (3.8)
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Ogsa her kan vi tolke det reflekterte bglgefeltet som en filtrert versjon av det
innfallende bglgefeltet, med filteret Gy (w) gitt ved

Q12(w)
Gy(w) = 3.9
N( ) Q22(w) ( )
Med
TN(t) — RN(U)) (310)
er det reflekterte signal 7x(t) i tidsdomenet gitt ved den inverse Fourier-
transformasjonen
1 o0 1 00
rn(t) = o /_Oo Gy (w)I(w) exp(iwt)dw = o | g;zgzgl(w) exp(iwt)dw
(3.11)

Dette integralet kan selvsagt ogsa lgses ved a benytte diskrete versjoner av input

signalet og filteret representert av mediet.

3.3 Signal

Hovem (1995) analyserte resultatene fra det eksperimentelle studiet av Marion
& Coudin (1992), og simulerte bglgepropageringen gjennom det binzere mediet
av tynne stal- og plastikkskiver ved hjelp av propageringsmatriser. Den totale
tykkelsen til det periodiske mediet var 52 mm, og Hovem (1995) benyttet et
signal som var konstant i frekvensdomenet fra 0 til 400 kHz, noe som tilsvarer
en smal sin(x)/z type signal i tidsdomenet med en varighet av hovedloben pa
1.25us. Selv har jeg har valgt & benytte medier av geologisk skala, og vil bruke en
modifisert versjon av den kjente Ricker-waveleten i de numeriske simuleringene.

Ricker-waveleten er nullfase, og uttrykkes i tidsdomenet som
s(t) = (1 = 2(m fyt)?) e~ /st)? (3.12)

hvor f, er senterfrekvensen (i Hz) til signalet. Sammenhengen mellom den linezre

frekvensen (f) og den angulzere frekvensen (w) er gitt ved relasjonen w = 27 f.
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En Ricker-wavelet med senterfrekvensen f; = 30 Hz er vist i figur 3.2 med det
kontinuerlige signalet i (a) og den samplede diskrete versjonen i (b). Fourier-

spekteret er vist i (c) og (d), og er sentrert rundt senterfrekvensen f.

a) b)
1 1 ®
Qp
@110
) ) @
5 0.5 S 0.5 a
s 3
1S E
< < J
0
;) 0]
-0.5
-50 0 50
Tid (ms)
c) d)
1 1
0.8 0.5
) )
306 Ef
3 z O
g E
< 04 <
-0.5
0.2
0 -1
-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
Frekvens (Hz) Frekvens (Hz)

Figur 3.2: Ricker-wavelet med senterfrekvens fs = 30 Hz i tidsdomenet (a) og
diskret samplet versjon (b). Absoluttverdien av Fourier-spekteret er vist i (c),
mens realdelen (gronn kurve) og imaginerdelen (rod kurve) av Fourier-spekteret
er vist © (d). Fourier-spekteret er beregnet ved FFT-algoritmen i MATLAB, og
skalert slik at den maksimale amplituden er lik én i absoluttverds.

Den modifiserte versjonen av den symmetriske og nullfase Ricker-waveleten (med
senterfrekvens f; = 30 Hz) er vist i figur 3.3. Signalet er n& kausalt og dermed
mer “reelt” med tanke pa hvordan seismisk datainnsamling foregar i praksis. Den
diskrete versjonen i (b) er “samplet” med et samplingsintervall At = 1 ms. Denne
samplingen gir Nyquist-frekvensene f,, = +1/(2At) = £500 Hz. Da signalet ikke
lenger er nullfase, far vi introdusert en imaginzerdel i frekvensspekteret (d), og

fasespekteret er ulik null.
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Figur 3.3: Figuren viser det kontinuerlige og kausale input signalet i tidsdomenet
(a), den diskretiserte versjonen (b) og absoluttverdien av Fourier-spekteret (c). I
(d) er Fourier-spekterets realdel (gronn kurve) og imagincerdel (rgd kurve) vist.
Signalet er generert fra en Ricker-wavelet med senterfrekvensen f; = 30 Hz.
Fourier-spekteret er beregnet ved FFT algoritmen i MATLAB, og er skalert slik
den maksimale amplituden er én 1 absoluttverds.
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3.4 Mediet

Det periodiske binaere mediet defineres ved antall lagperioder (IV), lagtykkelser,
P-bglgehastigheter og bulktettheter. Med formelen for P-bglgehastighetene

J=1,2 (3.13)

er det antatt at bulkmodulene er gitt ved K; = pjci, j = 1,2. De fysiske egen-
skapene til de to bestanddelene i det binzere mediet, medium 1 og medium 2,
er oppgitt i tabell 3.1. Disse parametrene gir en svert stor kontrast i akustisk
impedans, og representerer saledes et relativt ekstremt tilfelle. Likevel kan slikt

forekomme i reservoarsoner, og da sarlig i tilfeller med gass eller kull.

Den akustiske impedans til et medium med P-bglgehastighet c; og bulktetthet

pj, er definert ved

Al = _GPi
cos(a;)

J

(3.14)

=

Den akustiske impedans (AI;) og den akustiske admittans (Y;) er altsd inverse
stgrrelser, og avhenger av bglgens vinkel med innfallsloddet. For normalt inn-
fallende og propagerende bglger (o; = 0), vil vi da med P-bglgehastigheter og
bulktettheter som i tabell 3.1, ha en impedanskontrast Al,/AI; = 9 mellom de
to komponentene i det binzre mediet. Dette gir store alternerende refleksjons-

koeffisienter.

‘ ‘ P-bglgehastigheter ‘ Bulktettheter ‘ Bulkmoduler

Medium 1 c1=2000m/s |p =2kg/dm3 | K, =pci=8-10%kg/s’m

Medium 2 | ¢, =6000 m/s | po =6 kg/dm® | Ky = pycs = 2.16 - 10" kg/s°m

Tabell 3.1: P-bglgehastigheter, bulktettheter og bulkmoduler for de to komponent-
ene i det binere mediet.

Den totale tykkelsen (H) til mediet holdes konstant, mens antall lagperioder (V)
varierer. Lagperiodene bestar i hvert tilfelle av 1/4 medium 1 og 3/4 medium 2.

Lagtykkelsene h; og ho kan da gies ved
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1H 3H

By = - hy = 22
LTaN %% TN

(3.15)

Med en total tykkelse H = 384 m, varierer da lagtykkelsene fra hy = 1 m og hy = 3
m (N = 96) til Ay = 96 m og hy = 288 m (N = 1). For et stort antall lagperioder
er da lagtykkelsene langt under den seismiske grensen for vertikal opplgsning,
mens lagene er tykke og godt over denne grensen i tilfellene med fa lagperioder.
De forskjellige versjonene av mediet vist i tabell 3.2 med antall lagperioder (N), de
tilhgrende lagtykkelser (h; og hs) og celletykkelser (h = hy + hy). Det kan nevnes
at denne modellen gir lik gangtid i hvert lag for vertikalt innfallende bglger.

Antall celler | Tykkelse lag 1 | Tykkelse lag 2 | Celletykkelse
N h1 (meter) ho (meter) h (meter)
1 96 1 3 4
2 72 1.33 4 5.33
3 48 2 6 8
4 36 2.67 8 10.67
5 24 4 12 16
6 18 5.33 16 21.33
7 15 6.4 19.2 25.6
8 12 8 24 32
9 10 9.6 28.8 38.4
10 9 10.67 32 42.67
11 8 12 36 48
12 7 13.71 41.14 54.85
13 6 16 48 64
14 5 19.2 47.6 76.8
15 4 24 72 96
16 3 32 96 128
17 2 48 144 192
18 1 96 288 384

Tabell 3.2: Antall celler (lagperioder), lagtykkelser og tilhgrende celletykkelser.
Mediets totale tykkelse er gitt ved H = N - h = 384 m (konstant), og den relative
andelen av de to komponentene i mediet er i alle tilfellene 1/4 av medium 1 og
3/4 av medium 2.

Na kan vi beregne gjennomsnittshastigheten og de effektive mediumegenskapene
til det binzere mediet fra ligningene 2.1 - 2.3. Gjennomsnittshastigheten er gitt
ved ¢ = 4000 m/s, mens de effektive mediumegenskapene er oppgitt i tabell 3.3.
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For andre materialforhold (og normalt innfallende bglger), vil gjennomsnitts-

hastigheten og den effektive mediumhastigheten variere som vist i figur 3.4.

‘ Effektiv bulkmodul ‘ Effektiv tetthet ‘ Effektiv mediumhastighet ‘
| K.=288%kg/s’m | p. = 5.0 kg/dm? | ce = 2400 m /s |

Tabell 3.3: De effektive mediumegenskapene til det binere mediet med P-bglge-
hastigheter ¢, = 2000 m/s og c; = 6000 m/s, bulktettheter p; = 2 kg/dm® og
p2 = 6 kg/dm? og lagperioder bestdende av 1/4 medium 1 og 3/4 medium 2.

6000 T T 1 T

— Gjennomsnittshastigheten (c)
— Den effektive mediumhastigheten (ce)

5500

5000

4500

S
o
o
=

Hastighet (m/s)
8 &
8 S

0.1 0.2 0.9 1

03 04 05 06 07
Andel av medium 2, h2/h

Figur 3.4: Kurvene representerer gjennomsnittshastigheten (svart kurve) og den
effektive mediumhastigheten (rgd kurve) for ulike materialforhold i det bincere
mediet med P-bglgehastigheter c; = 2000 m/s og ca = 6000 m/s, og bulktettheter

p1 = 2 kg/dm? og py = 6 kg/dm?3. Andelen av medium 1 kan beregnes fra relasjon-

M 1 _h
en - = b
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Merk: Lagtykkelsene varierer for & kunne studere hvordan den seimiske responsen
avhenger av skalaen pa geologien. Men dette ma sees i sammenheng med varig-
heten eller perioden til det innfallende signalet. Mediet kunne like gjerne veert
fiksert med hensyn pa antall lagperioder og lagtykkelser, for deretter a variert

frekvensinnholdet til signalet.

3.5 Numerisk simulering, normalt innfallende bgl-

ger

For & kunne tolke og forsta den seismiske responsen til lagdelte periodiske medier
er det viktig & begynne med den enkleste situasjonen; normalt innfallende bglger.
Dette vil ogsa danne grunnlaget for senere sammenligning nar bglgene har ulike

innfallsvinkler.

De simulerte trasene av det transmitterte bglgefeltet er vist i figurene 3.5 - 3.6. 1
utgangspunktet er direktebglgen den fgrste innsatsen pa hver trase, da denne har
minst gangtid. Deretter fglger multiplene. De transmitterte bglgefeltene inne-
holder saledes bare en primaer innsats, direktebglgen, de andre innsatsene er
multipler som generelt betraktes som stgy eller ugnskede innsatser. Trasene viser
at det periodiske lagdelte mediet endrer signalets form og amplitude. I tillegg
er ankomsttiden til den fgrste innsatsen forskjellig fra trase til trase, selv om

tykkelsen til mediet er konstant.

Plukking av ankomsttider

Ankomsttidene til forsteinnsatsene er markert pa trasene. Disse ble definert som
tiden ved 1% av den maksimale amplituden og deretter bestemt numerisk. Da
kan vi bestemme gjennomsnittshastigheten (c,) til bglgen i det binzre mediet

ved

ca = H/t, (3.16)

der H er mediets totale tykkelse og ¢; er ankomsttiden til den fgrste innsatsen.

Videre kan vi definere den dominerende perioden til det transmitterte primaere
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signalet som tiden fra fgrsteinnsatsen til andre nullkrysning, altsa

Ty=ts—t (3.17)

der t, er tiden ved andre nullkrysning. Til slutt kan den dominerende bglgelengden
til det transmitterte primaere signalet beregnes som produktet av gjennomsnitts-

hastigheten (c,) og den dominerende perioden (7y) , det vil si
)\d = Cq4 " Td (318)

Innfallsvinkelen al =0

N =96 J\/ AV
N=72 J\/

Amplitude
=z
1
N
© 0o N o o~ W N PR

0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Tid (s)

Figur 3.5: Figuren viser de transmitterte bplgene for N = 96 (trase 1) til N = 10
(trase 9). Bolgene er normalt innfallende. Ankomsttidene (t1) til forsteinnsatsene
er markert pa trasene.
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Innfallsvinkelen 0(1 =0

N=5 4@J\A/V\/\/W\WA—K/V\MW_—AIWAA—Awl4.
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N=2 — e " NAA"— 117
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Figur 3.6: Figuren viser de transmitterte bolgene for N = 9 (trase 10) til
N =1 (trase 18). Bglgene er normalt innfallende. Ankomsttidene (t1) til forste-
innsatsene er markert pa trasene.
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Trase 18 i figur 3.6 representerer tilfellet hvor det lagdelte mediet bestar kun av
to lag (en lagperiode). Ankomsttiden til forsteinnsatsen er ¢t; = 0.097 s = 97 ms,
hvilket gir bglgens gjennomsnittshastighet ¢, ~ 3960 m/s. Denne hastigheten er
rimelig naer den teoretiske gjennomsnittshastigheten til mediet (¢ = 4000 m/s),
hvilket tilsier at straleteorien gjgr seg gjeldende der hvor bglgelengden til den
innfallende bglgen er liten i forhold til lagtykkelsene.

Den fgrste innsatsen pa trase 18 er direktebglgen. Amplituden til denne er dem-
pet som fglge av transmisjonstap ved grenseflatene. Etter direktebglgen folger
“peg leg” multiplene generert i lag 2. Disse dempes naturligvis for hver ekstra
gangvei i laget, og dgr til slutt ut. Som vi ser, er det ingen interferens mellom
direktebglgen og multiplene nar N = 1. Lagene er da relativt tykke, og mul-
tiplene genereres kun i det ene laget. Avstanden mellom dem er konstant i tid.
Tynnere lagtykkelser vil gi mer kort-periodiske multipler. Med betegnelsen kort-
periodiske multipler menes det at avstanden i tid mellom den primere “event”
(direktebglgen eller den primere refleksjonen) og fgrste multippel er mindre enn
perioden til den propagerende bglgen. Da vil ikke multippelen sta frem som en
egen “event”, men interferere med den primare “eventen”. Destruktiv interferens
mellom den primere bglgen og kortperiodiske multipler er kjent for a dempe
de hgye frekvensene til det seismiske signalet og forsinke ankomsttiden. Spencer
et al. (1977) kalte dette fenomenet stratigrafisk filtrering, som ogsa er omtalt av
blant andre O’Doherty & Anstey (1971), Banik et al. (1985a, 1985b) og White
et al. (1990). Lignende effekter kan forarsakes av absorpsjon og den assosierte
hastighetsdispersjonen. Men dempingen i stratigrafisk filtrering er pa grunn av

tap av koherens, ikke absorpsjon av energi (Banik et al., 1985a).

Nar antall lagperioder gker, dempes amplituden til direktebglgen kraftig pa grunn
av transmisjonstap ved grenseflatene. I figur 3.7 er trase 14 (N = 5) fra figur 3.6
vist i tidsintervallet 0 — 250 ms, sammen med en oppskalert versjon av trasen.
Figuren viser at amplituden til direktebglgen er svaert liten, mens multiplene har
mye stgrre amplituder. For et stort antall (N) lagperioder gar amplituden til
direktebglgen mot null, og direktebglgen forsvinner helt. Resultatet blir at fgrste

registrering er multipler, og ikke direktebglgen som fgrst forventet.

Den fgrste multippelen i et N-celle medium hvor gangtiden er lik i hvert lag
(At; = Aty = At) ankommer ved tiden 2At etter direktebglgen. Denne mul-
tippelen har propagert opp og ned en gang, i et av 2N — 1 nederste lagene i
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mediet. For et binaert medium bestaende av N lagperioder (2N lag) vil det da
veere 2N — 1 multipler som har denne forsinkelsen i forhold til direktebglgen.
“Peg leg” multipler med forsinkelsene 4At, 6At og sa videre vil det selvsagt vaere
mange flere av, da det er mange flere gangvei-kombinasjoner i mediet som gir lik
total gangtid. Er gangtiden forskjellig i de to lagene i lagperioden, (At; # At),
vil det vaere N —1 multipler som ankommer ved tiden 2At; etter direktebglgen og
N multipler som ankommer med tidsforsinkelsen 2At, i forhold til direktebglgen.
Nar N gker (og lagtykkelsene blir mindre) gker antallet multipler med samme
tidsforsinkelse i forhold til direktebglgen, samtidig som forsinkelsen blir mindre.
For a ta et eksempel, vil vi i tilfellet med 96 lagperioder og normalt innfallende
bglger ha 191 multipler som ankommer med en teoretisk tidsforsinkelse pa 1 ms
etter direktebglgen. I tillegg kommer alle de hgyere ordens multiplene inn med

forsinkelsene 2 ms, 3 ms og sa videre.

I dette tilfellet forsvinner direktebglgen rundt N = 7. Amplituden til direkte-
bglgen er da sa liten at pavisning av denne blir umulig. For et stgrre antall lag-
perioder (og dermed tynnere lag), blir samtidig multiplene mer kort-periodiske
og flere multipler vil superponere. Den “effektive” bglgen som registreres er da
en forsinket bglge, generert av interferende kort-periodiske multipler. Dette forar-
saker forsinkelsen og den dispersive oppfarselen for hgyere N-verdier; hastighetene
bglgene propagerer med i mediet er blitt frekvensavhengige. De lave frekvensene
kommer til syne i begynnelsen av bglgepakkene, mens de hgyere frekvensene
kommer inn senere. I konvensjonell seismikk vil dette kunne oppfattes som stgy

1 dataene.

Angaende ankomsttider er trenden klar. Nar N gker (og lagtykkelsene minker), si
gker forsinkelsen til fgrsteinnsatsen. Fgrsteinnsatsen i trase 1 (figur 3.5) ankommer
ved tiden ¢; = 0.155 s = 155 ms. Bglgen har da propagert gjennom mediet med
en gjennomsnittlig hastighet ¢, &~ 2480 m/s. Denne er naer mediets effektive
hastighet (ce = 2400 m/s) og “peg leg” multiplene er fraveerende. I tillegg er
signalet lite endret i form. Alt dette bekrefter at den effektive medium teorien gjgr

seg gjeldende; mediet oppfarer seg som et transverst isotropt homogent medium.
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Figur 3.7: Trase 14 fra figur 3.6 i et kortere tidsvindu over forste innsatsen (bld
trase) og oppskalert versjon (rgd trase). Amplituden til direktebplgen er sveert
liten, og denne gar mot null nar N gker. Multiplene har mye stgrre amplituder
enn direktebglgen. Resultatet blir en forsinket bglge bygget opp av interfererende

multipler.
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Effektiv medium teori

I fglge den effektive medium teorien kan det lagdelte periodiske mediet erstattes
med et homogent transverst isotropt medium forutsatt at bglgelengden til det
seismiske signalet er mye stgrre enn tykkelsen til lagperioden i mediet. I figur 3.8
er trase 1 fra figur 3.5 reprodusert i tidsintervallet 0—600 ms (bla trase). Den rgde
trasen derimot, representerer tilfellet hvor det binsere mediet er erstattet med et
homogent lag av samme tykkelse som det periodiske mediet og med fysiske egen-
skaper lik de effektive mediumegenskapene (tabell 3.3). Over- og underliggende
medium er selvsagt det samme i begge tilfellene (medium 1). Figuren viser at
de to signalene er svaert like i form og amplitude. I tillegg viser figuren at den
andre ankomsten tilsvarer fgrste ordens multippelen fra topp og bunn av det
periodiske mediet. “Peg leg” multiplene fra de mange grenseflatene i det binare
mediet er fravaerende. Bglgen har propagert med en hastighet som er naer den
effektive mediumhastigheten, og de registrerte innsatsene tilsvarer direktebglgen

samt multiplene generert av mediets topp og bunn.



DYNAMIKK

43
1 I
— Periodisk medium, N = 96 |

)
T 05f i
S
=
a

E /\ﬁm_
<

_05 | |
0 100 200 300 400 500 600
Tid (ms)
1 I
| — Effektivt medium |

)

T 05t i

S

k=

a

E o N\,

<

-05 ‘
0 100 200 300 400 500 600
Tid (ms)

Figur 3.8: Den bld trasen representerer det transmitterte bglgefeltet fra det bincere
mediet bestdende av 96 lagperioder (samme som trase 1 i figur 3.5 over et kortere
tidsintervall). I den rgde trasen er det bincere mediet byttet ut med et homogent
lag av samme tykkelse, tetthet p. = 5.0 kg/dm® og P-bplgehastighet c, = 2400

m/s. Bglgene er normalt innfallende.
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3.5.1 Overgangen fra straleteori til effektiv medium teori

Som vi har sett vil bglgene propagere med forskjellig hastighet, avhengig av for-
holdet mellom bglgelengden til det seismiske signalet og tykkelsen til lagperioden
i det periodiske mediet. Registrerte seismiske hastigheter vil derfor ikke bare
avhenge av bergart- og fluidegenskaper, men ogsa av skalaen pa malingen rela-
tiv til skalen pa geologien. I den lange bglgelengde approksimasjonen, narmer
bglgenes hastighet seg den effektive mediumhastigheten (c.). Det har derfor veert
mange forsgk pa a fastsla den minste verdi av A/h, hvor den lange bglgelengde
approksimasjonen er gyldig. Konklusjonene har variert, og forskjellene har vaert
stgrst mellom teoretiske og praktiske studier. Noen eksempler er A\/h > 3 (Hel-
big, 1984) fra teoretiske betraktninger, \/h > 5 — 8 fra numerisk modellering
(Carcione et al., 1991) og A/h > 10 fra eksperimenter (Melia & Carlson, 1984) og
(Marion & Coudin, 1992). Hovem (1995) konkluderte derimot med at den gvre
frekvensgrensen for bglgepropagering i et lagdelt medium ikke kan uttrykkes ved
et A\/h forhold, fordi denne grensen er sterkt avhengig av kontrasten i akustisk
impedans. Ogséa Carcione et al. (1991) konkluderte med at den lange bglgelengde
approksimasjonen avhenger av kontrasten i akustisk impedans til komponentene i
mediet, altsa avhengig av refleksjonskoeflisientene. Han fant at ved svakere reflek-
tivitet, sa fant den lange bglgelengde approksimasjonen sted for lavere verdier av
forholdet h/A.

Ankomsttidene ¢; til fgrsteinnsatsene ble definert som tiden ved 1% av amplitude-
maksimum pa trasene og bestemt numerisk, mens tiden #, ved andre nullkrys-
ning ble plukket manuelt. Resultatet er vist i figurene 3.9 - 3.10. Deretter ble den
gjennomsnittlige hastigheten (c,), den dominerende perioden (7,) og den domi-
nerende bglgelengden (A;) til det transmitterte signalet beregnet fra ligningene
3.16 - 3.18. Til slutt ble verdien av R (forholdet mellom den dominerende bglge-
lengden (),) til det transmitterte signalet og tykkelsen av lagperioden (h), Aq/h)
beregnet. Resultatet er vist i tabell 3.4, der alle verdiene av h, t1, to, Ty, ¢4, Ag

og R er oppgitt.

Figur 3.11 viser R plottet mot bglgens gjennomsnittshastighet (c,) for de ulike
tilfellene. Figuren viser at overgangen fra straleteori til effektiv medium teori
skjer rundt R = 10. Dette er konsistent med resultatene fra det eksperimentelle
forsgket til Marion & Coudin (1992).
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Figur 3.9: Forsteinnsatsene fra trasene i figur 3.5. Ankomsttidene t1 og tiden to
ved andre nullkrysning er markert pa trasene.
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Figur 3.10: Fgrsteinnsatsene fra trasene i figur 3.6. Ankomsttidene t1 og tiden to
ved andre nullkrysning er markert pd trasene.



47 DYNAMIKK

h (m) | t; (ms) | to (ms) | Ty (ms) | ¢ (m/s) | A\g (m) | R = Ag/h

1 4 155 197 42 2477 104 26
2 | 5.33 153 195 42 2510 105.4 19.8
3 8 150 193 43 2560 110.1 13.8
4 | 10.67 147 197 20 2612 130.6 12.2
5 16 141 205 64 2723 174.3 10.9
6 | 21.33 135 212 7 2844 219 10.3
7 | 25.6 130 218 88 2954 260 9.4
8 32 123 226 103 3122 321.6 10.1
9 | 384 118 233 115 3254 374.2 9.7
10 | 42.67 114 238 124 3368 417.6 10.3
11 48 112 243 131 3429 449.2 9.4
12 | 54.85 112 249 137 3429 469.8 8.6
13 64 101 112 11 3802 41.8 0.7
14 | 76.8 99 116 17 3879 65.9 0.9
15 96 98 121 23 3918 90.1 0.9
16 | 128 97 128 31 3959 122.7 1

17 | 192 97 138 41 3959 162.3 0.8
18 | 384 97 141 44 3959 174.2 0.5

Tabell 3.4: Tykkelsen (h) til lagperioden, ankomsttiden (t1) til forsteinnsatsen,
forsteinnsatsens andre nullkrysning (t2), den dominerende perioden (Ty) til den
transmitterte boplgen, bolgens gjennomsnittshastighet (c,), den dominerende bplge-
lengden (\q) til den transmitterte bplgen og verdien av forholdet R = A\y/h.
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Figur 3.11: Plott av R versus c,. R er forholdet mellom den dominerende bglge-
lengden (N\g) til det transmitterte signalet og tykkelsen til lagperioden (h), mens
cq er gjennomsnittshastigheten til bglgen i det binere mediet. Bolgene er normalt
innfallende. Den rgde horisontale linjen markerer det bincere mediets gjennom-
snittshastighet (c = 4000 m/s) og den svarte horisontale linjen angir den effektive
mediumhastigheten (c, = 2400 m/s). Ouvergangen fra strdleteori til effektiv medi-
um teori skjer for R = 10. Logaritmisk skala er benyttet pd 1. aksen.
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Merk: For & beskrive overgangen fra hgy hastighet (straleteori) til lav hastighet
(effektiv medium teori) har jeg benyttet den dominerende bglgelengden (A,) til
det transmitterte signalet, fremfor den dominerende bglgelengden () til det inn-
fallende signalet. Dette falt naturlig da det er lagtykkelsene i mediet som varierer,
mens frekvensinnholdet i det innfallende signalet er konstant. Og det periodiske
mediet endrer signalets form, amplitude og frekvensinnhold forskjellig, avhengig
av skalaen pa lagdelingen i mediet. Det samme har vaert gjort i de fleste andre

studier av bglgeforplantning i periodiske medier.
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3.5.2 Mediet som filter

Periodiske medier opptrer som filtre pa bglger som propagerer i dem. Utvalgte
frekvenser i det innfallende signalet transmitteres, mens andre frekvenser reflek-
teres tilbake. Denne tuning-effekten bidrar til endringen av frekvensinnholdet i det
registrerte signalet. Med det binare mediet som benyttes her, er disse filtrene gitt
ved ligningene 3.4 og 3.9, det vil si Fy(w) og Gy (w) for det transmitterte og det
reflekterte bglgefeltet, henholdsvis. I figurene 3.12 - 3.13 er filteret Fiy(w) plottet
som funksjon av den linezere frekvensen (f) for de forskjellige antall lagperioder
og tilhgrende lagtykkelser. Figurene viser tydelig at filtrene blir mer aggressive
nar N blir mindre og lagtykkelsene gker. Samtidig blir forholdet mellom den
dominerende bglgelengden til input signalet og tykkelsen til lagperioden mindre.

Filtrene er periodiske fordi gangtiden er lik i hvert lag. Med frekvensinnholdet
til det innfallende signalet tatt i betraktning, kan vi i dette tilfellet si at filtrene
Fy(w) fungerer som et slags lavpassfilter nar tykkelsen (k) til lagperioden er liten.
Nar h gker blir “cut-off” frekvensen mindre, og lavere og lavere frekvenser filtreres
bort. Til slutt opptrer filtrene som bandpass filtre, der kun visse frekvensband
av input signalet vil transmittere gjennom mediet. Figuren viser ogsa at filtrene
oscillerer hurtig innenfor “passbandene”, slik at frekvensene vil dempes noe ulikt
der.

Resultatet av “filtreringen”, det vil si frekvensspekteret til det transmitterte bglge-
feltet, er vist i figurene 3.14 - 3.15. Figuren viser at frekvensinnholdet til det
transmitterte bglgefeltet gar mot lavere frekvenser nar N blir mindre og lagene
tynnere i mediet. Mediet er transparent nar tykkelsen til lagperioden er liten,

mens lavere og lavere frekvenser filtreres bort nar tykkelsen til lagperioden gker.
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Figur 3.12: De svarte kurvene er filtrene Fxn(w) som representerer det bincere me-
diet med N = 96 (gverst) til N = 10 (nederst). De bld kurvene er absoluttverdien
av Fourier-spekteret til det innfallende signalet, som er skalert slik at maksimum
amplituden er lik én 1 tallverdi. Innfallsvinkelen a; = 0.
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Figur 3.13: De svarte kurvene er filtrene Fy(w) for N = 9 (gverst) til N = 1
(nederst), mens de bld kurvene representerer absoluttverdien av Fourier-spekteret
til det innfallende signalet. Innfallsvinkelen aq = 0.
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Figur 3.14: Figuren viser frekvensspekteret til det innfallende signalet (bld kurver)
og frekvensspekteret til det transmitterte bplgefeltet (rgde kurver) for N = 96
(pverst) til N = 10 (nederst). Innfallsvinkelen oy = 0.
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Figur 3.15: Figuren viser frekvensspekteret til det innfallende signalet (bld kurver)
sammen med frekvensspekteret til det transmitterte bglgefeltet (rgde kurver) for
N =9 (gverst) til N =1 (nederst). Innfallsvinkelen a; = 0.
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3.5.3 “Bloch phase”

I figurene 3.16 - 3.17 er parameteren £ = trace(S)/2 (kapittel 2, avsnitt 2.4)
plottet som funksjon av frekvensen for lagtykkelser tilsvarende N = 96 til N = 1.
Frekvensband hvor £ < —1 er karakterisert som forbudte band, og resulterer i flyk-
tige (evanescent) bglgefelt som avtar eksponentielt med propageringsavstanden.
Det transmitterte bglgefeltet gar mot null nar N gar mot uendelig. De tillatte
frekvensband hvor | £ |< 1 korresponderer med passbandene til filtrene i figurene
3.12 - 3.13. I likhet med filtrene er ogsa ¢ periodisk na som gangtiden er lik i
hvert lag.

Morlet et al. (1982b) antydet at side-passbandene ikke vil vaere til noen praktisk
nytte i seismisk sammenheng, pa grunn av ustabiliteten som oppstar nar sma
anomalier introduseres i periodisiteten i mediet. Men til gjengjeld slo de fast
at det lavfrekvente passbandet er er relativt stabilt med hensyn pa anomalier i

periodisiteten.

Dispersjonsrelasjonen (ligning 2.28) var gitt pa formen

() = () o= () mran (5 ()
cos | — ) =cos|—]cos|—] —Psin|—|sin | —
Cp C1 C2 1 C2

Lgsningen av denne ligningen er vist i figur 3.18, det vil si fasehastigheten (c,)
til den propagerende bglgen som funksjon av frekvensen i det binaere mediet med
lagtykkelser tilsvarende N = 96 (bla kurve) og N = 48 (rgd kurve). Figuren
viser at hastigheten er lik den effektive mediumhastigheten (c, = 2400 m/s) ved

null frekvens, og avtar monotont mot null ved grensefrekvensen (frekvensen ved

£=-1).
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Figur 3.16: £ plottet som funksjon av frekvensen nar lagtykkelsene tilsvarer de ved
N =96 til N = 10. Frekvensband hvor & < —1 er karakterisert som “forbudte
band”, og det transmitterte bplgefeltet gar mot null innenfor disse bandene ndr
antall lagperioder gar mot uendelig.
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Figur 3.18: Lgsningen av dispersjonsrelasjonen (ligning 2.28). Denne gir fase-
hastigheten til den propagerende bglgen som funksjon av frekvensen. De fysiske
egenskapene til mediet er som 1 tabell 3.1, mens lagtykkelsene er gitt ved hy =1
m og hy = 3 m (bld kurve) og hy =2 m og hy =6 m (red kurve). Hastigheten er
lik den effektive mediumhastigheten (c.) ved f = 0, og avtar monotont mot null
ved grensefrekvensen (frekvensen ved & = —1).
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3.5.4 Det reflekterte bglgefeltet

De numeriske simuleringene av det reflekterte bglgefeltet er vist i figurene 3.20 -
3.21. Den forste refleksjonen kommer fra grenseflaten mellom de to lagene i den
fgrste lagperioden. Da lagtykkelsene gker nar N blir mindre, gker ogsa ankomst-
tiden til fgrsteinnsatsen nar N blir mindre. Refleksjonene fra de gvrige grense-

flatene og multiplene er selvsagt ogsa inkludert i algoritmen.

Opplgsning

Det kan vaere nyttig a4 ha en oppfatning av hvordan den seismiske opplgsningen
avhenger av lagtykkelser og bglgelengden til det utsendte signal. Den vertikale
seismiske opplgsning er den minste avstand det ma vaere mellom to reflektorer for
a kunne identifisere to grenseflater istedenfor en. Denne ligger mellom en kvart
og en halv bglgelengde, avhengig av den akustiske impedansen i lagene over og
under. Som et eksempel tar vi for oss et tynt lag innbakt i et annet medium.
Det tynne laget har P-bglgehastigheten ¢, = 6000 m/s og bulktettheten ps = 6
kg/dm?, mens det omliggende mediet har P-bglgehastigheten ¢; = 2000 m/s og
tettheten p; = 2 kg/dm3. Det innfallende signalet har en periode T = 40 ms,
som gir bglgelengden i det tynne laget ved A\ = 240 m. Refleksjonen fra topp
og bunn av laget, samt multiplene er vist i figur 3.19. I tilfellet a) er tykkelsen
ho til det innbakte laget lik bglgelengden til det innsendte signal (hy = 240 m).
Refleksjonene fra topp og bunn har motsatt polaritet, og det er ingen interferens
mellom disse. Nar lagtykkelsen blir mindre blir avstanden mellom refleksjonen
fra topp og bunn kortere i tid og multiplene blir mer kortperiodiske. I b) er
lagtykkelsen hy = 120 m, noe som tilsvarer halve bglgelengden til input signalet.
Refleksjonen fra topp og bunn er fortsatt separert, men for mindre lagtykkelser
vil disse interferere. Dette ser en tydelig i c), hvor det ikke vil vaere mulig &
identifisere de to grenseflatene ut fra refleksjonen fra topp og bunn. Lagtykkelsen
hy er her 80 m. I det siste tilfellet (d) er hy = 60 m (\/4) og vi far maksimum
konstruktiv interferens mellom refleksjonen fra topp og bunn. Det ma selvsagt
nevnes at destruktiv interferens mellom refleksjonen fra topp og bunn vil kunne

forekomme for mindre lagtykkelser.
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Figur 3.19: Simulerte refleksjoner fra normalt innfallende balger pa et tynt lag
med P-bglgehastighet co = 6000 m/s og bulktetthet po = 6 kg/dm® innbakt i et
homogent medium med P-bglgehastighet ¢; = 2000 m/s og bulktetthet p; = 2
kg/dm3. Tykkelsen hy til det innbakte laget er hy = 240 m (a), hy = 120 m (b),
ho =60 m (c) og hy =30 m (d).
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Figur 3.20: Simulerte traser av det reflekterte bglgefeltet. Antall lagperioder vari-
erer fra N =96 (trase 1) til N =10 (trase 9). Bglgene er normalt innfallende.
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Figur 3.21: Simulerte traser av det reflekterte bolgefeltet med N =9 (trase 10) til
N =1 (trase 18). Bplgene er normalt innfallende.
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I tilfellene med flere lagperioder vil refleksjonene fra de dypere delene av det peri-
odiske mediet forsvinne pa grunn av transmisjonstap ved grenseflatene. Ampli-
tudene dempes og gar mot null ved transmisjon over tilstrekkelig antall grense-
flater. Dette skjer relativt hurtig, da de reflekterte bglgene krysser de samme
grenseflatene to ganger (ned og opp). I trase 17 (N = 2) er den fgrste inn-
satsen den primeere refleksjonen fra grenseflaten mellom medium 1 og medium 2
i den fgrste lagperioden. Deretter fglger den primeere refleksjonen fra grenseflaten
mellom de to lagperiodene. Denne har motsatt polaritet og er betydelig dempet
i forhold til den fgrste innsatsen. Den tredje innsatsen pa trasen er vanskeligere
a identifisere. Den primaere refleksjonen fra grenseflaten mellom medium 1 og
medium 2 i den andre lagperioden kommer inn her. Denne vet vi er kraftig dempet
pa grunn av transmisjonstap. I tillegg kommer den fgrste multippelen fra medium
2 i den fgrste lagperioden inn her. Den har lik gangtid, motsatt polaritet og

interfererer destruktivt med den primaere refleksjonen fra grenseflaten under.

Trase 1 (figur 3.20) er reprodusert i figur 3.22 (bla trase) sammen med den
simulerte trasen av det reflekterte bglgefeltet fra det effektive mediet (rgd trase),
hvor det binzere mediet er erstattet med et homogent lag av samme tykkelse.
P-bglgehastigheten og bulktettheten i laget er satt lik den effektive medium-
hastigheten (c, = 2400 m/s) og den effektive tettheten (p. = 5 kg/dm?), hen-
holdsvis. Over- og underliggende medium er selvsagt det samme i begge tilfellene.
De to trasene viser svaert godt samsvar, noe som igjen bekrefter at den effektive

medium teorien gjgr deg gjeldende i det periodiske mediet.
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Figur 3.22: Den bla trasen er det reflekterte bglgefeltet fra det bincere mediet med
96 lagperioder, mens den rgde trasen er det refiekterte bglgefeltet fra et homogent
medium av samme tykkelse hvor P-bglgehastigheten c, = 2400 m/s oqg tettheten
pe = 5 kg/dm?. Over- og underliggende medium er det samme 1 begge tilfellene.

Byglgene er normalt innfallende.
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3.5.5 Parameterskifte - lavere kontrast i akustisk impedans

Fgr vi gar videre med & utvide analysen til ikke-normalt innfallende bglger kan
det veere interessant a endre noen av de fysiske egenskapene til det periodiske
mediet. Mange har forsgkt a bestemme overgangen mellom straleteori og effektiv
medium teori ved et A/h-forhold. Men resultatene er ikke konsistente, og bade
Hovem (1995) og Carcione et al. (1991) har hevdet at denne overgangen avhenger
av kontrasten i akustisk impedans. Marion et al. (1994) undersgkte effekten av
ulike impedanskontraster numerisk, og konkluderte derimot med at overgangen
mellom straleteori og effektiv medium teori bare har en svak avhengighet av

materialegenskapene til lagene.

Ved & sette P-bglgehastigheten c, = 4000 m/s og bulktettheten py = 4 kg/dm3,
blir kontrasten i akustisk impedans Als/AI; = 4 (normalt innfallende bglger).
Lagtykkelsene og de fysiske egenskapene til medium 1 er de samme. Det binaere
mediets gjennomsnittshastighet (c) og effektive mediumhastighet (c.) vil dermed

endres, og disse er na gitt som ¢ = 3200 m/s og ¢, ~ 2580 m/s, henholdsvis.

De numerisk simulerte trasene av de transmitterte bglgene er vist i figurene 3.23
- 3.24. Ankomsttidene ble plukket som fgr som tiden ved 1% av den maksimale
amplituden. Deretter ble den dominerende perioden (7y), gjennomsnittshastig-
heten (c,) og den dominerende bglgelengden (\;) til de transmitterte bglgene
beregnet. Forholdet mellom bglgenes dominerende bglgelengde og celletykkelsen,
R = \y/h, ble plottet mot bglgenes gjennomsnittshastighet. Resultatet er vist
i figur 3.25. Figuren viser at overgangen mellom straleteori og effektiv medium
teori skjer rundt R ~ 7 — 8. Dette tyder pa at overgangen mellom straleteori
og effektiv medium teori er avhengig av impedanskontrasten. Resultatet stgtter
ogsa opp om konklusjonen til Carcione et al. (1991) , og da saerlig med tanke pa

at overgangen finner sted for lavere verdier av R ved svakere reflektivitet.
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Figur 3.23: Simulerte traser av de transmitterte bolgefeltene fra det binere mediet
med N = 96 (trase 1) til N =10 (trase 9). Bolgene er normalt innfallende.
P-bolgehastigheten og bulktettheten i medium 2 er endret, slik at co = 4000 m/s
og po = 4 kg/dm3. Ankomsttidene til forsteinnsatsene er markert pé trasene.
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Figur 3.24: Simulerte traser av de transmitterte bolgefeltene fra det bincere mediet
med N =9 (trase 10) til N = 1 (trase 18). Bglgene er normalt innfallende.
P-bolgehastigheten og bulktettheten i medium 2 er endret (co = 4000 m/s og po = 4
kg/dm?). Ankomsttidene til forsteinnsatsene er markert pi trasene.
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Figur 3.25: R = A\y/h plottet mot bplgenes gjennomsnittshastighet (c,) i mediet.
P-bolgehastigheten og tettheten i medium 2 er endret, slik at co = 4000 m/s
og po = 4 kg/dm>. Bplgene er normalt innfallende. Den rgde horisontale linjen
markerer det binere mediets gjennomsnittshastighet (¢ = 3200 m/s), mens den
svarte angir den effektive mediumhastigheten (c, =~ 2580 m/s). Overgangen fra
straleteori til effektiv medium teori skjer rundt R ~ 7 — 8. Denne verdien av R
er lavere enn 1 tilfellet med den opprinnelige kontrasten i akustisk impedans, noe
som tyder pd at overgangen fra strileteori til effektiv medium teori er avhengig
av kontrasten i akustisk impedans. Fgrste-aksen har logaritmisk skala.
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3.5.6 Endret sammensetning (materialforhold)

Marion et al. (1994) konkluderte med at overgangen fra straleteori til effektiv
medium teori nesten er uavhengig av volumandelen av de to komponentene i det
binzere mediet. For & teste dette, lot jeg det binaere mediet besta av 3/4 medium
1 og 1/4 medium 2. De fysiske egenskapene til de to komponentene i mediet er
fortsatt som i tabell 3.1, med ¢; = 2000 m/s, c; = 6000 m/s, p; = 2 kg/dm? og
p2 = 6 kg/dm?. En konsekvens av dette er at bade gjennomsnittshastigheten (c)
og den effektive mediumhastigheten (c.) blir betraktelig lavere fordi komponenten
med lavest hastighet, medium 1, blir dominerende i mediet (75 % av mediet bestar
n& av medium 1). De to hastighetene blir nd ¢ = 2400 m/s og ¢, = 1874 m/s,

henholdsvis.

De simulerte trasene er vist i figurene 3.26 - 3.27, mens i figur 3.28 er verdien av
R = \y4/h plottet mot bglgenes gjennomsnittlige hastighet (¢,) i mediet. Over-
gangen fra straleteori til effektiv medium teori skjer for R = 6 — 7, som er noe
lavere enn for utgangsmodellen med lagperioder bestaende av 1/4 medium 1 og
3/4 medium 2. I tillegg er overgangen mindre markant, noe som vi ogsa kunne se

i tilfellet med lavere kontrast i akustisk impedans (figur 3.25).
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Figur 3.26: Simulerte traser av det transmitterte bglgefeltet med N = 96 (trase
1) til N =19 (trase 9). Sammensetningen er endret; lagperioden bestir av 3/4
medium 1 og 1/4 medium 2. Bgplgene er normalt innfallende.
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Figur 3.27: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet med N = 9 (trase
1) til N =1 (trase 18). Sammensetningen er endret; lagperioden bestdr av 3/4
medium 1 og 1/4 medium 2. Bgplgene er normalt innfallende.
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Figur 3.28: R = \,/h plottet mot bplgenes gjennomsnittshastighet (c,). Sammen-
setningen i mediet er endret, slik at mediet nd bestir av 3/4 medium 1 og 1/4
medium 2. Bglgene er normalt innfallende. Overgangen fra strdaleteori til effek-
tiv medium teori skjer for R = 6 — 7, en verdi som er lavere enn i tilfellet med
den opprinnelige sammensetningen av mediet. Dette tyder pd at overgangen fra
straleteori til effektiv medium teori er avhengig av det relative materialforholdet
av de to komponentene i det binere mediet. Overgangen er ogsd mindre markant,
noe vi 0gsd sd i tilfellet med lavere kontrast i akustisk impedans (figur 3.25).
Forste-aksen har logaritmisk skala.
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3.6 Numerisk simulering, ikke-normalt innfallen-

de bglger

Nar bglgene har en innfallsvinkel oy # 0, ma vi tolke P-bglgehastighetene ¢; og

co 1 det bingere mediet som tilsynelatende vertikale hastigheter, det vil si

¢j, = ¢/ cos(aj), 7 =1, 2 (3.19)

For en gitt innfallsvinkel (), er utfallsvinkelen () bestemt ved Snells lov (lig-
ning 2.12). Tabell 3.5 viser tre ulike innfallsvinkler (c;) med korresponderende
utfallsvinkler (as) i det binzere mediet med P-bglgehastighetene ¢; = 2000 m/s
0g ¢y = 6000 m/s. Disse vinklene angir da vinkelen som den propagerende bglgen
danner med innfallsloddet i medium j i det binzre mediet, der 7 = 1,2. Det-
te gir bglgene tilsynelatende bglgelengder, \;, = A;/cos(e;), j = 1,2. En kan
ogsa tolke dette som at bglgene na “ser” tilsynelatende lagtykkelser, det vil si

hj. = h; cos(c).

Innfallsvinkel oy | 10° 15° 19¢
Utfallsvinkel oy | 31.4° | 50.9% | 77.6°

Tabell 3.5: Utfallsvinkler (ag) beregnet fra Snells lov (ligning 2.12) for diverse
innfallsvinkler (o).

Nar innfallsvinkelen (a;) oker, si gker ogsd de tilsynelatende vertikale hastig-
hetene (ligning 3.19). Dette gjor at “intercept’-tidene til fgrsteinnsatsene blir
mindre med gkende innfallsvinkel. Samtidig blir multiplene mer kort-periodiske
enn i tilfellet med normalt innfallende bglger. Bglgene “ser” tynnere lag enn hva

de egentlig er.

Gjennomsnittshastigheten (c,) blir ogsa en funksjon av de tilsynelatende vertikale
hastighetene c;, og co,, og kan skrives som

L M1 1

= — — 3.20
Cz h Ciz h Coz ( )

der ¢, og ¢y, er de tilsynelatende vertikale P-bglgehastighetene (ligning 3.19).
Tilsvarende er den effektive bulkmodulen (K.,) og den effektive bulktettheten
(pe) gitt ved
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L _m1  hl
Kez_hKlz hKZz

(3.21)

e
pe_hpl hp2

der Ky, og Ky, antas & veere gitt ved K, = pjcﬁz, j = 1,2. Den effektive tettheten
(pe) er forgvrig gitt som i ligning 2.3. Dette gir den effektive mediumhastigheten
(Cez) ved

Cop = (3.22)

Innfallsvinkelen o = 10°

Den numeriske simuleringen av de transmitterte bglgefeltene nar innfallsvinkelen
oy = 10 er vist i figurene 3.29 - 3.30. Denne innfallsvinkelen gir en utfallsvinkel
ae = 31.4°, og de tilsynelatende vertikale P-bglgehastighetene i medium 1 og me-
dium 2 blir na ¢;, ~ 2031 m/s og ¢o, = 7029 m/s, henholdsvis. Ligning 3.20 - 3.22
gir gjennomsnittshastigheten ¢, &~ 4352 m/s og den effektive mediumhastigheten
Cer & 2468 m/s. Ankomsttidene til forsteinnsatsene er markert pa trasene. Som
i tilfellet med normalt innfallende bglger, ble bglgenes gjennomsnittshastighet
(¢q), dominerende periode (7,) og dominerende bglgelengde (\;) beregnet for de
ulike tilfellene.

Overgangen fra straleteori til effektiv medium teori er vist i figur 3.31, hvor
verdien av forholdet R = A\;/h er plottet mot bglgenes gjennomsnittshastighet
(cg) 1 det binzere mediet. Figuren viser at overgangen fra straleteori til effektiv
medium teori skjer for R = 10. Den samme verdien ble funnet i tilfellet med

normalt innfallende bglger (figur 3.11).
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Figur 3.29: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet med N = 96 (trase 1)
til N =10 (trase 9). Innfallsvinkelen c; = 10°.
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Figur 3.30: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet med N = 9 (trase 10)
til N =1 (trase 1). Innfallsvinkelen oy = 10°.
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Figur 3.31: Plott av R = A\g/h versus bglgenes gjennomsnittlige hastighet (c,).
Byglgenes innfallsvinkel oy = 10°. Quergangen fra strileteori til effektiv medium
teori skjer rundt R = 10. Forste-aksen har logaritmisk skala.
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Innfallsvinkelen o = 15°

I figurene 3.32 - 3.33 er innfallsvinkelen o; = 15°. Vinkelen som den propa-
gerende bglgen danner med vertikalen i medium 2 i det binsere mediet er da
gitt ved ap = 50.9°. Disse vinklene gir de tilsynelatende vertikale hastighetene
i medium 1 og medium 2 ved ¢;, &~ 2071 m/s og ¢y, = 9514 m/s, henholdsvis.
Gjennomsnittshastigheten blir i dette tilfellet ¢, &~ 5011 m/s, mens den effektive
mediumhastigeheten er gitt ved ce, ~ 2560 m/s.

Ankomsttiden til forsteinnsatsene er som fgr definert ved 1% av maksimum ampli-
tuden pa trasen, og bestemt numerisk. Deretter ble andre nullkrysning plukket,
og de transmitterte bglgenes gjennomsnittshastighet (c,), dominerende periode
(Ty) og dominerende bglgelengde (\;) ble beregnet. Resultatet er vist i figur 3.34,
der verdien av R = A\4/h er plottet mot bglgenes gjennomsnittshastighet (c,) i
det binazre mediet. Figuren viser at overgangen fra straleteori til effektiv medium
teori skjer noe i overkant av R = 10, noe som er i rimelig likhet med resultatene
fra tilfellet med normalt innfallende bglger (figur 3.11) og oy = 10° (figur 3.31).
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Figur 3.32: De simulerte trasene representerer de transmitterte bglgefeltene nar
innfallsvinkelen oy = 15°. N wvarierer fra N = 96 (trase 1) til N = 10 (trase 9).
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Figur 3.33: Simulerte traser av det transmitterte bglgefeltet nar innfallsvinkelen
a; = 15° N varierer fra N =9 (trase 10) til N =1 (trase 18).



81 DYNAMIKK

6000 : ——— — :
: = Teoretisk gjennomsnittshastighet
— Teoretisk effektiv mediumhastighet
5500 - T
5000 *
*
o 4500 : : h
£ | |
- *
s **
= 4000 : R
2 *
7 *
@©
T 3500 * b
*
*
*
3000 - ¥ T
* %
* %
2500 [ : R : 1
2000 — : : “““‘0 : — “““1 )
10 10 10 10

R=A,/h

Figur 3.34: R = \g/h versus bplgenes gjennomsnittlige hastighet (c,). Innfalls-
vinkelen o; = 15°. Quergangen fra strileteori skjer rundt R = 10. Fgrste-aksen
har logaritmisk skala.
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Innfallsvinkelen «; = 19° (neer kritisk vinkel)

De simulerte trasene av det transmitterte bglgefeltet nar innfallsvinkelen a;; = 19°
er vist i figurene 3.35 - 3.36. Denne innfallsvinkelen er naer den kritiske vinkelen
(e & 19.5°), og gir saledes en sveert stor utfallsvinkel (ay = 77.6°). Disse vinklene
gir de to tilsynelatende vertikale hastighetene ¢, ~ 2115 m/s og ¢y, ~ 27941
m/s, henholdsvis. Gjennomsnittshastigheten blir ¢, ~ 6894 m/s og den effektive
mediumhastigheten er gitt ved c., ~ 2668 m/s.

Figur 3.37 viser et plott av R = \g/h mot bglgenes gjennomsnttshastighet (c,)
i det periodiske mediet nar innfallsvinkelen a; = 19°. Overgangen fra straleteori
til effektiv medium teori skjer litt i overkant av R = 10, men det er kun snakk

om en liten forskjell fra tilfellene med de gvrige innfallsvinklene.

Innfallsvinkelen o = 19°

T T T
N = 96 @/b A, 1.
N=72 J\/ 2
N = 48 JV 3.
o |N=36 4%/\,WWM_/V\AWMWV~_ 4.
©
2
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<< [N=18 6
N =15 7.
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! ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figur 3.35: Simulerte traser av det transmitterte bolgefeltet nar N = 96 (trase 1)
til N =10 (trase 9). Innfallsvinkelen c; = 19°.
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Figur 3.36: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet nar N =9 (trase 10)
til N =1 (trase 18). Innfallsvinkelen ca; = 19°.
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Figur 3.37: R = \y/h plottet mot bolgenes gjennomsnittshastighet (c,). Bolgenes
innfallsvinkel c; = 19° (neer kritisk vinkel). Overgangen fra strileteori til effektiv
medium teori skjer rundt R = 10. Fgrste-aksen har logaritmisk skala.
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Sammenligner en trasene fra den numeriske simuleringen med normalt innfallende
bglger (figur 3.5 - 3.6) med trasene fra de numeriske simuleringene hvor bglgene
har ulike innfallsvinkler, ser en at det er lite som skiller dem i tilfellene med mange
lagperioder (tynne lag). Riktignok vil der vaere en viss forskjell, da refleksjons- og
transmisjonskoeffisientene varierer med innfallsvinkelen. I tillegg avhenger gang-
tiden til de ulike “eventene” av innfallsvinkelen, slik at eventuell interferens ogsa
vil kunne variere. Men, som for normalt innfallende bglger, s bygges det opp
en “effektiv”’ bglge nar N er stor nok og lagene er tilstrekkelig tynne (se trase
1 i de numeriske simuleringene). Denne bglgen bestar av multippelenergi, og er
generert av interfererende kort-periodiske multipler fra de mange grenseflatene i
det periodiske mediet. Direktebglgen har forsvunnet pa grunn av transmisjonstap
over grenseflatene, og den “effektive” bglgen er en forsinket bglge. Den propagerer
med en hastighet som er nar den effektive mediumhastigheten, og er lite endret i
form i forhold til det innfallende signalet. Den effektive medium teorien gjgr seg
gjeldene; det binzere mediet oppfgrer seg som et transverst isotropt og homogent

medium.

Nar antall lagperioder (N) blir faerre og lagene blir tykkere, far vi den dispersive
oppforselen hos de transmitterte bglgene. De lave frekvensene kommer til syne
i begynnelsen av bglgepakkene, mens de hgyere frekvensene kommer inn senere.
Amlituden og ankomsttiden til fgrsteinnsatsen blir mindre, og det er umulig a
identifisere de gvrige innsatsene. Selv om innfallsvinklene varierer relativt kraftig

i de ulike simuleringene, er det bare sma forskjeller i de transmitterte bglgefeltene.

Men der hvor direktebglgen forsvinner ved normalt innfallende bglger (N = 7),
begynner forskjellene & komme til syne. I trase 13 (N = 6) til trase 17 (N = 2)
i figurene 3.30, 3.33 og 3.36, hvor innfallsvinkelen er 10°, 15° og 19° (nzer kritisk
vinkel), henholdsvis, ser en at betydelig mindre energi transmitteres gjennom me-
diet enn i tilfellet med normalt innfallende bglger (figur 3.6). Og transmisjonen
blir mindre ved gkende innfallsvinkel. I disse tilfellene varierer lagtykkelsene fra
hy =16 m og hy = 48 m (N = 6) til hy = 48 m og hy = 144 m (N = 2). Det
periodiske mediet er altsa relativt upavirket av gkende innfallsvinkel nar mediet
bestar av et stort antall tynne lag. Men i tilfellene med et lite antall tykke lag, sa
har innfallsvinkelen en stor effekt pa transmisjonen i mediet. Arsaken til dette,
at gkende innfallsvinkel gir betydelig mindre transmisjon for tykke lag og fa lag-
perioder, ser en ved & studere figur 3.38 og 3.39. I figurene er filteret Fiy(w), repre-
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sentert av det binaere mediet, plottet som funksjon av frekvensen og amplituden
(svarte kurver). Innfallsvinkelen o; = 19°. De bla kurvene er absoluttverdien av
Fourier-spekteret til den innfallende bglgen. En sammenligning med figur 3.38 og
3.39 viser at i forhold til normalt innfallende bglger, s& har side-passbandene i det
binzre mediet “kollapset”. For store N (og tynne lag) gir ikke dette noen effekt,
da frekvensinnholdet til den innfallende bglgen ligger innenfor det lavfrekvente
passbandet. Men for sma N (og tykke lag), ligger det lavfrekvente passbandet
og opptil flere av side-passbandene innenfor frekvensbandet til den innfallende
bglgen. Dette forklarer den reduserte transmisjonen i det binaere mediet hvor N

er liten (lagene tykke) og innfallsvinkelen naermer seg kritisk vinkel.

Resultatene fra de numeriske simuleringene med ulike innfallsvinkler, tyder pa at
overgangen fra straleteori (hgy hastighet) til effektiv medium teori (lav hastighet)
er relativt uavhengig av bglgenes innfallsvinkel i det periodiske mediet. Som i
tilfellet med normalt innfallende bglger, er overgangen ganske markant. Dog synes
overgangen a finne sted for noe hgyere verdier av R ved gkende innfallsvinkel, men

kun i sveert liten grad.
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Figur 3.38: De svarte kurvene er filtrene Fy(w) med N =96 (1.) til N =10 (9.).
De bla kurvene er Fourier-spekteret til den innfallende bglgen. Innfallsvinkelen
a; = 19°. I forhold til normalt innfallende bolger (figur 3.12), ser vi at side-
passbandene nesten har forsvunnet. Kun det lavfrekente passbandet star igjen,
huvilket gjor at mediet fungerer som et lavpassfilter.
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Figur 3.39: De svarte kurvene er filtrene Fy(w) med N =9 (10.) til N =1 (18.).
De bla kurvene er Fourier-spekteret til den innfallende bglgen. Innfallsvinkelen
a; = 19°. 1 forhold til normalt innfallende bolger (figur 3.13), ser vi at side-
passbandene nesten har forsvunnet. Kun det lavfrekente passbandet star igjen,
huilket gjor at mediet fungerer som et lavpassfilter.
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Figur 3.40 viser Fourier-spekteret til den innfallende bglgen (bla kurver) og
filteret Fiy(w) (svarte kurver) i frekvensdomenet. Det binazre mediet bestar av
5 lagperioder, og innfallsvinkelen varierer som o = 0 (a), oy = 10° (b), oy = 15°
(c) og a; = 19° (d). Figuren viser at det lavfrekvente passbandet er svaert stabilt
nar innfallsvinkelen gker, i motsetning til side-passbandene. Disse “brytes opp” og
blir smalere nar innfallsvinkelen gker. Naer kritisk vinkel (o; = 19°) er det bare

tynne “notcher” igjen av side-passbandene. Side-passbandene har “kollapset”.
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Figur 3.40: De svarte kurvene er filteret Fx(w) med N = 5 for 4 ulike innfalls-
vinkler; op =0 (a), a1 = 10° (b), g = 15° (¢) og ay = 19° (d). De bli kurvene er
Fourier-spekteret til den innfallende balgen. Nar innfallsvinkelen gker, gdelegges
de hgyfrekvente side-passbandene.
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3.6.1 Snudd sekvens for stgrre innfallsvinkler

P-bglgehastighetene i medium 1 og medium 2 ved ¢; = 2000 m/s og ¢, = 6000
m/s gir en kritisk vinkel a, & 19.5°. Da kun P-bglger er inkludert i modelleringen,
er det klart at ingen energi vil transmitteres for stgrre innfallsvinkler enn kritisk
vinkel. For a se pa noen tilfeller med litt ekstreme innfallsvinkler, kan vi unnga
dette ved & bytte de fysiske egenskapene til lagene i det binzere mediet. Ved a
la det binzere mediet besta av 3/4 medium 1 og 1/4 medium 2 med hastigheter
og tettheter som i tabell 3.6, far vi en modell som er ekvivalent med en snudd

sekvens av den bineere utgangsmodellen.

| | P-bglgehastigheter | Bulktettheter |
Medium 1 | ¢ =6000m/s | p; =6 kg/dm?
Medium 2 | ¢, =2000 m/s | pp = 2 kg/dm?

Tabell 3.6: P-bglgehastigheter og bulktettheter til de to komponentene i det bincere
mediet der de fysiske egenskapene til lagene er byttet om.

Innfallsvinkelen o; = 40°

I figurene 3.41 - 3.42 er innfallsvinkelen o; = 40°. Bglgene brytes na mot innfalls-
loddet i overgangen fra medium 1 til medium 2, fordi P-bglgehastigheten minker
over grenseflaten. Utfallsvinkelen er gitt ved as &~ 12.4°. Disse vinklene gir de
tilsynelatende hastighetene i medium 1 og medium 2 ved c¢;, &~ 7832 m/s og
¢2, = 2048 m/s, henholdsvis. Gjennomsnittshastigheten (c,) og den effektive
mediumhastigheten (c.,) beregnes fra ligningene 3.20 - 3.22, og er gitt ved ¢, ~
4591 m/s og ce, &~ 2506 m/s.
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Snudd sekvens, innfallsvinkelen a, = 40°
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N =72 @/L 2
N =48 W 3
o[N=% — &\ 14
©
o}
ZIN=24 N\ e ]
= 5
e
< |N=18 6
N =15 -
N=12 e~ g
N=10 — ¢~ ~—— — 109
(; 0‘.1 0‘.2 013 014 015 OEG 0‘.7 Oi8 0i9 1
Tid (s)

Figur 3.41: Simulerte traser av det transmitterte bolgefeltet med N = 96 (trase
1) til N =10 (trase 9) ndr innfallsvinkelen oy = 40°. De fysiske egenskapene til
lagene i det binere mediet er byttet om, slik at ¢; = 6000 m/s, c; = 2000 m/s,
p1 =6 kg/dm® og p, = 2 kg/dm3. Det binere mediet bestir ni av 3/4 medium 1
0g 1/4 medium 2.
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Snudd sekvens, innfallsvinkelen a, = 40°
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Figur 3.42: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet med N = 9 (trase 10)
til N = 1 (trase 18) ndr innfallsvinkelen «; = 40°. De fysiske egenskapene til
lagene i det binere mediet er byttet om, slik at ¢; = 6000 m/s, c; = 2000 m/s,
p1 =6 kg/dm? og p, = 2 kg/dm?. Det binere mediet bestir ni av 3/4 medium 1
0g 1/4 medium 2.
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Figur 3.43: Forholdet R = \g/h plottet mot bolgenes gjennomsnittshastighet (c,)
i det binceere mediet som tilsvarer en snudd sekvens. Innfallsvinkelen oy = 40°.
Overgangen fra straleteor: til effektiv medium teor: skjer ved R = 10. Forste-aksen
har logaritmisk skala.
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Innfallsvinkelen o = 60°

Figurene 3.44 - 3.45 viser den numeriske simuleringen av det transmitterte bglge-
feltet nar innfallsvinkelen o; = 60°. Utfallsvinkelen ay er gitt ved oy & 16.8°. De
tilsynelatende vertikale P-bglgehastighetene (c¢;, og c2,), gjennomsnittshastigheten
(c.) og den effektive mediumhastigheten (c.,) blir na ¢;, = 12000 m/s, ¢z, ~ 2089
m/s, ¢, &~ 5489 m/s og c., ~ 2604 m/s, henholdsvis.

Snudd sekvens, innfallsvinkelen o, = 60°
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Figur 3.44: Simulerte traser av det transmitterte bolgefeltet for N = 96 (trase 1)
til N = 10 (trase 9) ndr innfallsvinkelen er 60°. Egenskapene til medium 1 og
medium 2 i det binere mediet er nd byttet, slik at ¢, = 6000 m/s, py = 6 kg/dm?,
co = 2000 m/s og p1 = 2 kg/dm?®, henholdsvis. Lagperiodene bestdr i hvert tilfelle
av 3/4 medium 1 og 1/4 medium 2.
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Snudd sekvens, innfallsvinkelen o = 60°
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Figur 3.45: Simulerte traser av det transmitterte bplgefeltet for N =9 (trase 10)
til N =1 (trase 18). Egenskapene til medium 1 og medium 2 i det bincere mediet
er nd byttet, slik at c; = 6000 m/s, p = 6 kg/dm?, co = 2000 m/s og p; = 2
kg/dm?, henholdsvis. Lagperiodene bestdr i hvert tilfelle av 3/4 medium 1 og 1/4
medium 2. Innfallsvinkelen er a; = 60°.
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Figur 3.46: Forholdet R = \g/h plottet mot bolgenes gjennomsnittshastighet (c,)
i det binere mediet som tilsvarer en snudd sekvens. Innfallsvinkelen oy = 60°.
Overgangen fra strileteor: til effektiv medium teort skjer litt © overkant av R = 10.
Forste-aksen har logaritmisk skala.
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Resultatene av de numeriske simuleringene med innfallsvinkelene oy = 40° og
ae = 60° er ikke uventet relativt like de numeriske simuleringene med mer mo-
derate innfallsvinkler. Dette har sammenheng med at nar vi bytter de fysiske
egenskapene til lagene i det binaere mediet, s brytes bglgene mot innfallsloddet
(vertikalen) ved grenseflaten mellom mellom 1 og medium 2. En moderat innfalls-
vinkel i laget med lav hastighet gir en stor utfallsvinkel i laget med hgy hastighet,
mens en stor innfallsvinkel i laget med hgy hastighet da gir en moderat utfalls-
vinkel i laget med lav hastighet. Men simuleringene og resultatene er med pa &
bekrefte at overgangen fra straleteori til effektiv medium teori er lite pavirket av
bglgenes innfallsvinkel (). I figurene 3.43 og 3.46, hvor innfallsvinkelen er 40°
og 60°, henholdsvis, skjer overgangen fra straleteori litt i overkant av R = 10.
Dette er det samme resultatet som fra situasjonen med normalt innfallende bglger
og innfallsvinkler opp mot kritisk vinkel i den binzre utgangsmodellen. I tillegg
viser de simulerte trasene at transmisjonen reduseres betraktelig i tilfellene med

fa lagperioder (tykke lag) nar innfallsvinkelen gker.



Kapittel 4
Oppsummering og konklusjon

Hastigheten til akustiske bglger som propagerer i et horisontalt lagdelt, periodisk
medium er sterkt avhengig av skalaen pa geologien i mediet. Det har blitt slatt
fast at nar den dominerende bglgelengden (\) til det innfallende signalet er
mye stgrre enn tykkelsen (h) til lagperioden i det periodiske mediet, A > h,
sd narmer hastigheten seg den effektive mediumhastigheten (c). I det andre
ekstreme tilfellet, nar A < h, sa er hastigheten til den propagerende bglgen sveert
naer mediets gjennomsnittshastighet (c). Dette er ogsa bekreftet i de numeriske
simuleringene i denne oppgaven. Begge hastighetene varierer bade med hensyn
pa materialforholdet (den relative volumandelen) og de fysiske egenskapene til

komponentene i det periodiske mediet.

Nar den effektive medium teorien gjor seg gjeldende, finnes det en udempet bglge
som transmitterer gjennom det periodiske mediet. Den er lite endret i form i
forhold til den innfallende bglgen, og propagerer med en hastighet som er naer den
effektive mediumhastigheten (c.). Denne “effektive” bglgen bestar utelukkende av
multippelenergi, fordi direktebglgen har forsvunnet som fglge av transmisjonstap
over grenseflatene. Den “effektive” bglgen er en forsinket bglge, bygget opp av

interfererende kort-periodiske multipler fra de mange lagene i mediet.

For faerre lagperioder (og tykkere lag) far vi dispersjon. Hastigheten som bglgene
propagerer med blir frekvensavhengig. De lave frekvensene kommer da til syne
i begynnelsen av bglgepakkene, mens de hgyere frekvensene kommer inn senere.
Dispersjonen er markant i skillet mellom de to regimene; den effektive medium

teorien og straleteorien. Amplitudene til fgrsteinnsatsene blir mindre nar lag-

98
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tykkelsene gker og N (antall lagperioder) blir mindre. Dette skyldes trolig mangel
pa eller utilstrekkelig konstruktiv interferens mellom multiplene som genereres i
det periodiske mediet. Dette har igjen sammenheng med at multiplene blir mer

lang-periodiske nar /N blir mindre og lagtykkelsene gker.

Periodiske medier opptrer som filtre pa bglger som propagerer i dem. Bglgene kan
kun propagere innenfor frekvensband hvor | £ |< 1. Dette er de sakalte tillatte
band. Frekvensband som korresponderer med | £ |> 1 er kjent fra teorien om
bglgepropagering i krystaller som forbudte band. Frekvensband hvor | £ |> 1
resulterer da i flyktige (evanescent) bglgefelt, balgefelt som avtar eksponentielt
med propageringsavstanden. Transmisjonen | Ty |— 0 innenfor de forbudte
frekvensband nar antall lagperioder N — oo. Disse filtrene som representeres av
det periodiske mediet bestar derfor fglgelig av passband i frekvensbandene hvor
| € |< 1 og stoppband der | £ |[> 1. En sammenligning og analyse av de numeriske
simuleringene og filtrene representert av det binaere mediet, for ulike innfallsvink-
ler, viser at det lavfrekvente passbandet er sveert stabilt nar innfallsvinkelen gker
opp mot kritisk vinkel. Men side passbandene splittes opp og blir smalere ved
gkende innfallsvinkel. Naer kritisk vinkel “kollapser” side-passbandene, kun tynne
“notcher” star igjen. For store N (og tynne lag) gir ikke dette noen merkbar effekt,
fordi frekvensinnholdet til den innfallende bglgen ligger innenfor det lavfrekvente
passbandet. Men for sma N (og tykke lag), ligger det lavfrekvente passbandet
og opptil flere av side passbandene innenfor frekvensbandet til den innfallende
bglgen. Dette resulterer i kraftig redusert transmisjon i det binsere mediet for

sma N (tykke lag) nar innfallsvinkelen gker.

Jeg har prgvd & sla fast overgangen fra straleteori til effektiv medium teori ved
R = \y/h forhold, hvor A\, er den dominerende bglgelengden til det transmitterte
signalet, mens h er tykkelsen til lagperioden i det periodiske mediet. Men over-
gangen fra straleteori til effektiv medium teori synes a vaere avhengig av bade de
fysiske egenskapene til komponentene i det periodiske mediet og materialforholdet
(sammensetningen) mellom disse. I det binazre mediet med P-bglgehastigheter
c1 = 2000 m/s og ¢, = 6000 m/s, bulktettheter p; = 2 kg/dm® og py = 6
kg/dm? og lagperioder bestaende av 1/4 medium 1 og 3/4 medium 2, henholds-
vis, fant jeg at overgangen fra straleteori til effektiv medium teori ved normalt
innfallende bglger skjer for R = 10. Denne verdien er konsistent med resultatet

fra eksperimentet til Marion & Coudin (1992), hvor et binsrt medium med noe
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hgyere kontrast i akustisk impedans og et annet materialforhold ble benyttet.
En endring av de fysiske egenskapene tilhgrende medium 2 (satte co = 4000
m/s og p, = 4 kg/dm?, henholdsvis) gav en lavere og mindre markant overgang
(R =~ 7 — 8) fra straleteori til effektiv medium teori. Bglgene var normalt inn-
fallende. Dette stgtter arbeidet til Carcione et al. (1991) som konkluderte med
at overgangen finner sted for lavere verdier av R ved lavere kontrast i akustisk

impedans; overgangen er avhengig av reflektiviteten i mediet.

Det relative materialforholdet (sammensetningen) ble ogsa endret, slik at lag-
periodene bestod av 3/4 medium 1 og 1/4 medium 2. Denne situasjonen gav ogsa
en lavere og mindre markant overgang (R ~ 6 — 7) fra straleteori til effektiv
medium teori. Dette strider mot konklusjonene til Marion et al. (1994), hvor de
hevdet at overgangen er nesten uavhengig av volumandelen av de to komponen-

tene i mediet.

Derimot synes overgangen fra straleteori til effektiv medium teori a vare relativt
upavirket av innfallsvinkelen (c). Ulike innfallsvinkler ble testet, og gav over-
gangen fra straleteori til effektiv medium teori rundt R = 10. Riktignok synes
overgangen & skje for litt hgyere verdier av R ved gkende innfallsvinkel, men

forskjellene er minimale.
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Tillegg A

Utledninger

A.1 Forholdet mellom gjennomsnittshastigheten

og den effektive mediumhastigheten

Nar lagtykkelsene hy = hy, gir ligningene 2.1 og 2.3

1 171 1
(e d)
c 2\c ¢

1 _1(1+1>
K. 2\K, K,

1
pe =5 (p1+p2)

Ved & sette inn for gjennomsnittshastigheten (c) og den effektive mediumhastigheten
(ce = +/Ke/pe), er forholdet mellom dem gitt ved

2
<L+L> 2/Pe
c/ce = =2 P

EOVEGR) )

[\
N[
~~
2
=
_+_
>
D
N—

Pe
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e Gra) () e e

(&+2) (1+2)3

Videre definerer vi hastighets- og tetthetskontrastene ved ¢, = ca/c; 0g
pr = p2/p1, henholdsvis, slik at

c/ce = U—iicr)\l(l—i_pr) (p;(—cl%‘Fp;{—cf)
et (3 2)
:(1ic,)J<1+p,> <+pi)

Til slutt far vi uttrykket som er gitt i ligning 2.4

1 \/(1 + pr) (1+ pyc?)

c/c. =
/%= T3 a) o

A.2 Unimodularitet

En kan vise at “stack-matrisen” S er unimoduleer ved & regne ut determinanten.

Determinanten er gitt ved

det(S) = 511522 - 812521
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1 2 2 7"%2 4 2 7'%2 2 2 2
:m 1_7"12Z2_722+T12_7"12+Z_22+7’12Z2_7’12
Til slutt far vi
1 (1—17%)2
det(S) = ————[1— 272, + 98] = =120
t(8) = gy [~ bt ] = Ty

som bekrefter at S er unimodulaer. Skulle derimot S veert uniter, matte den

tilfredsstilt relasjonen S = (S*)T. Disse kravene tilfredsstiller den ikke.

A.3 Egenverdier

Egenverdiene til “stack-matrisen” S er gitt ved lgsningen av det karakteristiske

polynomet.

det(S — AI) = 0

(S11—A) S12
So1 (S22 = A)

(S11 = A)(S22 — A) — 512591 =0

511892 — S11A — Saod + A% — S1585; = 0

A — (S11 + S22)A + (S11S22 — S125921) =0

Sporet til en matrise er definert som summen av diagonalelementene. Vi bruker

her betegnelsen trace(S), og setter inn:
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A? — trace(S)A + det(S) = 0

N —trace(S)A+1 = 0

trace(S) £ \/(trace(S))2 -4
2

= )\1,2 =

_ trac2e(S) i«trac;(S))?_l

_ trace(S) ii\ll ] (trm:e(s))2

2 2

Videre definerer vi

trace(S S+ S Si1 + St
€= 2( ): 112 22 _ 112 11:%(511)

slik at egenverdiene blir

)\1,2:fﬂ27;\/1—§2

der £ er en reell stgrrelse.

A.4 Egenvektorer

Egenvektorene u og v tilhgrende de to egenverdiene finnes som ikke-trivielle

lgsninger (x) av det homogene ligningsystemet

(S—-A)x=0
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(S11—A) Si2 T | 0
521 (522 — /\) i) B 0

Dette ligningsystemet gir totalmatrisen med rekke-ekvivalens som angitt

521 (522 — )\) 0 0 (522 - A= §12§2l) 0

S11—A

(Su—=A S 0 ] N { (S — A Stz 0 ]

Det er klart at uttrykket i element (2,2) ma vaere lik null for at ikke-triviell
lgsning skal eksistere. Algebraisk sett er det trivielt a vise det, men vi tar det

med her likevel.

512821 _ (522 - )\) (Sll - )\) - 512521 _ 511522 - Sll)\ - 522)\ + )\2 - 512521

S Si— A B Si— A

. det(S) — )\(811 + 522) + /\2 o 1-— )\(811 + 522) + )\2 . 1-— 2)\5 + )\2
B Sll_/\ B Sll_)\ B Sll_)\

1= 26(E+i/1T -84 (E£i/1-8)?
B Sii— A

C1-282F 261 -8+ £260/1 -8 — (V1 -82)?
B Si— A

_ 12 F U@+ €%V -1+
h Si1— A =

Dermed blir ligningsystemet (totalmatrisen) pa fglgende form

(S11—A) Si2 0 N
521 (522 — )\) 0

(Sn—)\) 512 0
0 0 O
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Nar dette sa skrives ut, far vi

(511 — /\)xl —+ 512$2 =0=z; =

Og lgsningen er endelig gitt ved

—S19
T
X = ! =25 | U | = u=
i) 1

A.5 Diagonalisering

SlQ
)\1 - Sll

)

)\2 - Sll

Na kan “stack-matrisen” S diagonaliseres. Det vil si at S skrives som produktet
av en matrise P som bestar av egenvektorer til S, en diagonalmatrise D med de

korresponderende egenverdiene og den inverse matrisen til P (P~'), altsi

S =PDP!
_ Sio Sio At 0 1 (A2 — S11)  —Si2
(M1 = S11) (A2 —S11) 0 )y | det(P) —(A1 = S11)  Sie

Her er determinanten til matrisen P gitt ved

det(P) = 512()\2 - 511) — 512()\1 - Sll) - 512()\2 - )\1)

Hensikten med diagonaliseringen er at Q = S¥ blir lett & beregne, fordi

Q=S"=pPD"P!

Sl2 512
()\1 - Sll) ()\2 - Sll)

(/\2 - Sll) _Sl2
_()\1 - Sll) S12

AV0 1
0 A det(P)
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_ 1 /\{VSH /\5512 ()\2 - Sll) _512
det(P) AN = S11) A (A — Sn) —(A = 511)  Si2
_ 1 S11812(A" = M) + S12(AY A2 — A ) St (A = AY)
det(P) ()\{V - Aév)(/\l - Sll)()\Z - Sll) )\év()\Z - 511)512 - )\{V()\l - 511)512
S11(AY =AN) A (AN TN S12(AY —AN)
_ A2—A1 A2—A1
- [ (A =AY (A1 —511)(A2—511) AV (A2—S11) AV (A1 —S11)
S12(A2—A1) A2—A1

Setter vi inn for A Ay = det(S) = 1 og benytter at A\; + Ay = Si; + Sa (fordi

matrisene S og D er similere), og i tillegg

(A1 = A2) (A1 — S11) (A2 — S11)

521 =

S12(A2 — A1)
far vi at
AV A A Ay —AY)
[Qn Q12 ] _ [Sn DY VRN FE ¥ v Si2 A=\ )
— Ay (S22—A1)—A7 (S22 — A2
1 2 2 1
Q21 Q22 521 A1—A2 A2—A1
g AN Ay g OF=A)
— 0 A2 —Ai 12 DM
g MY G XN AN
21732 227~ x A2—A1

A.6 Parameteren &

Parameteren £ er definert ved £ = %(Sn + S53). Ved & sette inn for matrise-

elementene S, og Soo, far vi
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1 2
= 2% [2 cos(0; + 63) — 2ri, cos(f; — 02)]

Dette gir £ som i ligning 2.29, det vil si

_cos(0y + 02) — 13, cos(61 — 65)
N 1-— 7‘%2

3

Videre omforming av uttrykket gir

£ = ﬁ [cos 01 cos By — sin 0 sin Oy — T'fQ cos 61 cos Oy — 7‘%2 sin @ sin 6,
—Ti2

2
+ 719

2
1o

= cos By cos by — sin 64 sin 6,

Ved & sette inn for (1 + r%,)/(1 — r%,) = P (midlere impedanskontrast), far vi

uttrykket som er gitt i ligning 2.26, altsa

& = cos By cosfy — Psin b sin by



Tillegg B

MATLAB programmer

B.1 Numerisk simulering, transmitterte bglgefelt

function| | = simulering(rho1,c1,rho2,c2,alfa);

% function| | = simulering(rhol,c1,rho2,c2,alfa)

% Algoritmen gir de transmitterte boelgefeltene fra det periodiske mediet.
% Tetthetene rhol & rho2 (kg/dm"3), hastighetene c1 & ¢2 (m/s) og

% innfallsvinkelen alfa (radianer) spesifiseres i input.

% Antall lagperioder varierer fra N=96 (trase 1) til N=10 (trase 9).

% Mediets totale tykkelse er konstant (384 m).

% Lagperiodene bestér av 1/4 medium 1 og 3/4 medium 2.

% diverse parametre, tid & frekvens:

n = 8001; % antall samples

T = 8; % varigheten til signalet

dt = T/n; % samplingsintervall (tid);

t = [0 : dt : T-dt]; % tidsaksen

fn = 1/(2*dt); % Nyquist-frekvensen

df = 1/T; % samplingsintervall (frekvens)

f = |[-fn+df/2 : df : fn-df/2|; % frekvensaksen

w =2%pi*f; % den angulaere frekvensen

s = wavelet(30,n,T); % henter kausalt signal fra wavelet.m
R = fft(s); % Fourier-spekteret til signalet

111



B.1 NUMERISK SIMULERING, TRANSMITTERTE BOLGEFELT 112

figure(1);

N = 96; % antall lagperioder
h1l = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)
tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1

gamma = asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1~2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(1:1:nl)];
y = abs(g);

I = find(y>=0.01*max(y));

ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g = g + 13%ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,13,’1. fontsize’,20);
text(-0.14,13.12,’N = 96’ ’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 72; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”~2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 11.5%ones(1,length(g));

plot(t,real(g), b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,11.5,°2.",’fontsize’,20);
text(-0.14,11.62,’N = 72’ *fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 48; % antall lagperioder
h1l = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I — find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 10%ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,10,’3.”, fontsize’,20);
text(-0.14,10.12,’N = 48’ *fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid



115 MATLAB PROGRAMMER

N = 36; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”~2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 8.5%ones(1,length(g));

plot(t,real(g), b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,8.5,’4.”,"fontsize’,20);
text(-0.14,8.62,’N = 36’,’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 24; % antall lagperioder
h1l = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I — find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g = g + T*ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,7,’5.”, fontsize’,20);
text(-0.14,7.12,'N = 24’ *fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 18; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”~2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 5.5%ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,5.5,°6.", fontsize’,20);
text(-0.14,5.62,’N = 18’,’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 15; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 4%ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,4,’7.”, fontsize’,20);
text(-0.14,4.12,’N = 15’ ’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 12; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”~2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + 2.5%ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,2.5,°8.", fontsize’,20);
text(-0.14,2.62,’N = 12’ ’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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N = 10; % antall lagperioder
hl = 96/N; h2 = 288/N; % lagtykkelser (i meter)

tetal = w*h1*cos(alfa)/cl; % fasevinkel 1
gamma — asin(c2*sin(alfa)/cl); % utfallsvinkel beregnet fra Snells lov
teta2 = w*h2*cos(gamma)/c2; % fasevinkel 2

Y1 = cos(alfa)/(rhol*cl); % akustiske admittanser
Y2 = cos(gamma)/(rho2*c2);

r1=(Y1-Y2)/(Y1+Y2); % refleksjonskoeffisienten

% matrise-elementer fra “stack-matrisen” S
S11 = (exp(-i*(tetal+teta2)) - (r1~2)*exp(-i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);
S22 = (exp(i*(tetal+teta2)) - (r1”2)*exp(i*(tetal-teta2)))/(1 - r1°2);

xi = .5%(S11 + S22); % parameteren xi

% Henter Chebyshev-polynomer fra algoritmen cheb.m
Q22 = S22.*cheb(xi,N-1) - cheb(xi,N-2); % matrise-element fra Q=S"N

F = 1./Q22; % filteret

F — ifftshift (F);

G = F.*R;

g = ifft(G);

g = fitshift(g);

nl = (n-1)/2; g = [g(nl+1:1:n), g(l:1ml)];

y = abs(g);
I = find(y>=0.01*max(y));
ankomstindex = I(1);

ankomsttid = t(ankomstindex);
g — g + ones(1,length(g));

plot(t,real(g),’ b’,ankomsttid,real(g(ankomstindex)),’ok’); hold on;
text(1.02,1,’9.”, fontsize’,20);
text(-0.14,1.12,’N = 10’,’fontsize’,12);

clear y I ankomstindex ankomsttid
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axis([-.15 1 0 14]);

set(gca, ytick’,[ |,’xtick’,[0:.1:1]);

xlabel("Tid (s)’, fontsize’,16,"Font Weight’,’bold’);
ylabel(’ Amplitude’, fontsize’,16,"Font Weight’’bold’);
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B.2 Kausalt signal

function[s] = wavelet(fs,n, T);

% function|s] = wavelet(fs,n,T)

% Algoritmen genererer et kausalt signal fra nullfase Ricker-wavelet.
% Input parametre:

% fs - senterfrekvensen (i Hz) til Ricker-waveleten.

% n - antall samples i tid.

% T - signalets varighet

dt = T/n; % samplingsintervall

t = [-T/2 + dt/2 : dt : T/2 - dt/2]; % tidsaksen

a = (pi*fs)~2;

h — (1-2%a*(t.”2)).*exp(-a*(t."2)); % signalet h(t), nullfase Ricker-wavelet
y = find(h>0);

s = [zeros(1,1) , h(y(1):1:length(h)) , zeros(1,y(1)-2)]; % signalet s(t)

t=[0 : dt : T-dt|; % ny tidsakse
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B.3 Chebyshev polynomer (second kind)

function|Un| = cheb(x,n)

% function|Un| = cheb(x,n)

% Algoritmen gir Chebyshev-polynom (second kind) av grad n.

% Vektoren x og graden n av polynomet spesifiseres i input.

% Chebyshev-polynomet er definert rekursivt ved Un(x) = 2xUn-1(x) - Un-2(x).
% Startverdiene er U0(x) = 1 og Ul(x)=2x.

m = length(x); % lengden av vektoren x

U0 = ones(1,length(x)); % startverdier
Ul = 2%x;

fori = 1:1:n-1
Un = (2*x.*U1) - UO;

U0 = Ul;
Ul = Un;
end

Un = Ul; % output: Chebyshev-polynom (second kind) av grad n



