




Department of Mathematics

University of Bergen
ISSN - 0332-5407

5007 Bergen - U
NORWAY

DIE STRUKTUR DER REGULAREN

DARSTELLUNGEN

von

CHRI STOPH KIRFEL

Report No, 50 May 198 7





1

EINLEITUNG

Regulare Daratellungen von Zahlen haben eine groaae Bedeutung

im Reichweitenproblem, weahalb wir mit der Vorsteliung dieses Pro

blema beginnen mochten.

Sei Ak » a 2 , ..., ak ]c V eine Menge von naturliohen

Zahlen mit 1 « <a 2 <,.. <ak , dann laaat aioh jede Zahl N 6 I

daratellen ala N *  *k>wl ak-1 + ~. + x., wobei wir x, £ N

vorauaaetzen wollen. Pabei veratehen wir unter N die Menge der

naturliohen Zahlen einachlieaalich der Null.

Mit hAk wollen wir die Menge derjenigen Zahlen bezeichnen,

die mit hochatena h Summanden aua Ak daratellbar aind?

A,, wir dann eine h-Baala oder einfach eine Baaia.UT  » ———»—» i. i» «nu «i

Wir betrachten nun die kleinate Zahl N 6 N, die nicht mit

hochatena h Summanden aua Ak dargeatellt werden kann. Wir

nennen N - 1 die h~Reichweite ) von A^i

nh(Ak ) - min fn £N[ nå hAkl - 1

Mit h mochten wir die kleinate Summandenzahl, bel der die

Reichweite eratmala daa groaate Element ak überachreitet, be

zeichnen;

hQ - h {Qk) * min {h 6N j nh (Ak ) > akJ.

Bei der regularen Daratellung einer Zahl N € M mit Hilfe

 on Ak verwendet man daa groaate Element ak aooft ala mag

lien, dann daa zweitgroaata aooft ala mogllch u.a.w. Weil a 1  1,

fuhrt dieaer Prozeaa zum Ziel. Regulare Daratellungen spielen eine

groaae Rolle lm Reichweitenproblem. Paat alle bekannten Konatruk

tionen z.B. von»guten Baaen" - alao aolchen mit groaaer Reien

weite - gehen von regularen Daratellungen zuzuglich einlger weni»
n

ger zuaatzlicher Daratellungen aua. Andereraeita macht die Dett-





nition der Regularitat, die ja k - 1 Bedingungen enthalt,
•i

namlich

die Entscheidung, ob eine Darstellung regular ist oder nicht,

nicht einfaeh. Deshalb kann es von Bedeutung sein f mehr über

diese Sarte Darstellungen zu erfahren, was wir nier versuchen

wollen.

Beachrankt man sich auf regulare Darstellungen, so kann man

nun auch nach der sogenannten regularen Relchweite Sn(\) v°n

A, fragen, die nur mit regularen Darstellungen erreicht werden

soll, Ahnlich steilt sich die Prage nach dem neuen hQ , bei dem

die regulare Reichweite erstmals das grosste Element ak erreicht.

(Aus nh(Ak ) > BhUk ) folgt hQ >hQ .) Beide Probleme aind bereits

vollstandig gelost, erstmals von Hofmeister [l] f tfir verwehden je

doch die Darstellung aus Kirfel und Selmer [2],

Zur Bestimmung von hQ nund ghUk ) muss zunachat folgenderK ti
Divisionsalgorithmus durchgefuhrt werden, dessen Algorithmusgrosaen

wir auch im folgenden laufend benutzen werden:

a. » 1

So w i a 1"

(1)

 «

Dann gilt, wie Selmer in [2] zeigt?

Kri.*']
/ i x l a j a i' s 51 «ni k,

o » r 1 < 1

0 <r 3 < a 3

3 = f2 a 2 + r2*

a 4  r2 - f 3 a 3 + r ; ,

0 4 r l+l < a i+la i + 2 +ri " fi+l Bl+l + ri>l'

°^Vi < Vrak + rk-2 = fk-A-l + rk-l

( 2 ) (f j- i)
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(3)

u

Im folgønden wollen wir nun immer wieder di© reguXare Daratellung

einer Zahl Ne», N <a k ,namlich N = 2jp 1 x.a. betrachten und
moglichst viele Informationen über die x. sammeln.

Trivialerweiae gilt x, 4fy da (f. + 1)a. a. ~ Dieg laast
sich auch noch generaiiaieren, wie wir in Satz 2 aehen werden.

Wir beginnen mit

SATZ 1. Sei N 6», N <a. und N« S l f"" 1 x,a 4 die reguXare

Darstellunq von N mit Wir bezeichnen mit q. < q«<, ~< q

samtliche Indizea i mit x.  f,, dann gilt;

Wir aetzen q, .  b und q. * c f Dann iat c * b t 1

unmogXichi denn

was der Regularitet der Daratellung widørapricht

Ve +(f c-r l)a c-1+ ••• + (*W I)a b + l +f b a b * a c+l + V r c* r b-1 > a c+l>

was uns den gleichen Widerapruch wie oben bringt. AXao findet aich

"zwischen" x fe *f. und x Q  f Q immer noch ein Xj <f j -2,

b < j< c , und unaer© Behauptung (4) iat bewiesen, wenn wir

/ g h (A k ) =(h - h 0)a k + gf? (A k ), h> h Q - 1

" ZT 1 <*j - 1)« j  a k - 1 . 2a k - vr 2.

(4) Es ftlbt Indjges 1 l-j <q l und q, <i. < q, f

] s 2, 3, ..#*m f aodaas x. <C f, - 2 und x* < f* - 2.
x l 1 I j s " l J

f b + 1 a b + 1 + f b a b " a b + 2 +r b " r b + 1 + a b + 1 ' r b * r b-1 > a b + 2«

Angenommen x, * f, - 1, j = b+l, b+2, .f» c-1, so Ist

Il
noch bedenken, dass naturlich > 1 und

f qi V ( V 1 ~ 1) V 1+ •" + (a 2 = V l+ W 1> V l '
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SATZ2. Sel N£N,N < ak und N - 21^ 1 a j die regulere

BEWEIS? Wie im Beweis von Satz 1 bereits gezeigt, gibt

schen q, und q. + 1 immer ein i, mit éi ?\ -2, Beim Auf

summieren von aufeinanderfolgenden Koeffisienten überschreitet die

SATZ 3. Sei N6N,N < ak und N  ZJ["" 1 Kjftj die regulare
Darstellung von N mit A.. Gilt fur einen Index ssil Hl ii iii il nn «11111.1 iHi.i.... liiin im i i . li i 111 II J£ » i nnl mon  ' i II II iII .11 lii .1 Ji I1» 111 .il il I 111 lii'«l

* a »?a -2- d. fur d e » Q> ao «ilt 2li *j ho ~d '

BEWEIS: Falla x, ,£ f, - 1, j m 1, 2, t . f# k-1, so ist die Be

hauptuag trivial.

Sei nun x, ,- 1 fur j€jl, 2, • *., k-I'Ajqi und x f ,

so gilt wieder 2L i x i 0" d *

Also koncrøn wir annehmen, dass es mehrere Indizee < q2 < •#.<q

gibt mit xn  f.i] 1» 2| mi n. Nach Satz 1 gibt es dann

auch Indizes

mit x, < f 4 - 2 und x, 4fi " 2 - Dabel kann s einer dieser

Indizes sein und

regulare Darstellung von N mit Gibt es Indizes Sj,

j*l, 2, ~., p mit x a *fa -2- åy dj £ HO , ao ist

Im folgenden Satz mochten wir diejenigen Zahlen charakterisieren,
die in ihrer regularen Darstellung exakt Summanden verwenden

und selbst kleiner als das grosste Element sind.

Daratellunn von N mit dann gllt:

(5) Z.% *j Zj (fj -D+ 1. l£q«Q<k

£> WJ. <m

Summe alao nie JF j {f* - 1) + 1.

Zl" 1 *j^2-l" 1 (f j " 1) +m-m-d=tf0 -d.

KOROLLAR. Sei NGMf N < und N * 1 *j*j die





SAIL4. Sei N€ W, N <ak und N--^ 1 x jftj die regulare

P&rateUung von N mit und sei £*~ 1 Xj , £q , dann hat
N folgende Form;

BEWEISi Beide Typen haben die Koeffizientenaumme h • Weiterhin
iat auch klar, daaa x, Mit Hilfe von Sata 1 wnd satz 3

iat die Behauptung dann aofort bewiesen#

BEWEISi Wir konatruieren eine Menge P von Zahlen, die alle

regularen Daratellungen mit genau nQ Summanden umfaaat und leicht
It *' M

abzuzahlen iat, UtU* aber zu groas auafallt. Wir aetzen zunachat

alle Xi in einer Daratellung gleich f, - 1, Dann wahlen wir, ob

der Index 1 i 1 aein aoll oder nicht, und fahren ao fort, indem

wir fur jaden Index entacheiden, ob er zur Henge M * {!* s

q 2, , f# , i, q j gehoren aoll oder nicht, Dabei konnen wir frei
wahlen, muaaen nur aufpaaaen, dass wir insgeaamt eine gerade An

zahl von Indizea in der Henge M sammeln. Dabei ergibt aich auto

matiach aua åen bereits vorher gewahlten Indizea, ob ein Index zu

den i* oder q, gehort, onne dass dies die Wahl beeinflusaen

wurde. Wir benutzen den grosaten Index k-1 dazu, die Elemente-

zahl in M gerade zu machen, haben dann aber dort keine Wahl
k-2

mehr, aondern xkwl ist beatimmt. Insgeaamt ergeben aich alao 2
Mogllehkeiten, da wir an k - 2 Steilen jeweila zwiachen zwei Al

ternativen, x,£ H oder x, « f, - 1. entacheiden konnen.

Entweder a) x, »f * - 1 , j « 1, 2 f ., ff fc-1,

oder b) Ea fllbt Indizea I<il<qt < i 2 < q 2 <». .<im <c^
mit xi  f. -2 9 x » f ,jml, 2, , ff# m

und x. * f\ - 1 aonst»

SATZ 5. Es gibt hochatena 2k~ 2 Zahlen <a. , die in ihrer~ ««^mmm i iimijiu, wpmnnain -h..ji i u i i i i,i J£ ' mim " limi .in ii.iiih .liu niuTn

regularen Daratellung genau h Smnmanden verwenden

(bzw. |{n€ »|a k >N • Z *p 1 *f* regular. I*j  C 2*~ Z )
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i

Man hatte auch anders argumentieren konnenj

Aua k - 1 Indizes werden 2m Stuck Wir die Menge M ausge

wahlt fur m«0, i, ..,, - D/2] »K. Diea kann au f

ZK /k- 1 \ k-20 1 2m / " 2 Arten geschehen, denn wegen

BEMERKUNG; Die in Satz 5 beachriebene Menge P kann oft auch

zu viele Elemente enthalten, die wegen der Beschaffenheit der

Basia gar nicht ala regulare Darstellungen in Betracht kommen,
z,B# wird

(f k-r 1) V1 + (f K-2~ I) V2 + ••• + (f 3 - 1)a 3 + f 2 s 2 + a 2 " 2

immer mitgezahlt, obwohl dieae Darstellung nur im Falle

a 3 m f 2 a 2 * a 2 "" 1 also kei maximalem r 2) in Fråge kommt,

Andereraeita kann man immer Basen konatruieren, die genau 2 ic '* 2

regulare Daratellungen mit h Q Summanden unterhalb a, beaitzen,

Wahlt man naWich r j a j ~ 1 » f j > 2 > J B 2, 3, ..., fc-1, ao iat
diea der Fall,

Mochte man die genaue Anzahi der h Q -Darstellungen unterhalb a k
ermitteln, ao musa man aus unserer in vielen Fallen zu grosa aua

fallenden Menge p mit 2 k ~ 2 Elementen diejenlgen

h -Daratellungen

Zi 1 u. x*a, r i " r i„i wieder herauanehmen, waa sich natur-

lich in jedem Einzelfall anders gestalten kann. Gilt r. - r, ,<O,i - i-1 '11
so musaen wir auch die Daratellungen mit f. - 1 an der Stelle von

f i in der obigen Form herausnehmen, falls gilt:

0» (1 - I)*" 1 - X*" 1 (-1)»( k ; 1 ) ist

ViVi + ••• + h s i + 1 x j a j

(?l - Da t + Z j f" 1 xjflj > a if r
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Wir mochten nun alle regularen Daratellungen unterhalb a, mit

hQ - 1 Summanden konstruieren. Wieder wahlen wir 2m Indizea aua

k r 1 fur die Menge M aua, und anachliessend vermindern wir einen

Koeffizienten um 1. Diea darf jedoch keiner der x aein, Wir

haben alao hochatena ? s 2n k " 1 "m ) 2k

Moglichkeiten. Dabei haben wir wieder K  f(k - 0/2] geaetzt,

Eaiatnamlich 0- £ §"» (*£ 1 ) - i*~g-Ji Z § *) -
* (k - und 0 + F - (k - i)2k~ 2 .

SATZ 6 * Ba ftibt hochatena 3(k - Zahlen <a, . die in

ihrer regularen Parateilung genau h - 1 Summanden verwenden
ro

au n - 1 Summanden verwende
"-• J - O  »  .' « "' li-n.i ml i , nm Ti iiiiii

(bzw.|[N€ l| ak > N- 2- l"" 1x j a j £M*;Zr ixd "V 1 3(k-1)2k~ 4 ).
Der Beweis iat oben bereita erbracht.

Pur k » 3 ergeben sich folgende 3 "Kandidaten";

m = (f 7 - 2) a, + (f 0 - + a 0 - 10 9 2 d ei

m. = (f, -2) a-, i- f? a 2 "*" a 2 ~

m 2 = " O a -5 + ( f 2 ~ ? ) a p +s 2 "" 1

m? = ( - l)a~ +( f 2 - 1^a 2 +a 2 "

m. =( f - 1)a~ + f 2 a 2 *a 2 "

nir = f-<a, + ( f p ** 3)a 2 + ap - 1

mg = -^ a<* + " 2)a 2 +a ? • ?

m 7 ~ f3 a 3 f (f 2 - 1)a 2 +a 2 " 3

Pabei fiihren f,a- t ( f 2 - 2)a 2 +a 2 - 1 und + ( f 2 - l)a 2 +

a 0 -2, die ia beide genau h Summanden besitzen, bei der ent-2 o

sprechenden Reduktion zu demselben was auch erklart, warum

wir nicht neun aondern acht Kandidaten erhalten.

m Q = (f 2 - 2)a 2 i b 2 - 1

m 1 = (f 2 - 1 )fl 2 -f a 2 - 2

m 9 - fpøp   a 2 - 3.

Pur k = 4 sind es hochstens 9 Kandidaten:





Wollen wir nun allgemein Darstellungen mit h - t Summanden0

konstruieren, so wollen wir von einer h Daratellung Zahleno

subtrahieren. Diea lasst sich,wie ein einfachea kombinatoriachea

Argument zeigt, auf / k " t ' m \ Arten tun. Also erhalten
wir hochatena

F. = 5~ K /' k - 2^t -mwk«l\/k-2 +tv 9k-2
it x

Woglichkeiten. Denn jede Daratellung mit U* - t Summanden er

fullt namlich auch (4) aua Satz 1. Dann konnen wir duren Hinzu-

fugen von Basiaelementen eine Daratellung mit h Summanden, wie

ale in Satz 5 konatruiert wurde, erhalten, Dieae braucht bekannt
«i

lich nlcht unbedingt regular zu aein. Auf jeden Fall erhalten wir

mit unserer Methode alle CKQ - t)-Daratellungen unterhalb a., die
li M

regular aind. Inageaamt konnen wir folgendea feathalten?

in Ihrer regularen Daratellung genau h - t Summanden verwenden

(Mw.|[N6X I ak >N -2.f I x jaj reg.,lf I xj « Vfc 3 K Cl*') 2""2 »-
Der Beweia ergibt sich aus dem vorher gesagten.

. i»
Wir mochten nun zeigen, daaa man mit Hilfe gewisser Basen alle

Zahlen < 2a, mit h Summanden daratellen kann, wobei wir jetzt

auch nieht-regulare Darstellungen zulaaaen muaaen. Bis iat

ist dies naturlich moglich. Alle weiteren Zahlen steilen wir ala

a. + N, N » JSI^ 1 x.a, dar, wobei wir Regularitat der Daratellung
vorauasetzen mochten, Wir bekommen Schwierigkeiten bei allen N

mit i" 1 x i al so hochatena 2k " 2 mal. Kann man fur alle

solche N eine andere Daratellung von + N mit hochatena hQ

>» V y J a J* y J e V X i" 1 y<  fc

SATS (. Es gjbt hochatena ( k "\+ t ) 2k ~ 2 Zahlen < ak , die





9

Summanden finden, so siad wir fertig.

k « 3. Gibt es fur

no 9a3 + (f2 " 1)a 2  a 2 " 1 und

jeweils eine Darstellung mit hochstens hQ * a 2 + f 2 - 2 Summanden,

so ist ng (Aj) > 2aj, Dabei taucht nQ in jedem Fall auf, wah-

Summanden, so gilt n£» (A )^.2a 4 . Dabei tritt n Q immer auf,
M °

wahrend n 1 nur vorkommt, wenn r 2 -a ? - 1 <; r,. Die Zahl n ? tritt

nur auf, falls r, - r 2 > (f ? - l)a 2 - 1, also r-* >a 3 - a ? - 1,

und nur, falls r, - r 9 > f 2 a ? - 2, also r, ~ a, - 1,

fq 1 aql +(fqi -r l > a q l ., t-+lfi l+rl)ai lt i +(fi 1 -2)si t + -....+.a-i
Ist nur dann ein© regulare Darstellung, wenn

n
Wir konnen also folgenden Satz formulierens

n 1 *a3 * f 2a 2 +a2 " 2

rend n 1 nur auftritt, falls r 2 »a 2 -1 t a l ao r g maximal lat,
k * 4. Oibt es fur

no =a4 + (r 3 " l)a 3 + < f 2 ~ 1)a 2 +e 2 "1 = 2a 4 -r, - 1

n 1 -a 4 +U3 - Da 3 f 2 +a 2 -2 « 2a 4 -r3+ a g - 2

n 2 =a 4 + f ;s a 3 + f 2 *" 2^a 2 +a 2 ~1 = 2a 4 "r 3 +a 3 ~ap " !

n 3 =a 4 + f3 a 3 + (f2 - Da 2 +a 2 -2 = -r7 -f a- - 2

jeweils eine Darstellung mit hochstens = a„ + f„ + f -o 2 2 5^

Speziell fur r 2 a 2 - 2 und r? a 3 -a2 - 1 giXt immer

Wlr moohten dieaea Prinzip jetzt ausweitert. Dabei genen wir

von einer regularen hQ-Daratellung unterhalb ak aua und

nehmen ro > 0 am

Diea ist gleiohbedeutend mit

q 1 / q 1 1 1
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-1.

SATZw. Gilt aj - - 1 Ar J• 2 f 3 |f , tf k • 1f

wobei Tj dem Algorithmus (1) entnommen ist, und lat

EEWEIS» Ist a. <N £ 2a, und N=a, + ST 1 x,a, mit

; x. = h , so ist entweder m = 0 und N =sy (A, ) + 1*— —» 1 j o c n rt k
oder m> 0 und es gibt ein i. und ein q.. Dann tritt aber der

oben erwahnte Fall ein 3 und wir haben einen Widerspruch konstruiert.

Mochte man sogar alle Zahlen bis 3a k mit h Q Summanden dar
steilen, so mussen wir genau wie oben all© a, + N, wobei

Zk— 1 '' %' "lf«, i fs*? regular ist, und £* x» »h Q f sowie alle

2a. 4- N mit ,>? jcj *h Q oder JfJ? Xi  h Q - 1 beruok
sichtigen# Ganz ahnlioh wie oben kommt

il
als regulare Darstellung erst gar nicht vor, falls r a -2a <H«» Hi Hi "*'

Gilt also a. - 2a, . - 1, j  : f ~.., k - 1, so wissen wir,

dass jl U k )> 3a k , falls g h (A fc ) +l, (A k ) +a k -f 1 und
0. 1 o 0 „

alle 2a k + 5L* x 1 h O A k» wobei x j wf i " 1 f%ur

j ff (i, 2, ~,, k » I J V [ l } und x l * f i " 2 *
Diese Resultat© moohten wir in einem Satz verallgemeinern?

SATZ 9. Gilt fur eine Basis A k : r, a, - m 1  £*£

i* ? % S ..., k- 1 und ein 14 'ff und aind alle Zahlen der

Fom ba k t Z *p 1 mit Xj fj -I,J - 1, 2,,,., k- 1,

fe »1, 2,..., t- 1, in T? Q A k enthalten. so gilt n£ U k )£. ta k .

BEWEISi In den regularen Darstdlungen mit h , h - 1, ...»

h - t  1 Summanden ist wegen der scharfen Bedingung fur r,o «
immer m * 0 , d,h. ©s kommt kein x,  f, vor. Alle übrigen

kritischen Dasatellungen sind in der zweiten Bedingung; enthalten.

Huis * i i77«t;?iim m...n a~Tj z,r,zzuz. *  ' uuu 4.a t.J l " '"« '  i  «>" i' in«

gg (A k ) +1 € h Q A k , so lat n^(A k 2a..o o
auch n£ U k ) 2a k + n £^2' A k^o o

f a f• • .+(f L -2)a L +...+( f i -2) a. f ••. a 0 - 1Hi Hi * ' i i
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