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Kapittel 1

Innleiing

1.1 Feilkorrigerande kodar

| eit kommunikasjonssystem vert informagon sendt fra e kjelde til ein mottakar
over ein kanal. Stay pa kanalen medfarer at mottekne data ikkje altid samsvarar
med dei sende. A avgjera kva melding som vart sendt p& bakgrunn av mottekne
data, vert det grunnleggjande problemet dei feilkorrigerande kodane skal |gysa.
Ein kodar meldinga, informasjons-symbola, ved a leggja til ekstra symbol, redun-
dans. Ved hjelp av redundansen ska sa mottekne data kunna gje e best muleg til-
naaming til den sende meldinga.

Ei enkel koding vil vera & repetera kvart einskild symbol mange gonger. Dersom
ein repeterer mange nok gonger, og kanalen ikkje har for mykje stey, kan ein no
ved & telja opp mottekne symbol, med stort sannsyn avgjera symbola fra kjelda.
Prisen for el dik enkel koding og dekoding er tida det tek & senda meldinga. Raten,
informagions-symbol pr sende symbol, vert |1&gare til fleire gonger symbola vert
repetert. Vi ynskjer bade enkel koding/dekoding og ein rate nagr kapasiteten til
kanalen.

C. Shannon synte alt i 1948 at paliteleg kommunikasion er muleg ved einkvar rate,
dersom raten er lagare enn kanalkapasiteten. Det finns sdleis kodar som sikrar
péliteleg kommunikasjon. A konstruera desse kodane er eit av méla for forskinga
innan kodeteori.

Det kan skiljast mellom feildetekterande og feilkorrigerande kodar. Eit kommuni-
kagonssystem som brukar ein feildetekterande kode, vil krevja at symbolet vert
sendt pa nytt nar ein feil vert funnen. Ein feilkorrigerande kode derimot, skal bade
detektera og korrigera feilen. Vanlegvis er dette e langt meir krevjande oppgave.
Optimal feilkorrigering vert rekna som et svaat vanskeleg problem. Effektive
dekodingsalgoritmar er funne berre for fa kjende kodeklassar. Dette er e arsak il
a de fleste kommunikagonssystem framleis nyttar feildetekterande kodar kombi-
nert med retransmigon.




Kapittel 1 Innleiing. Feilkorrigerande kodar.

Det finns to grunnleggjande metodar for koding, blokk-koding og konvolugons-
koding. Medan ein konvolusjonskodar nyttar foregaande symbolsekvens til & koda
inneverande sekvens, er blokk-koding uavhengig av tidlegare symbol. Den koda
sekvensen, utsekvensen, som vert sendt over kanalen, vert i beggje tilfelle kalla eit
kodeord.

Dei linesgre blokk-kodane er mest studerte. Desse kodane har ein indre struktur
som gjer det enklare & konstruera og analysera dei enn om ein dik struktur
manglar. Ein linesg kode er vanlegvis representert ved e generatormatrise eller e
paritetsgekkmatrise. Dersom informasjonssekvensar med lengde k skal kodast til
kodeord med lengde n, vil dei mulege kodeorda vera ale linesakombinasonane av
k uavhengige sekvensar av n symbol. Dersom koden har g ulike symboal, vil han ha
q* kodeord. Om q = 2, er koden binag. Kodeorda i ein liness kode kan dermed
representerast ved e k X n generatormatrise, G, der rekkjene, x , formar basisen
for koden. (n-k) vert redundansen til koden. Det vil dltid finnast e (n-k) x n
paritetssekkmatrise, H, dik a dei g“ kodeorda utgjer I@ysingsrommet til (n-k)
linesart uavhengige likningar, Hx" = 0"

Vanlegvis nyttar ein symbol fra ein endeleg kropp med g element, der q er ein
potens av eit primtal. Kodeorda kan sjdast som vektorar i det n-dimensonae
vektorrommet F," over Fq. Dersom koden er eit linesat underrom av F", vil han fa
ein algebraisk struktur, og ein kan gjerabruk av den omfattande teorien for vektor-
rom. Slike linesae kodar vart farst konstruert kring 1950.

Sykliske kodar er ein viktig kodeklasse. Ein merkar koordinatposigonane i eit
kodeord som O, 1,..., n -1 og ser posigonane som ein sykel der O falgjer n -1.Ein
linea kode er syklisk dersom det for ale kodeord, ¢ = (Co, C,..., Cn.1), gjeld at 0gsa
kodeordet, ¢ = (Cn.1, Co,-.., Cn-2), & med i koden. Det andre kodeordet er eit syklisk
skift av koordinatposigonane i det ferste. Ein kan no identifisera kvart kodeord
med g-aae polynom over F, Relasonen mellom eit kodeord og eit polynom, ¢ «
c(X), kan uttrykkjast (Co, C1,..., Cn-1) € Co + C1X +...+ CraX" ™.

Ein syklisk kode over F," kan representerast ved eitt polynom. Det finns eit unikt
monisk polynom, g(x), i ringen Fq [X]/(x™-1) slik at g(x)|(x"-1) og dlik at c(x) er eit
kodeord i koden viss og berre viss g(x)|c(x). g(x) vert kalla generatorpolynomet til
koden. Paritetssiekkpolynomet, h(x), er gitt av h(x) = (x"-1)/g(x). c(x) er eit kode-
ord i koden viss og berre vissh(x)c(x) = 0i Fq [X]/(x"-1).

K odane som vert handsamai denne oppgava, er binaae, lineaae, sykliske kodar.




Kapittel 1 Innleiing. Hammingvekt og minimumsdistanse.

1.2 Hammingvekt og minimumsavstand

Hammingvekta til ein vektor over F, er talet pa koordinatposisionar som ikkje er
"0". Hammingavstanden mellom to vektorar er talet pa koordinatposisonar der
dei to vektorane er ulike. Minimumsavstanden til ein kode er den minste Hamming-
avstanden mellom to kodeord i koden. Minimumsavstanden til ein linesar kode er
lik den minste Hammingvekta (ulik O) til eit kodeord i koden.

Minimumsavstanden, d, til ein kode er ein svaat viktig parameter ettersom han
avgjer kor mange feil koden kan korrigera. Til starre minimumsavstanden er, til
fleire feil kan koden korrigera. Pa den andre sida vil talet pa mulege kodeord med
gitt lengde reduserast.

1.3  Vekthierarki

Stettevekta til ein vektor over Fq er lik Hammingvekta til vektoren. Stetta til eit
underrom i F," er mengda av koordinatposisjonar der ikkje alle vektorar i under-
rommet er "0".

Dersom D er ein r-dimensgonal underkode i ein linesar kode, C, over F, , s er
stetta til D, X(D), definert som mengda av koordinatposigonar der ikkje ale
kodeord i D er "0". Det minste talet pa slike koordinatposisionar for 1 £ r £ k vert
kalla den r'te minimums stettevekta til koden, eller den r'te generaliserte Hamming-
vekta, d;. Settet {d;,dy,...,d}, der d; er minimumsavstanden til koden, gir vekt-
hierarkiet. [X(D)| kan og gadast som talet pa ikkje-null-sayler i generatormatrisa for
D.

Den r'te generaiserte Hammingvekta til ein linesa kode er ein ny parameter som
farst vart introdusert av V.K. Wei i 1991 [13]. Liknande eigenskapar for irredu-
sible sykliske kodar vart studerte alt i 1977 av T. Helleseth, T. Klgve og J. Myk-
keltveit [6].

Motivasjonen for & studera vekthierarkiet kan vera

i) applikagonar innan kryptografi. Vekthierarkiet er ein viktig parameter for
a avgjera kor sikkert systemet vil vera pa ein avlytta kana (Wire-tap Channel type

).

i) trellisdekoding av blokk-kodar. Vanlegvis ma dekoding av blokk-kodar
baserast pa at energien til signala fra kanalen ferst vert omsett til binage verdiar
(hard decision). Ein misser dermed viktig informagon om signalenergien. Trellis-
dekoding, som vert nytta for konvolusionskodar, gjer det derimot muleg a bruka
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verkelege verdiar i dekodinga (soft decision). Dette er den viktigaste fordelen
konvolugonskodar har framfor blokk-kodar. Om vekthierarkiet for ein blokk-kode
er kjent, er det muleg a finna kompleksitet og diagram for trellis-dekoding. Da kan
ein nyttaal informasion om signalenergien, ogsa for ein blokk-kode.

i) forkorting av kodar (shortening).
iv) konstruksion av kodar for nokre typar kanalar (switched Multiple-Access

Channdl).

Ettersom vekthierarki er eit nytt felt innan kodeteorien, er det farebels fa kodar der
denne parameteren er funnen. Av kodar der heile vekthierarkiet er kjent, kan
nemnast

i) Simplex-kodane [13]
i) Reed-Muller-kodane [13]
iit) Kasami-kodane [9]
iv) Semiprimitive kodar [10]
V) Kodar som held Griesmer-skranken [7]
vi) Nokre f& andre klassar [12]

For ein viktig kodeklasse som BCH-kodane, er vekthierarkiet berre delvis kjent for
nokre av kodane. For dei primitive dobbel-feilkorrigerande er 2. og 3. generali-
serte Hammingvekt kjent. For dei duale kodane til dei binsae dobbel-feilkorri-
gerande BCH-kodane er den 2. generaliserte Hammingvekta funnen [4]. Opp til 5.
generaliserte Hammingvekt er funnen for del primitive, binage tre-feillkorrigerande
BCH-kodane [3].




Kapittel 2

Om oppgava

2.1  Definisjon

Oppgava er a studera vekthierarkiet til to spesielle kodeklassar. Den eine klassen er
kodar der paritetssekkpolynomet er produktet av to primitive polynom med grad
m. Den andre klassen er irredusible sykliske kodar. Vi er interesserte i a finna eit
underrom med sterst muleg dimengon i dei aktuelle klassane.

2.2 Avgrensing

Kodeklassen der paritetsgekkpolynomet er produktet av to primitive polynom,
inneheld dei duae til dei dobbel-feilkorrigerande BCH-kodane. Dette er ei viktig
arsak til at kodeklassen er interessant. Dersom vekthierarkiet til ein kode er funne,
vil ein ved hjelp av dualitets-teoremet enkelt kunna rekna ut vekthierarkiet til den
duale koden. Som nemnt i innleiinga er lite av dette farebels kjent for BCH-kod-
ane. Y. Niho har funne vektdistribugonen for fleire kodar der h(x) = my(x)ms(x)
[11]. Vi har valt & studerato av desse kodane, der

s=2"-1, m=2l,
og der

s=(2-1)(2°+1) + 2, m = 4l.

Fr& den andre kodeklassen har vi valt kodane med lengde n = ny(2'-1). Vi har her
skilt ut tre underklassar der

kil = 2,

kil = nq
og der

kil = n.-1.

Desse kodane kan sjdast som e undergruppe av= BCH-kodane. T. Helleseth, T.
Klgve og J. Mykkeltveit har funne vektdistribusonen til desse kodane [6].
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Oppgava er dermed avgrensa til kodar der vektdistribusjonen er kjent, og der det
difor i utgangspunktet finns teoretisk analyse. Vekthierarkiet er nyleg funne for
den irredusible sykliske koden der k/l = 2 [10]. For dei andre kodane som skal
studerast, er vekthierarkiet ukjent.

Oppgava er vidare avgrensatil binaare kodar.

2.3 Metode

| arbeida som omhandlar vekthierarkiet til andre kodeklassar, har forfattarane nytta
noksa ulike innfallsvinklar, metodar og teknikkar. Det finns truleg ingen allment
"god" metode eller framgangsméte.

2.3.1 Numeriske data

Vi har valt & starta med a finna numeriske data. Til dette formalet er det laga ei
rekkje program. Dei aktuelle kodane, evt. definerte underrom i dei, vert genererte
ved hjelp av ulike metodar. g(x), h(x) og matematiske likningar er nytta for &
generera kodane. Ved a variera parametrar kunne strukturar og eigenskapar ved
kodane og ulike underrom i dei, avslgrast.

Eit program for & finna tilnaamingar til vekthierarkiet er §alvsagt ogsa laga. Med
utgangspunkt i Griesmer-skranken reknar programmet fortlgpande ut optimal verdi
ford,, LE£r £k, og leitar systematisk etter underrom som tilfredsstiller desse verdi-
ane. Programmet er testapa ein del kodar der vekthierarkiet er kjent. | desse tilfella
vert D, ,1 £ r £ k, funnen etter ein iteragon. Tabellane i vedlegga |V - VI er resul-
tat fra dette programmet. Kvart resultat er stadfesta gijennom svaat mange itera-
sonar. Identiske resultat er dessutan oppnadd for ekvivalente variantar av kodane.
Det er difor grunn til atru at programmet gir gode tilnearmingar til vekthierarkiet.

Desse programma har ogsa vore eit godt verktey for & finna ut kva parametrar som
paverkar stettevektatil eit r-dimensjonalt underrom.

Programma er lagai programmeringsspraket C.

2.3.2 Teoretisk analyse

Saman med dei nemnde arbeida vedrgrande vektdistribugonen har dei numeriske
resultata vore grunnlag for ein teoretisk analyse. Samstundes har arbeidet med ana
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lysen heile tida fert til nye programvariantar og sgk for a testa ulike idear og
teoriar.

Malet for det teoretiske arbeidet har S@lsagt vore & prova d, matematisk for eit
sterst muleg underrom. Eit delma har vore & prova at dei numeriske resultata er
gvre skrankar for d,, dik at desse kan generaliserast til kodar med vilkarlege
lengder. For beggje kodeklassane er det vist korleis ein ved & velja visse kodeord
til generatormatrisa, kan setja saman underrom med gitt stettevekt. For a visa
dette, har det vore naudsynt a studera bade vektoppteljaren og kodeorda naye.
Arbeidet har fert til ein metode som gir gode gvre skrankar for d.. Det er sterk
grunn til &tru at dei gvre skrankane som er prova for Niho-kodane, om k/4+1 £ r
£ k, gield med likskap. Metoden som er utvikla, kan truleg nyttast pa ein langt
starre kodekl asse enn Niho-kodane.

Mesteparten av det teoretiske arbeidet har vore knytt til & prova dis+ for Niho-
koden der s = 2"'-1. Dette har vore rekna som ein flaskehals med omsyn til &
prova heile vekthierarkiet for beggje Niho-kodane. Ei rekkje innfallsvinklar har
vore freista, utan at det har fert til det gnska resultatet. Derimot har arbeidet gitt
svaat mykje og detaljert kunnskap om beggje kodane.

For & prova vekthierarkiet til dei irredusible sykliske kodane, var framgangsmaten a
farst finna gvre skrankar for d, etter same metode som vart brukt for Niho-kodane.
Ein nedre skranke for d, vart deretter funnen. Det synte seg a vera samsvar mellom
avre og nedre skranke.

2.4  Gjennomgang av oppgava

Kapittel 3. | dette kapitlet definerer vi ein del sentrae omgrep vedrarande
minimumsavstand og vekthierarki. Kapitlet gir ogsa oversikt over ein del skrankar
og andre viktige resultat innan dette feltet. Oversikten er avgrensa til resultat som
er brukt i arbeidet med oppgava.

Kapittel 4. Dette kapitlet kan reknast som hovudkapittel i oppgava. Vi stud-
erer her vekthierarkiet til dei to Niho-kodane. Som introdukgon gir vi i farste av-
snittet it kort samandrag av ein del resultat fra arbeidet til Y. Niho. Deretter fal eit
avsnitt der definigonar og viktige resultat som gjeld beggje kodane er samla. Vi
finnsad, , om 1 £ r £ k/4, for deretter & ga gjennom metoden som skal nyttast til &
finna @vre skrankar for d, , om k/4+1 £r £Kk.

Dei to kodane vert si handsama kvar for seg. Vi prever & klarleggja problema
kring dya4+1, for dei @vre skrankane for d, vert funne.

| samandraget for kapitlet praver vi farst og fremst & summera opp problema som
ma laysast for & prova vekthierarkiet til desse kodane.




Kapittel 2 Om oppgava. Gjennomgang av oppgava.

Kapittel 5. Dette kapitlet er bygt opp pa same vis som kapittel 4, men
temaet er her vekthierarkiet til irredusible sykliske kodar. Vi presenterer farst
nokre viktige resultat fra arbeidet til T. Helleseth, T. Klave og J. Mykkeltveit. P4
grunnlag av dette finnvi d, , om 1 £ r £ |, og g&r giennom ein metode for a finna
nedre skrankar. Vi finnsad, , om I+1 £ r £k, for kvar av dei tre underklassane.
Ei oppsummering falgjer i samandraget for kapitlet.

Kapittel 6. Kapitlet gir ei oppsummering av heile oppgava og evaluerer res-
ultata som er oppnadd.

Vedlegg I. Ein oversikt over notagonar og ein del ord og uttrykk som er
brukt i oppgava.

Vedlegg 1. Nokre resultat vedrgrande dys.1 for Niho-koden der s = 2"*%-1.

Vedlegg IlI. Nokre resultat vedragrande dy4.+1 for Niho-koden der
s = (2-1)(2%+1) + 2.

Vedlegg IV. Tabellar med numeriske resultat for alle kodar der paritets-
gekkpolynomet h(x) = m;(x)ms (x), m £ 8 og gcd(n, s) = 1.

Vedlegg V. Tabellar med numeriske resultat for dei to Niho-kodane.
Vedlegg VI. Tabellar med numeriske resultat for del irredusible sykliske kod-

ane.

Teorem, lemma, korollar, definigonar og dame er nummerert i same serien. Det er
nytta eigen nummerserie for figurarar.
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2.5 Resultat

Niho-kodar, h(x) = m;(x)ms(x).

d, e funnenfor 1 £ r £ |. Gode gvre skrankar er funnefor I+1 £ r £ k.

Kodar der s =2"%-1, m=2l,C=[2"-1, 4,2 *-2']:

= (2-2)(2'-27),
£ (2-2)(2-1) + (2 - 22),
£ 2-12-1)+ (2 -2°),
£ a (2|_1) + (2| _ 24I—r),

dr
d

r

om 1£r£ I
om |+1£ r£2l,
om2I+1£ r£3l,
om3l+1£ r£4l.

Kodar der s = (2-1)(2”+1) + 2, m =4I, C=[2"-1, 8, 2 *- 2%7]:

dy = (2?-2Y2*-2"), om 1£r£2l
d £ @-1E*-2) + (2%-2"", om2+1£r£3l,
£ 22 @22 + (2%-2°"), om3l+1£r£4l,
£ @+n*-2Y + @-2)2-2°"), om4l+1£r<5l,
£ (@' o+ (22-2°", om5l  £r£el,
£ 22 271 o+ (2%-2%"), omél+1£r£8l

Irredusible sykliske ( n.(2'-1), k )-kodar.

d, er funnenfor1 £ r £ k.

Kodar der k/l = 2:
dr = (n;-1)(2- 21,
= (n-1)(2-1) + (2'-22),

Kodar der k/l = n;:
dr — (2|_ 2I—r),
— t(2|_1) + (2|_ 2(t+1)|—r),

Kodar der k/l =n;-1:
do = 2(2'- 2",
— (t+1)(2|' 1) + (2|_ 2(t+1)|—r),

om 1lE£r£l,
om I+1£r £k

om 1lEr£l,
omlI+1£r£k t= é&/I0.

om 1lE£r£l,
omI+1£r£k t= é&/I0.




Kapittel 3

Definisjonar, skrankar og viktige resultat

3.1 Definisjonar
Dette avsnittet gir formelle definsjonar for ein del omgrep brukt i oppgéva.

Hammingavstand, d(x, y). Lat X = (Xo, X1,+++, Xn-1) 00 Y = (Yo, Y1,--., Yn-1) VErato
vektorar i Fy" . Hammingavstanden mellom dei er gitt av
dx, ) ={1£i£n|x *yi}|

Hammingvekt, w(x). Lat x veraein vektor i F," . Hammingvektatil x er gitt av
w(x) = d(x, 0).

Minimumsavstand, d. Lat C vera ein kode over F, . Minimumsavstanden til C er
gitt av
d= min{d(x,y) [xT C,yl Cx*y}.

Feilkorrigerande kapasitet, t. Den feilkorrigerande kapasiteten til ein kode er gitt
av

t= gd-1)/20.
Ein t-feilkorrigerande kode rettar t feil.

Minimumsvekt. Den minste Hammingvekta (ulik 0O) til eit kodeord i C.
= min{w(x) |[xT C}.

Maksimumsvekt. Den starste Hammingvektartil eit kodeord i C.
= maks{w(x) |xT C}.

10



Kapittel 3 Definisjonar,skrankar og viktige resultat. Definisjonar.

W Den t'te minste Hammingvektatil eit kodeord i C. w; er minimumsvekta.

Vektoppteljar, A(z). Vektoppteljaren til ein kode spesifiserer talet pa kodeord av
kvar muleg vekt, 0,1,...n, og er gitt av
A@) = § Az =§ 2.

i=0 dc

Dual kode, C". Lat C veraein [n, k, d]- kode over F,. Den duale koden til C er
definert av
C ={xT F"|(x,c)=0foraleci C},
n-1

der (x,c)er indreprodukteté x.c, 1 Fq".

i=0

Stotte, X(D). Lat C veraein [n, k, d]- kode over F, og D ein underkode i C. X(D)
er mengda av koordinatposigonar der ikkje alle kodeord i D er "0".

Stattevekt. Stettevektatil DI C er definert av
| X(D)|.

r'te generaliserte Hammingvekt, d; (C), er definert av
d.(C) =min{|X(D)||DI C,dim(D)=r},1£r£k,
der d; = d = minimumsavstanden til C.

Vekthierarki. Vekthierarkiet til ein kode er gitt av del r'te generaliserte Hamming-
Vektene{dl, dg,..., dk}

Kjedevilkaret. Einkode, C, tilfredsstiller kjedevilkaret dersom det finns & kjede,
D, Dyi .0 Dy, dikat |X(D;)|=d,(C),dim(D,) =r.

Tracefunksjonen, Tr ' (x), qu® Fe er definert av
m-1 )
Tr(x) = & x* ,derx1 GF(Q™.

i=0

11



Kapittel 3 Definisjonar,skrankar og viktige resultat. Definisjonar.

Krysskorrelasjonsfunksjonen, Dy(y), melom to maksmale linesge rekursive
sekvensar er definert av

D)= & (- )" foreins, ged(s, 2"-1) = 1.

x1 GF (2™)

Mlnlmumspolynom m; (x) , Minimumspolynomet til a ' er definert av
m; (X) = O(x a?),dera ereit element av orden 2" -1.

3.2 Skrankar

Griesmer-skranken. Lat C veraein[n, k, d]- kode over Fymed k 3 1. Daer

51éd u
=g(k, d). [5]
agn

Generaliserte Griesmer-skranken. Lat C veraein [n, k, d]- kode over F,.
For1£r£k,
ns d (C)+a§(“711)drﬂ

For r = 1 vert dette den ordinaae Griesmer-skranken. [7]

Singleton-skranken. Lat C veraein[n, k, d]- kode over F,. Daer
KEn-d+1. [1]

Generaliserte Singleton-skranken. Lat C veraein [n, k, d]- kode over F,. Daer
dEn-k+r.
For r = 1 vert dette den ordinazre Singleton-skranken. [1]
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3.3  Viktige resultat

Dette avsnittet gir ein oversikt over ein del viktige resultat som er nyttai oppgava

MacWilliams-identiteten. Lat A(z) vera vektoppteljaren til ein (n, k)-kode, C, og
lat B(z) vera vektoppteljaren til den duale koden , C". B(z) er gitt av

B(2) = |C| a Al-2)'(1+(q- D)"". [1]

Dualitetsteoremet. Lat C vera ein [n, k, d]- kode over F,. Relagonen mellom
vekthierarkiet til C og den duale koden, C” | er gitt av
{d(CILEr£K ={12,.n\{n+1- d,(CH[LEr£n-k}.
[13]

Lat C veraein[n, k, d]- kode over Fy. For LEr £k,
1£ d1<d2<...<dk £n. [13]

Lat C veraein[n, k, d]- kode over F, og lat U veraeit underromi C. For LEr £k,
1
XU)I= 2558w (9]

ulu

Lat C veraein[n, k, d]- kode over Fy. For LEr £k,
(@-1) dra £(q- g) dr. [7]

Lat C veraein [n, k, d]- kode over F,. Dersom C mgter Griesmer-skranken, gjeld
fagjande

i) C mater den generaliserte Griesmer-skranken for L£r £ k.

N stéd u_

i) d =@ arg=o(r d). [7]
i=0 eq

Da Simplex-koden meter Griesmer-skranken, er vekthierarkiet til Simplex-koden
gitt av

-1

-

d = 3,for1£r£k [7]
a

i=0

Q)o-
i
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Kapittel 3 Definisjonar,skrankar og viktige resultat. Viktige resultat.

Eit r-dimensionat underrom i ein kode kan §dast som €in [d,, r, di]-kode dersom
vi fjernar ale posisonar der alle kodeord har "0". Ved a bruka Griesmer-skranken
paein dik underkode, far vi f@lgjande almene nedre skranke for d,

stédu

d® a ey [7]
i:qu_H

Lat C veraein [n, k, d]- kode over F, . Dersom C mgater Singleton-skranken (dvs
dersom C er ein MDS-kode), gjeld falgjande

i) C mater den generaliserte Singleton-skranken for 1 £ r £ k.
i) d=n-k+r. [1]

Lat C veraein binag [n, k, d]- kode. Dersom n = g(k, d), vil C tilfredsstilla kjede-
vilkéret. [8]

Lat C vera ein binag [n, k, d]- kode. Dersom n = g(k, d) +1, vil C tilfredsstilla
kjedevilkaret. [8]

Latal GF(q®),x yT GF(g™). Tracefunksonen har da falgjande eigenskapar
Tri(x) 1 GF(q®).
Tro(x+y)=Tr2(x) + Tr7(y).
Tr"(x%) =Tr" ().
Try(ax) = aTr; (x). [1] [11]
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Kapittel 4

Niho-kodar

4.1  Introduksjon

Vi skal studera vekthierarkiet til to Niho-kodar, e undergruppe av kodeklassen der
paritetsg ekkpolynomet er produktet av to primitive polynom med grad m, dvs

h(x) = my(x)ms(x), gcd(s, 2"-1) = 1.
Dei to kodane kan da karakteriserast ved s, der

s=2"-1 m=2l,

og
s=(2-1)(27 +1) + 2, m = 4l.

A finna verdiane til krysskorrelagonsfunksonen mellom to maksimale lineagre rek-
ursive sekvensar er ekvivalent med & finna heile vektoppteljaren til ein kode der
paritetss ekkpolynomet er produktet av rekursonspolynomatil dei to maksimalsek-
vensane. Y. Niho har funne vektoppteljaren til e rekkje av desse kodane ved a
studera krysskorrelagonsfunksonen ved ulike verdiar for s [11].

Ein sekvens{c;}, er generert ved linesa rekurson av polynomet
fx) =x"+ax™ +ax™ + .. +ap.

Lat f(x) vera irredusibelt. Perioden til sekvensen{c;}, er det minste positive heil-
talet p dik at ¢, = ¢ for dlej. p er da det minste positive heiltalet dik at f(x)
deler (x? +1). Sidan f(x) er irredusibelt, vil perioden til sekvensen veraein divisor i
(2™1). N& p = 2"-1, er polynomet, f(x), primitivt. Rekursonspolynomet, f(x),
genererer ein maksimal lineaa rekursiv sekvens viss og berre viss f(x) er primitivt.

15



Kapittel 4 Niho-kodar. Introduksjon.

Den maksimale lineazre rekursive sekvensen, {c;}, 0 £ j £ 2™ 2, kan representerast
ved

¢=TrI"(ba’),
der
Tr 7 (x), er tracefunksonen F. ® F,,
a er e rotif(x) ogb er eit lement i GF(2").

4.2  Definisjonar og grunnleggjande resultat

Lemma4.2.1, 4.2.2, 4.2.4 og Definigon 4.2.5, 4.2.7, 4.2.8 er hentafra[11]. Vi tek
ikkje med bevisa her.

Lemma4.2.1. Lats1 GF(2").Daer
é (-)TO) = 2" oms =0,

) 0O oms 0.
xI GF(2™)

Halvparten av elementa har trace = 1, den andre halvparten trace = 0.

Lemma4.2.2. N& m = 2l, kan elementai GF(2')\{0} representerast unikt som
x=ab, deral GF(2')\{0}, ogb er e (2 +1)teeiningsrot i GF(2?).

Korollar 4.2.3. Lat h(x) = my(x)ms(X) og gcd(s, 2"-1) = 1. Vi fa fra Lemma
422 a
n=2%-1=(2"-1)(2'+1).

x>"1=1, x=ab.
a?l=1
b2 =1,

Lemma4.2.4. Laam=2l,al GF(2)ogbl GF(2"). DAvil
Tré (ab) =Tr! (a (b +b?)).

Lam=2,al GF2), b1 GF2?), b?*=1 og gcd(s, 2-1) = 1. Niho syner
vidare at om s © 2 mod (2'-1) for eink , 0 £k £1-1, og s © t mod (2' +1), f&r vi
fagjande

16



Kapittel 4 Niho-kodar. Definisjonar og grunnleggjande ressultat.

) Tr¥ (yab+a’b®)=Tr¥ (yab+ab™ )=Tri (a (yo+b"")).
) DW=+ & AYrest. @,

bl GF(2?') al GF(2")
b2|+1:1

der Tr¥'(a (yo+b? ")) =Tri(a (yb+b'? +y? b +b ?")).

Merk. (yb+bZ +y?b™+b %)
=Tré'(yp+b'?" )1 GF(2).

Vi gar i resten av avsnitt 4.2 og i avsnitta4.3 og 4.4 ut fraat m = 21, dvs at | = k/4.
Alle definigonar, bevis og deme kan tilpassast koden der m = 4l ved a erstatta |
med 21.

Definisjon 4.2.5.
Laty 1 GF(2%). Ny (y) er talet pa distinkte lgysingar b i GF(2?) til falgjande lik-
ningar
yb+b? +y?ptep ¥ =0 (4.2.1)
b2 =1, (4.2.2)

Definisjon 4.2.6.
LatB= {v|v®*" =1} | GF(2?).

Definisjon 4.2.7.
Lat N; veratalet pd gonger N, (y) = i, n&r y g& gjennom GF(2?).

Definisjon 4.2.8.
Lat h(D,) verataet pa forekomstar av kvar verdi av Dy(y).

Niho syner at Dy(y) = 2' (N, (y) -1). Vi kan d& finna vektdistribusjonen p& f@lgjande
méte. Lat a verae primitiv (2* -1)terotog al GF(2?). Lat{c},0£]j £ 2"- 2,
veraein sekvens der

¢=Tr¥(aa'+a¥)=f(a’).

Latf(x)=Tr2'(ax + x°). Daer

a = 22-2w{c)),

x1 GF (22")

der w({c;}) er Hammingvektatil sekvensen {c;}.
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Kapittel 4 Niho-kodar. Definisjonar og grunnleggjande ressultat.

i ulike vekter korresponderer til dei i ulike verdiane for Dy(y), dvs. til dei i ulike
verdiane for Ny, (y). Desse kan enkelt finnast ved

w({c}) =(2%-Dyy)) /2
=(2"-2'(Ns (y) -1))/2
= o21_oit (No (y) -1).

4.3 Vekthierarkiet, d;...dy.a.

Definisjon 4.3.1.
Latal GF(2')oglabT B. Likning (4.2.1) vil ta ulike former nér s varierer. |

dei to tilfellavi skal sapaer uttrykket, Tr! (@ Tr? (yb +b'?")), utgangspunkt
for likninga. Lat C vera ein Niho-kode. Ein posigon i eit kodeord, c(a,b), i C er
gitt av

Try (@ Tre (o +b™")),
og koderordet vert generert ved at a gér gjennom GF(2'), og b g& gjennom B. Vi
definerer da

f,(b)=Tr? (yp+bZ").
C* ={ c*(y) | c*(¥) = ((fy (1), f, (b), ..., f, (b))}

C* er ein (2' +1,4 )-kode over GF(2'). Det er 1-1-relasion mellom eit kodeord i C
og eit kodeord i C*. C kan sjdast som "trace-koden" til C*.

Definisjon 4.3.2
Lat C, vera et r-dimengonalt underrom i C med generatormatrise G,, og C*, eit r-
dimengonalt underrom i C* med generatormatrise G*,, LE£ r £ k.

Teorem 4.3.3. Vekthierarkiet til beggje kodane er gitt av
dr =

}1 aw =g(rd),oml£r £ I.
2 cl C
Bevis. Vi ser pauttrykket
Tr! (@ Tr? (yb+b'?")) frADefinison 4.3.1.

Lat O£ j £ 2. Omvi fikserer b/, vil den j'te komponenten i eit kodeord, c*(y), i C*
veragitt av

c*i(y) = Tr? (ybi+ ™",
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Om vi sAlet a g& gjennom GF(2' )\{ 0}, vil
Tr! (@ Tr? (yb!+ b))
feratil posigonane (C;,.4),.--,Co'. 2+ j(2'.1) | KOdeordet, c(y), i C.

omTr? (yb'+ b*2") 1 0, vil halvparten av posisonane (C; 1.y 1---,Cz1- 2+ (2'-1))
fa
Tr! (@ Tr? (yb'+ b2 ) =1,
den andre halvparten
Tr! (@ Tr? (yb'+ b2 ")) =0,
omTr? (yb!+ b"™") =0, vil alle posigonane (¢, 1), Ct. 24 j2-3) FA
Tr! (@ Tr? (yb'+ b2 ")) =o0.

Posi§onane (€. y 1.1 Ceat. 2+ j(2- 1) Vil dermed alltid havekt O eller 2.

LatO£j£2. Lat c*(y) veraeit kodeord i C* . Posisonanei kodeordet er gitt av
cii(y) =Tr{' (yb'+ b'*") =, (b").
Latd T GF(2'). Sidan koden er syklisk, vil det ogsd finnast kodeord, d c*( y),
med posigonar gitt av
dc*(y) =dTr? (ybi+ b?"),

Vi ser pd den j'te posisonen i kodeorda, tilsvarande b !. Dersom c*;(y) = 0, vil
d c*;(y) = 0. Dersom c*j(y) * 0, vil d c*j(y) * 0. d c*j(y) g& gjennom GF(2') nér d
gjer det.

Mengda{dc*(y) |d T GF(2')} vil utgjeraeit I-dimengonalt underrom i C* sidan

c*j(y) +dcxi(y) = (1+d)c*i(y)
som medfarer at

c*(y) +dcx(y) = (1+d)c*(y).
Underrommet vil innehalda kvart (2' +1)'te sykliske skift av c*(y).

Eit ikt underrom karakteriserast ved at
) Kodeorda har Tr?' (ybi+ b"?")=0i dei same posionane
i) Kodeorda vil veraulikei posisonar der Tr2' (yb'+ b*2")1 0.

Dette tyder at alle kodeordai underrommet har same vekt. Vi far da at

w(c(y)) = w(d c(y)),
og teoremet falgjer.
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Kapittel 4 Niho-kodar. Vekthierarkiet, ds...dwa.

Definisjon 4.3.4.

Lat S*|(y) veraeit I-dimengonalt underromi C* dik at
S*(y) ={dc*(y) |d T GF(2)},

og Si(y) det tilsvarande I-dimengonale underrommet i C.

Korollar 4.3.5. LatO£j£ 2. Vi ser pAden j'te sgylai generatormatrisa for S*, .
Lat seylaharang | over GF(2). Davert

c(y) =Tr? (yol+ b )1 0,1£ 1 £ 1.
Sidan dle kodeorda er ulike i denne posigonen, kan de tilsvarande posigonane
(Ci2-1r-1C2. 2+ j2-1 ) | QENEratormatrisafor Sy sjdast som ei generatormatrise for

ein [2-1,1, 2"Y] Simplex-kode.

Vekthierarkiet til ein [2'-1, I, 2] Simplex-kode er kjent
g =grd)= & 2 0o oo
r=g(rd) = Ay 2-27
i=0 € u
jfr. avsnitt 3.3.

Definisjon 4.3.6.
C® er ein Simplex-kode med parametrane [2'-1, 1, 2"%]. d,(C®) vert fr& no av brukt
om den r'te generaliserte Hammingvekta for denne koden.

Merk. Vektenei koden, C, vil veraulike multippel av d;(C®).
d; (C) kan sjdast som eit multippel av d,(C°),om1£ r £ I.

4.4  Ein metode til & finna gvre skrankar for dy/.;...dx.

Vi fanni avsnitt 4.3 at

d- = g(rd),om1l£r £ I
Strategien vidare er & finna gode @vre skrankar for d,, k/4+1 £ r £ k, og deretter
evt. visa at skrankane gjeld med likskap. Dette avsnittet gjer greie for metoden som
skal nyttast til dette. Metoden er basert pa at det for alle vekter, w; , finnsI-dimen-
gonae underrom, C, , dik at

w(c* (y)) = w;
for ale kodeorda i underrommet.
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Definisjon 4.4.1
LaaO£r £1.Videfinerer r som rangen over GF(2) til ei seyle i generatormatrisa
til C*,. Dersom el sayle har rang O, vil saylai resten av oppgavakallast ei 0-sayle.

Talet pa O-sgyler i generatormatrisafor C, vil daveragitt av

ZI
A (2" - 1), fordei 2'+1 saylenei C*, .

i=0

LatO£j £ 2. Viserpe sgylei G*, svarandetil posisonen b ’. Har saylarangr,
gir hoopphav til (2" -1) O-sgyler i C, . Vidarevil (2" -1) kodeord i C*, haein 0-
komponent i denne sgyla.Del tilsvarande posisonane (€, 4 ,-+,Cia. 24+ j(2'.1) | Gr

utgjer generatormatrisatil eit r -dimensjonalt underromi C°.

Vi skal ta utgangspunkt i C* sidan denne koden er enklast & handtera.

LaaOf i<4oglfr<k Viserpdintervaletil +1£ r £ (i+1)l, og skal kon-
struera generatormatrisatil C*, ved a veljakodeord, c* (y),, dik at

i) W(C* (Y)r) = Wi
i) c*(y)r har O-komponentar i dei same saylene.

Om ein ve c*(y), dik at c*(y), T S*(y), jfr. Definigon 4.3.4, vil desse krava vera
tilfredsstilit. Om muleg vel vi dessutan kodeorda dlik at

iii) Alle 0-komponentane til c*(y), ligg innafor O-sgylenei C*;;.

Lat generatormatrisa til C*; vera arrangert som synt ovanfor. Davil C*;; innehada
kodeord av vekt £ wi. Omw; < Wi, har generatormatrisafor C*;, @ eler fleire O-
seyler, og dei andre sgylene har full rang.

Vi vel sac*(y)i.1 sk at dette kodeordet har vekt wi.;. D& aukar rangen fra 0 til 1i
e dler fleire av O-saylene i G *;,. Talet pa O-sgyler der rangen aukar, er avhengig
av differansen mellom vektene w; og wi.;. Om differansen mellom desse to vektene
er 2", vil kodeordet medfgra eit tillegg i stettevekta pd 2. For kvart steg vidare i
intervalletil +1 £ r £ (i+1)I, vil rangeni saylalsaylene aukafrar til r +1.

A aukarangen fra O til I, i den j'te saylai G * , inneber at dei tilsvarande saylene
(Cij2-1r-C2 2+ j2-) | G , PAkvart steg kan sjdast som el generatormatrise for
eit r-dimensgonalt underrom i (C°), jfr Korollar 4.3.5. Dermed vil stettevekta til

C, innan dette intervallet vera gitt av
IX (Ciy)| +t(d; (C°)), derr = r-il.
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[X (Ci )| vil vera eit multippel av d; (C°). Variabelen t avheng av differansen
mellom vektene w; 0g Wi.;.

Uttrykket vil vera ein gvre skranke for d,,
de £ [X (Ci)l+t(dr (C°)) =d™ ().

Dgme 4.4.2. s=7,1=2 dl GF(2"),
*=[54,2],C=[158,4].

Jr. fig. 44.1. G* har 2' +1 = 5 spyler svarandettil posisonaneb’, 0 £j £ 22
C*| er generert av | = 2 linesat uavhengige kodeord, c*(y), ,1 £ r £ |. Kodeorda
har minimumsvekt wy. Dei er fra S*((y). G*, har tre O-sgyler og to sayler der

¢ (y) =Tr? (yo!+ b* )1 0,1£ r £ 1. (Jr. Definison 4.3.1)
Sidan c*(y), T S*\(y), vil kodeorda vera ulike desse to posisonane,og dei to sayl-
ene har difor rang |, dvsfull rang.

Vi ser Apdintervalet 1+1 £ r £ 2I. Ogsai dette intervallet skal | linesat uav-
hengige kodeord veljast slik at c*(y), T S*(y), men no skal kodeorda ha vekt .. |
degmet har vi

Wo - W1 = 2I_1.

Sidan kodeorda ogsa kan veljast dik at dei to O-komponentane ligg innafor O-
sgylene i G*| , er det difor tilstrekkeleg & auka rangen fra O til | i ei sgyle. Ved a
aukarangen fra 0 til i ei sgyle, vil vi oppna eit 2I-dimensgonat underrom med to
O-sayler og tre sgyler med rang |. Alle kodeorda i dette underrommet har vekt £
Wo.

| intervallet 21+1 £ r £ 3l gar vi fram pa same méte, men brukar kodeord med vekt
ws. | intervallet 31+1 £ r £ 4l nyttast kodeord med vekt w.

0...2

i 000dd
7000dd | kodeord, tre O- sgyler,kodeorda i C* ~har vekt wy.
' 00ddd
1 00ddd 2l kodeord, to O - sgyler, kodeorda i C *2| har vekt w1 og wo.
=2 I odddd
I 0dddd 3l kodeord, ei O- sgyle,kodeorda i C *3| har vekt w1, w2 og w3.

T ddddd
Tddddd 4| kodeord, ingen O - sgyle, kodeorda i C *4| har vekt w1, w2, w3 og w4.

Fig. 4.4.1. Generatormatrisafor C* er arrangert dlik at dei r farste kodeorda genererer eit
underrom som gir ein gvre skranke for d; .
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Vi ser sd pa G, generatormatrisa til "trace-koden" C, jfr. fig. 4.4.2. Kodeorda,
c(y), LE r £ k erdelt oppi 2' +1 = 5 "blokker" av lengde 2' -1 = 3. Ein dik
blokk tilsvarer ein komponent i c* (y);.

LatO£j£2 oglatal GF(2'). Kvar av posisonane (Cy.g -, Caayejz-gy) |
den j'te "blokken" i c(y), er da gitt av

G(y)=Tr! @' Tr? (yo'+ b)), 0£i£2'-2, j er konstant.
Posi§onane (C; .y 1.+ Ceat. 24 j2- 1) har vekt O eller 24,

Fig 4.4.2. syner korleise sgylei G*, med rang r, gir opphav til ei generatormatrise
for eit r -dimensjonalt underrom i C° i posisionane (C; 1.y .-+ Ceai- a4 2'-1))-

Vi ser ogsa her pdintervallet 1+1 £ r £ 2l. Sidan alle kodeorda i C, har mini-
mumsvekt, vil stettevektatil C, veragitt av
X (Ci)I=2(d (C%)).

Ettersom kodeordet c* (y)..; vart valt dlik at dei 2 0-komponentane i kodeordet 1&g

innafor O-saylene i G*,, vil det tilsvarande kodeordet, c(y)+1, medfara eit tillegg |

stettevekta tilsvarande ws - wy = 2%, Stettevekta for heile intervallet vil veragitt av
X (C)|+d, (C°),derr =r-1.

o . . . 2

1 000 000 000 110 110
7000 000 000 011 011
;000 000 110 110 110
000 000 011 011 011
I'000 110 110 110 110
1 000 011 011 011 011
7110 110 110 110 110
7011 011 011 011 011

I®

Fig. 4.4.2. Generatormatrisafor C er arrangert slik at dei r farste kodeorda genererer eit
underrom som gir ein gvre skranke for d; .

For underrom "konstruert" pa denne méten gjeld
C.l C.I ..I C.

Salv om vi pakvart steg kan visa at val av c*(y), er optimalt med omsyn til stette-
vekta, vil metoden berre gje ein @vre skranke for d, sidan vi fareset at C*, tilfreds-
stiller kjedevilkaret.
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Det er dessutan ikkje gitt at ein oppnar den beste skranken om w(c* (y) i1 +1) = Wis1.
For koden der s = (2'-1)(2 +1) + 2, skal vi t.d. syna at skranken i et intervall vert
betre om w(c* (y) i1 +1) = Wi«2. Metoden avdekkar dessutan at denne koden ikkje til-
fredsstiller kjedevilkaret.

Malet er §alvsagt a finna vekthierarkiet med utgangspunkt i dei gvre skrankane. Vi
ma i sa fal farst og fremst prova dyas.1. Dette har vore den starste vansken i
arbeidet med oppgava. Problemet ser ut til & vera det same for beggje kodane. Det
har ikkje lukkast a fullfgra dette beviset. Delresultat vert lagt fram i avsnitta 4.5.2
og 4.6.2. Vedleggall og Il inneheld meir detaljerte studiar av problemet.

Numeriske resultat for beggje kodane tilseier at dei @vre skrankane gjeld med lik-
skap.

Fra no av ska kodane handsamast kvar for seg i avsnitta 4.5 og 4.6. Vi utviklar
farst likning (4.2.1) for @ muleggjera ein teoretisk analyse. Deretter vert dei mate-

matiske problema kring dy4.+1 Klargjort og nokre delresultat vert lagt fram. Der-
etter finn vi dei @vre skrankane for d..

45 s=2"-1
4.5.1 Introduksjon
Dette avsnittet gir ein bakgrunn for koden. Teorem 4.5.1 er henta fra[11]. Vi tek

med eit samandrag av beviset, ettersom resultata herifra skal nyttast vidare.

Teorem 45.1. Dersomm®© 0 mod 4, m = 2, og s = 2*%-1, har Dy(y) 4 verdiar.

D, og h(D.) er gitt av
Ds h(Dy)
1+1 2l -1 _ -1
gl (2% 27/3
O 22| -1 _ 2| -1
-2 (2% -2/3

Bevis. Sidans® 1mod (2'-1) og s° -3 mod (2 +1), f&r likning (4.2.1) verdiane
k=0o0gt=-3. Likningavert da
yb+b2+y?bt+b3=0.

Vi multipliserer med b ® og tek deretter rota
(Wb +b®+y"b™ +b%b*)*" =0
b b3+y?b2+y?* ' b+1 =0, (4.5.1)
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For b gjeld framleis at
b2 =1, (45.2)

Likning(4.2.1) er no e tredjegraddikning, og N, (y) vert taet pa distinkte lgys-
ingar, b, til likningane (4.5.1) og (4.5.2).

Vi ser patilfellet y2 =1 og faktoriserer likning (4.5.1)
b3+y1/2b2 +y2|'1b+1 :(b+y1/2)(b+y2l'2)2.

Felgjande vert bevist:
) (4.5.1) har 1 repetert rot med multiplisitet 3U y =1,
dvs. ndry?=y? b y=y?' b yi1 GF(2?)C GF(2? ") =GF(2).
i) (4.5.1) har 1 repetert rot med multiplisitet 20 y2* =1,y 1 1.
Dennerota er
bi=y? . (4.5.3)
Her vil ogsdverae annarot
b=y 2. (4.5.4)

Det vert synt at retene tilfredsstiller likning (4.5.2).

Det vert konkludert med at

i) No(y)=2 O y?*=1y? 1,

i) No(y) =1, 0my=1,

i) No(y) =3, 1 eller 0, omy?** 1 1.

N; er gitt ved
Nl — (22| -1 2| —1)/3
N2 = 2I
N3 - 22| -1 2| -1
N, = (2% - 2')/3.

4.5.2 Teoretisk analyse av koden

| dette avsnittet skal vi studera likningane (4.5.1) og (4.5.2). Formalet med dette
er & analysera vilkara for kodeord med vekt w. og ws. Malet er i farste rekkje a
prova dys+1. Vi treng dessutan meir kunnskap om desse kodeorda for & prova evre
skrankar for d;, I+1 £r £ k.
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Dersom likningane (4.5.1) og (4.5.2) for gitt y har 3 distinkte reter, vil dette med-
fara at kodeordet har minimumsvekt. Minimumsvekta kan enkelt reknast ut, jfr.
avanitt 4.2. Sidan koden er lineaa, vil minimumsvekta svara til minimumsav-
standen, og
d, = 2211 _ 2|-1(3_1) =221 _ol
=(2'-2) 2" = (2'- 2) dy(C°).

Definisjon 4.5.2. Vi definerer koden
C=[2"-1,4l,2""- 2.

LatabT GF(2%). Daer c(a,b) = (co(a,b), cy(a,h)... cna(a,b)) eit kodeord i koden.
Posigonane er gitt av

ci(ab) =Tr? (ax'+bx%),0£j£2% -2,
der x er eit primitivt element i GF(2?).

Lat b2* =1, (4.5.5)
oga?*=1 DAaf&vin&x=ab

Tr2' (ax + bx®)

=Tr? (aab +ba *b°)

=Tr? (aab+bab?®),dd a*=a og b*=b"

=Tr} (aTr? (ab+bb?)).

Tr 2 (ab +bb )
ab+bb3 +a2 bt +b?bp*
ab+bb2 +a2 bt +b?b?

Vi multipliserer med b ® og tek deretter rota
=(@+bb2+a?b* +b?b3) b

a1/2b2 +b1’2+a2"1b +bz'-1b3

=b? b +ap?+a’ b+b™2

Dette gir likninga
b?b3+ab%+a’b+b =0,bt 0. (4.5.6)
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Teorem 4.5.3. Vekthierarkiet til C er gitt av
d=(2-2)(2-2"),om1Er £ I

Bevis. Vi har fra Teorem 4.3.2 at

r-lé -1
d == Qw =@-2 & &&= (2-2@-27).
2 ¢l Cr i:oe2 u

Merk. d.= (2'-2)d, (C°).
d=2-2)@2-1)=2-2""-2" +2
O

Latdi GF(2"). For kodeordet c(d a, d b) kan likning (4.5.6) skrivast:
(db)?b®+ dab?+(da)>’ b+ db = 0,b1 0,
b d®b?b% + dab?+d?*a?b+ db =0
Sidand1 GF(2), gield
d?=d,
og likninga vert
d((b?b%+ab?+a’b+h) =0,bt 0.

Likningane (4.5.5) og (4.5.6) for kodeorda c(a, b) og c(d a, db) vil da haidentiske
reter (evt. ingen rater) og
w(c(a, b)) =w(c(d a, db)).

Jir. Definison 4.3.4. Si(a,b) ={c(da, db) |dT GF(2)}.

For alle kodeord i S(a,b) gjeld
c(dia, dib) + c(d,a, dzb) =c((dy +d2)a, (di +dy)b).

Teorem4.5.1fgreseta=yogh=1. Lat ab1 GF(2*)dikaty= a/3b. Vi ska
no bruka same framgangsméaten som i beviset for Teorem 4.5.1, og finna nokre
grunnleggjande vilkar for at likningane (4.5.5) og (4.5.6) har ei éler to lgysingar.

Lemma4.5.4. Lat Ny (a,b) vera talet pa distinkte lgysingar, b, til likningane
(4.5.5) 0g (4.5.6), a,b1 GF(2%)og y = a/t/b. Davil

Np(a,b)=1,omy =1

Np(a,b) =2, omy?* =1,y 1.
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2'+1

Bevis. Vi ser patilfellet y
(a/%)2'+1 -1
0 (a/%)s(2'+1) -1
0 as(2'+1) /bz'+1 -1
0 a(z'*l- 1)(2' +1) /bz'+1 -1
0 (a/b)®* =1.

=1 og far da

Vi faktoriserer s likning (4.5.6)
b?b3+ab?+a’b+b =(b?>b+a)(b+a’ /b?")?
sidan
(b’ b+a)b+a’ /b?")?
=(b’b+a)(b%**a’/b?)
=b?b3+ab?+a?b+a’*/b?
=b®b3+ab?+a’b+bh, dd(@a/b)?*=1p a2 b? =b.

Vi ser ut fra dette at likningane (4.5.5) og (4.5.6) vil ha e rot med multiplisitet 2.
Dennerota er

b,=a® /b2 .
Her vil ogsdverae annarot

bZ?b, +a=0

b b,=a/b?.

Dersom b, = b, , falgjer
ab? =a? /b7
0 a/a? =b? /b?

a- (2'"1.1) _ b2|-1

()

22l _ol-t ) il
a =b

_ 22|_2|-\1/b2T
a — 2|+1_\]/B
a =4b.

a =¢b0 afsh=10y=1

oo o
[o}]

Likningane (4.5.5) og (4.5.6) vil difor ha e rot med multiplistet 3omy = 1, og vi
kan konkludera med at

i) No(y) =2, omy?** =1, y* 1. Tilsvarande kodeord har vekt = w.
i) Ny (y) =1, om y = 1. Tilsvarande kodeord har vekt = ws.
u
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Alle numeriske resultat tilseier at di.x > g(l+1, d), og a den minste stettevekta vi
finn for et (I+1)-dimengonat underrom er g(I+1, d) +1. Denne stettevekta vert
oppnadd nar C*.; inneheld eitt kodeord med vekt w; eller to kodeord med vekt
Wo, 0g resten av kodeorda har minimumsvekt. Denne situasjonen kan forekoma nar
generatormatrisa til C* 1., har ei dler to O-sgyler. Dei numeriske resultata tyder pa
at dersom generatormatrisa til C*,.; ikkje har O-sgyler, vil stettevektatil C., dltid
verasterre enn g(1+1, d) +1.

For aprovad,.; mavi ut fradette finna eit C* ., dik at

IX(C*11)[ = g(1+1, d).
Eller vi ma prova allment at eit kodeord med vekt > minimumsvekt finnsi eitkvart
(I +1)-dimengonalt underrom, dvs at di.; > g(1+1, d).

Det er difor naudsynt & studera saaleg kodeorda med vekt w, og ws meir detaljert.

Utgangspunktet er likningane (4.5.5) og (4.5.6)
b2 =1,

09
b?b3+ab2+a?b+b=0,b? 0.

Lemma4.5.5. Latc(a,b) veraeit kodeordi C.

Dersom b% b3=ab? b? b3 a? b, vil likningane gje eit kodeord med vekt w.
Dersom b% b3=a% b, b? b2 ab? vil likningane gje eit kodeord med vekt w..
Dersom b? b 3= ab 2= a? b, vil likningane gje eit kodeord med vekt ws.

Bevis. b?b%=ab?
b b=ab?,
og likningane har to lgysingar, jfr. beviset for Lemma4.5.4.

b?b*=ab,
b b2=a®/b?
bb=a?/h?,
og likningane har to lgysingar, jfr. beviset for Lemma4.5.4.

b®b3=ab?=a’b

b b=ab?=a’ /b?"
b ab?=a? /b

b a =4b,

og likningane har ei lgysing, jfr. beviset for Lemma4.5.4.
a
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Korollar 4.5.6. Likning (4.5.6) kan skrivast
Tr? @b +bb?)=0.

b er e rot i likninga
UTr? (@b+b®h?)=0
U @b+b’b?®) 1 GF2).

Dersom (a’b + b’ ) = 0, f&r vi
a’b =b’b
b b*=b¥a’
b b?=b/a
b ab =1b?
b b2 =a?/b?
b b=a’ /b?".

Her vert da
(azl-llbzl-l)zl+l — 1
b (a/b)?* =1.

Likning (4.5.6) kan ogsa skrivast
Tr (@ +b*b¥=0.

b er e rot i likninga
O Tr? @b +b*b%=0
0 @ +b?* b3T GF(2).

Dersom (a%b +b?% b 3) =0, f&r vi
a? =bh* b *
b b2=a%b?*
b b=al/b?.

Her vert da
@/b?)?=1
b (a/b)?* =1.

N&r (a/b)>** = 1, vil likningane (4.5.5) og (4.5.6) ifelgje beviset for Lemma 4.5.4
hato lgysingar dersom a® /b2 1 a/b? , dvsdersomb;? b,.

Dersoma?  /b? = a/b? , har likningane ei lgysing.
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Numeriske resultat tyder pa at det i eitkvart (I+1)-dimensionat underrom i koden
finns minst eitt kodeord, c(a,b) , dlik at (a/b? )?** = 1. | Vedlegg Il er tilfellet b =
a/b? studert fra eit par andre synsvinklar.

| Lemma4.5.4. fann vi at likningane (4.5.5) og (4.5.6) har
to lgysingar om

(a/3b)?* =1, a/shb 11,
0g ei lgysing om

a/shb =1.

| Lemma4.5.7. kjem vi fram til eit meir presist utrykk.

Lemma4.5.7. Latb verae lgysingtil likningane (4.5.5) og (4.5.6) for eit kode-
ord, c(a,b). D& har likningane to leysingar 0 a/b = 1/b? b3t b*?.

Bevis. Vi skriv likning (4.5.6) som
b2 x3+ax+a’x+b=0,
og faktoriserer
b?x3+ax+a’x+b
=b? (x +b)? (x + u)
=b? ¢ +b? u®+b? b*x +b? b?u.

Vi ser p& koeffisientane til x* og x og fér
(bz' U) 2! :bz'bz
b bu? =b?b?
b u? =b?'b?
Vi ser pasiste leddet i likninga og far
b2b2u=b
b u=b*?/b2
Vi setinn for u og far
b2 (x+b)> (x +u)=0
b b? (x+b)2(x+b*?/b?)=0

Vi ser at likninga har 2 reter ; b med multiplisitet 2 og b*? /b 2. Dei to retene er
samanfdlandeomb =b*? /b2p b3 =p*?.

Falgjande vil gjelda
bZu=a b b? b*?/b%=a b a=bh/b2b ab=1b?
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Vi har no synt at dersom likningane har to reter, gjeld a/b = 1/b % Vi har i Kor-
ollar 4.5.6 synt at dersom a/b = 1/b 2 vil likningane ha to reter om retene ikkje er
samanfallande. Difor falgjer teoremet.

u

Lemma 4.5.8. Dersom C*,;; har O-sgyler, inneheld C* ., minst eitt kodeord med
vekt > Wi.

Bevis. Sidan likning (4.5.6) kan skrivast
Tr? @b +bb?®)=0,
kan vi setja
fa(b)=Tr 2 (@0 +b’b2)=0
09
c*(a,b) = (fan(1), fan(b )....fab(b2I ), jfr. Definigon 4.3.1.

LatO£j£ 2. Viserpde sayle svarande til b ! i generatormatrisa for C*,.;. Den
j'te posigonen vil for kvart kodeord i C*,; veragitt av

¢t (@b)=Tr? (@ '+b%¥),der a®'+ b3 1 GF(2?¥).
I+1 element i GF(2?') vil haein lineskombinagon i GF(2').

Lat den j'te seylai generatormatrisa for C* ., veraei 0-sgyle. Dagjeld
¢t (a,b) =Tr 2 (a®'+b% ¥ ) = 0for alekodeord i C* ..

SidanTr 2 @b '+bH3 )=00 a'+bd I T GF2'), vil vi no fa linesa-
kombinasjonar av I+1 element i GF(2').

Seylakan illustrerast dik

Tr2' (a’b! +b%0 ) =0

Tre' (a1 +b20 ) =0

Tre' (ap?bi+b?0¥) =0

De 1+1 elementa kan ikkje vera linesat uavhengige. Det vil i denne saylai C*.,
forekomamingt eitt tilfelle av at
a’b'+bhI=0.

Sidan likning (4.5.6) og dermed f.»(b ) ogsa kan skrivast
fu(b)=Tr? (a% +b? b?),

vil deti den jtesayla i C*,; no tilsvarande veramingt eitt tilfelle av at
a?’l+b?* b I=0.
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| Korollar 4.5.6 synte vi at dersom
a’ +bp®=0,dvs b =a® /b?",
eller dersom
a’h +b?2b *=0,dvsb =a/b?,
vil likningane (4.5.5) og (4.5.6) medfera eit kodeord med vekt w, om rgtene ikkje
er samanfallande. Om rgtene er samanfallande, gjeld
a?’ /b? " =alb?,
og kodeordet har vekt ws.

Vi har no synt at om C* ., har & 0-sgyle, ma C*,,; innehalda minst eitt kodeord,

c*(a,b)y, dikatb =a? /b2
0og minst eitt kodeord,

c*(a,b),, dikat b =a/b? .

Om c*(a,b); = c*(a,b),, vil likningane for kodeordet ha ei I@ysing. Kodeordet har
da vekt ws. Dette medfarer at C*,; ma innehalda minst eitt kodeord med vekt >
w;. Omc*(a,b); 1 c*(a,b),, ma C* ., mainnehalda minst to kodeord med vekt >
w;. Likningane har dato Igysingar. Kodeorda har vekt ws.

0

| dette avsnittet er det lagt fram nokre vilkar for at likningane (4.5.5) og (4.5.6)
medferer kodeord med vekt w, og ws. Vi har funne at dersom generatormatrisa for
C* 1.1 har O-sgyler, vil C*\,; innehalda minst eitt kodeord med vekt > w;. Derimot
har vi ikkje greidd & prova at C* ., alltid inneheld kodeord med vekt > w;, dik dle
numeriske resultat tilseier. Vi har dermed ikkje prova di.;. Det som er lagt fram i
dette avsnittet ( og ogsa i Vedlegg I1), kan vera viktige delresultat for eit ikt
prov.

Alle vidare resultat vedrgrande d,, I+1 £ r £ k, vert dermed stdande som @vre
skrankar.

45.3 @vre skrankar for vekthierarkiet, d;.; ... dy.

Vi ska fglgja metoden som vart skissert i avsnitt 4.4. LatO£ i<4o0glEr <k
Vi skal konstruera generatormatrisa til C*,. | kvart intervall, il +1 £ r £ (i+1)I,
skal vi velja kodeord, c*(a,b),, etter falgjande retningdinjer.

I) W(C* (a,b)r) = Win
i) c*(a,b), har O-komponentar i dei same saylene.




Kapittel 4 Niho-kodar. s =2"-1.

Om ein vel c*(a,b), dik at c*(a,b), T S*(a,b), vil desse krava vera tilfredsstillit. Om
muleg skal vi dessutan velja kodeorda slik at

iit) Alle 0-komponentane til ¢*(a,b), ligg innafor O-saylenei C*,.

Far vi finn skrankane, mavi undersgkja

i) differansen mellom vektene wi.; 0g w;, da denne gir differansen mellom
IX(C*ii+1)] 0g [X(C¥i)].
i) om det er muleg & veljac*(a,b)i1 slik at alle 0-komponentane il

c*(a,b)ii+1 ligg innafor O-sgylenei C*;;.

Vi reknar ferst ut vektene. Sidan Dy(y) har 4 verdiar, er C ein 4-vektskode. Vekt-
ene er gitt ved
wy= dy=221-2"%3-1) =222 =(2-2) 2" =(2-2)dy(C%)

Wy = 22|—1_ 2|—1(2 _ 1) — 22|—1_ 2|—1 - (2|_ 1) 2|—1 - (2|_ 1)dl(CS)
W3 = 22|—1_ 2|—1(1 _ 1) — 22|—1 - ( 2|) 2|—1 - 2| d]_(CS)
W, = 22|—1_ 2|—1(O _ 1) - 22|—1 + 2|—1 :(2| +1) 2|—1 - (2| +1)dl(CS)

Vi ser at vektene er p&faigjande multippel av di(C°), og differansen mellom vekt-
enew;;og w; er 2",

Merk. C* er ein MDS-kode.

Punkt iii) kan tilfredsstillast pa felgjande méte. Vi gar ut fraat vi i intervallet

1£ r £ | har valt kodeord med vekt w;. Desse har 0-posigonar tilsvarande b, b,
og bs. Vi skal sa finna ¢*(a,b).; med vekt w,. Kodeordet skal om muleg ha 0-
posigonar svarandetil b; og by.

Lat M = { c*(a,b)|(a/b)? "= 1}. Vi kan ifdlgje Lemma 4.5.4 velja c* (a,b);.; fra M
dik at
a?’ h? =b,
og
alb? = by a? /¥t alb?.
Dette vil veramuleg for alle kombinagonar av to sayler.

c*(a,b)a+1 med vekt ws , og med 0-posision svarande til b;, kan ogsa veljast fra M,
mendikaa? /b? =a/b® =b,. Dettevil veramuleg for ale sayler.
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Vi kan da konkluderamed at det i C finns underrom

i) med dimengon £ |, dik at likningane for alle kodeordai C, har tre felles
reter, og der ale kodeord har vekt w;.
i) med dimengon £ 2l, dik at likningane for alle kodeordai C, har to felles

reter, og der alle kodeord har vekt w; 0og w.

i) med dimengon £ 3, dik at likningane for alle kodeordai Cg har ei felles
rot, og der alle kodeord har vekt w;, w, 0g Ws.

Eit r-dimengonat underrom, C, , i C tilsvarer eit r-dimengonalt underrom, C/*, i
C*. Dersom likningane for ale kodeorda i C, har i felles reter, vil generatormat-
risafor C* hai O-sgyler.

Vi kan da konstruera f@lgjande generatormatrise for C*,.

Deme 459. di GF(2),1=4.

1b. .. . b?

j000dddddddddddddd
7000dddddddddddddd
+000dddddddddddddd

.I.OOOdddddddddddddd tre O- sagyler, kodeorda i C*I har vekt w1.

100ddddddddddddddd

lOOddddddddddddddd

l100oddddddddddddddd
G* 100ddddddddddddddd toO-awhnkmEoMaiC*mImrv%twlong.
- 10dddddddddddddddd

l0dddddddddddddddd

70dddddddddddddddd

10dddddddddddddddd ei 0- wWakmhoMaiC*glmrv%twL w2 0g W3

jddddddddddddddddd

~ddddddddddddddddd

lddddddddddddddddd

{ddddddddddddddddd ingen O - wW&kmhoMaiC*mlmrv%twL W2, W3 0g W4.

Fig.45.1 C=[255,16,112],C* =[ 17, 4, 14]. Generatormatrisa er arrangert slik at dei r ferste
kodeorda genererer eit underrom som held den gvre skranken for d, .
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Teorem 4.5.10. @vre skrankar for vekthierarkiet til C er gitt ved
d £ (2-2@-1)+ 2 -2, om I+1£ r£2l,
£ @-DE-)+ (@ -2%, om2+1£ r£3l,
£ 2'(2-1) + (2 -2"), om3I+1£ r£4l.

Bevis.
I+1E£r £ 2l

Utgangspunkt er C*, der 3 sayler har rang 0, og dei (2' +1) - 3 = 2'- 2 andre sayl-
ene har rang |. Vi har fraLemma 4.5.8 at

¢t (ab)=Tr 2 (@®'+b% ™).
Sidanc*(a,b), ,1 £ r £1, ervalt fraS*(a,b), er dei ulikei alle posigonar * 0. 1 fig.
4.5.1. er dette posisionane svarandettil b’, 3£ j £ 2.

Vi vel sac*(a,b)i.2 med vekt w,. Vi har funne at det er muleg & velja dette dik at
0-komponentane svarar til to av O-sgylenei G*|. Rangen madaaukafraOtil 1i ei
sayle. | fig.4.5.1. er dette spyla svarande til b >,

| heile intervalet, I+1 £ r £ 2I, vel vi c*(a,b), T S*,(a,b). Davil dei | kodeorda
veraulikei denne sayla. Rangen, r, til sgyla aukar fra O til 1.

| dei tilsvarande kodeorda c(a,b), i C, er kvar posigon gitt av
Tr2 (a Tr? (@°b + b’ *)). Kodeorda vert generert ved & lata a ga
giennom GF(2') og b g& gjennom B. ), jfr ogs& avsnitta 4.3 og 4.4.

LatOf£ i £2'-20g0£ j £2'. DAvil posisonanei c(a,b), veragitt av
Cirjon (@D =Tr ¥ (a' Tr ' (@%'+bh ).

Vi ser paei sgylei G*. Sidan c*(a,b), T S*/(a,b), vil ale kodeorda vera ulike i
posigon j, og

Tr 2 (@®b'+ b ™)
vil vera | linesat uavhengige element i GF(2' ). D& vil dei tilsvarande saylene i G
vera el generatormatrise for Simplex-koden, C°. Dei tilsvarande sgylenei G vil vera
saylenej(2'-1) ... 2' -2 + j(2'-1). Fig. 4.5.2 syner eit utdrag frd G.
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Dgme 4.5.9, framh. Jir. spylatilsvarande b ? i fig 4.5.1. Fig. 4.5.2 syner del
tilsvarande sgylenei G.

Sayler Sayler Sayler

tilsvarandeb tilsvarande b 2 tilsvarandeb® ...

. 0000000 000000000000000 10101010.... kodeorda i C*, har vekt wi.

....0000000 111111110000000 11111111...
....0000000 111100001111000 11110000....
....0000000 110011001100110 11001100....
....0000000 101010101010101 10101010.... kodeorda i C * | har vekt w1 og w2.

[@)
— — — ——— — —

Fig. 45.2 C=[255,16,112],C* =[ 17, 4, 14]. Seylenetilsvarandeb ? utgjer i generatormatrise for
ein[2'-1,1, 2" ] Simplex-kode.

Dette inneber at
d. £ di+d, (C°), derr =r-1.
— (2|_2)(2|_1) + (2| _ 22I—r) = d'rmaX .

Vi samanliknar no dette resultatet med g(r,d) forI+1 £r £ 2.

r=1+1.
d 1% - g(I+1,d)

é(zr _ 1)(22|- 1_ 2| ) l;l
A
22| _ 2|+1 _ 2|—1 + 2 _ (22| _ 2|+1 _ 2|—1 + 1) — 1

(2'-1)(2'-2) + 2" -

d;™ -g(21,d)

é2" - D% - 2"Hu
=@-0@-2)+ @22 By
- 22| _ 2|+1 + 1 _ (22| _ 2|+1) - 1

Ettersom d; < d» < ds... < di £ n, kan vi konkludera med at
M =g(r,d)+1,omI+1£ r £2l.
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2141 £ r £ 3.
Utgangspunkt er C*, der 2 sayler har rang 0, og 2'-1 seyler har rang |.

Vi vel c¢*(a,b),+1 med vekt wa. Vi har funne at det er muleg a velja dette dik at O-
komponenten svarar til ei av 0-spylenei G* . Rangen kan ogsa no aukafraOtil 1i
ei sgyle. | fig.4.5.1. er dette sgyla svarandetil b.

| heileintervallet, 2I+1 £ r £ 3, ve vi c*(a,b), fra S*|(a,b). Davil dei | kodeorda
veraulikei denne sayla. Rangen, r, til sgyla aukar fra O til 1.

Den gvre skranken er da gitt av
d. £d5™+d, (C°),derr =r-2l.
— (2|_1)(2|_1) + (2| _ 23I—r) — d'rmaX .

3+1E£ r £ 4l

Utgangspunkt er C*5 der 1 sayle har rang 0, og 2' sayler har rang |.
Vi vel c*(a,b)s+1 med vekt wy.

| heileintervallet, 31+1 £ r £ 4l, ve vi c*(a,b), frA S*(a,b). Davil dei | kodeorda
veraulikei denne sayla. Rangen, r, til sgyla aukar fra O til 1.

Den gvre skranken er da gitt av
d £ d5™+d, (C°), derr =r-3l.
- 22| (2|_1)+ (2| _ 24I—r) — d'rmaX .
o)

45.4 Resultatforl £4

Vi syntei Lemma4.5.8 at dersom G* ., har O-seyler, kan den gvre skranken,
=gl +1d) +1,
ikkje underskridast. Dette tilseler at dersom alle kodeordai C, .1 har minimumsvekt
dik at
dia = g(1 +1,d),
kan G* .1 ikkje ha O-sgyler. Vi ska no synaat G* .1 heller ikkje kan ha sayler med
rang 1. Vidare at G*|.; kan ha hggst ei sgyle med rang 2.

Til dlutt syner vi at det underrommet som G* ., i safall genererer, vil ha el stette-
vekt som er starreennd 7, om | £ 4.
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Vi gér ut fraat di., = g(l +1,d) og at G* |+, ikkje har O-sayler. Sidan ale kodeord i
C*1+1 d& m& ha minimumsvekt, ma ale kodeord i C*, | C*,, 0gsd ha minimums-
vekt. Kjedevilkaret vil dermed gjeldafor C* ..

Lat C* ., innehalda eit I-dimengonalt underrom , C*,, dlik at G*, har ei sgyle med
rang 0. Ettersom G*.; derimot ikkje kan ha O-sayler, ma rangen til denne sayla
veraauka til 1. Sgyla representerer d& eit tillegg i stettevekta pd 2. Stettevekta
til C*\,, er, dersom ingen fleire sgyler bidreg, gitt av

d+ 2"t =dm™,
Vi kan konkludera med at G* ., heller ikkje kan ha sgyler med rang 1 om den gvre
skranken skal underskridast.

Lat C*., innehadaeit I-dimengonalt underrom, C*,, dik at G*, har to sgyler med
rang 1. Ettersom G*.; ikkje kan ha sgyler med rang 1, ma rangen i desse sgylene
veraaukatil 2. Sgylene representerer da eit tillegg i stettevekta p& 2(2"?). Stette-
vektatil C* ., er, dersom ingen fleire sayler bidreg, gitt av

di+ 2(2|_2) =d .
Vi kan konkludera med at G*|.; kan ha hagst ei sgyle med rang 2 om den gvre
skranken skal underskridast.

Lemma 4.5.11. Dersom | £ 4, er vekthierarkiet til C gitt av
dr=g(rd)+1L, omI+1£r £ 2l

Bevis.

I=2. C=[15,8,4],C*=[5,4,2].

Det finns felgjande aternativ for G* | dik at 2 kodeord har minimumsvekt.
i) 3 O-sayler i) 2 O-sayler iii) 1 0-sgyle

c* (al,bl) : 000dd c* (al,bl) : 000dd c* (al,bl) : 000dd
C*(a&,bp) : 000dd  c*(a,by) : 00d0d  c*(ap,by) : 0OddOO

Dersom alle kodeord i C*| ( og C*1.1) skal ha minimumsvekt, ma alternativ i) eller
ii) veljast. Dette tyder at C*| har minst 2 sgyler med rang 0. Dermed vil C*,; ha
seyler med rang 1, og skranken kan ikkje underskridast.

=4, C=[25516,112],C* =[ 17, 4, 14].

_é(zr _ 1)(22|-1 _ 2|)l;|
o(+10) =52 I - 20¢
e u

= (31* 112)/16
=217.
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Fra Teorem 4.5.10 har vi

= @-2@-D + (2 -2')
= 14*15 + (16 - 8)
=218.

Dersom ei sgyle G*|.; har rang 2, og del andre har rang 3, vil stettevekta til C* .,
verta
X(C* 1) = do(C°) + 2 d(C°)
— (2| _ 2|-2) + 2 (2| i 2|-3)
=(16-4) + 16(16 - 2)
= 236.
Berre fleire sayler med rang 2 kan minka denne summen, men da vil den evre
skranken ikkje underskridast.

Vi kan da konkludera med at den gvre skranken, d ™, vil gjelda med likskap for
heileintervallet I+1 £ £ 21, sidand ™ = g(r,d) +1, og d;+1 > d; gjeld.

r

A

46 s=(2-1)(2"+1)+2
4.6.1 Introduksjon
Dette avsnittet gir ein bakgrunn for koden. Teorem 4.6.1 er henta fra[11]. Vi tek

med eit samandrag av beviset, ettersom resultata herifra skal nyttast vidare.

Teorem 4.6.1. Dersomm = 4l og s = (2-1)(2* +1) + 2, har Dy(y) 4 verdiar. D

og h(D.) er gitt av
D h(D)
23I 2I
22| 24|—1 _ 23|—1
0 23| _ 2|

_22| 24|—1 _ 23|—1

Bevis. Sidans® 2mod (2 +1) og s° 2" mod (2% -1), fér likning (4.2.1) verdi-
ane k=1+1ogt=2. Likningavertda
yb+y¥ b+ b? +b 2 =0, (4.6.1)

Vi ser patilfdlety T GF(2?). Likningakan d skrivast
yb+bY) =0 +b™)?. (4.6.2)
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46 s=(2-1)(2"+1)+2
4.6.1 Introduksjon
Dette avsnittet gir ein bakgrunn for koden. Teorem 4.6.1 er henta fra[11]. Vi tek

med eit samandrag av beviset, ettersom resultata herifra skal nyttast vidare.

Teorem 4.6.1. Dersomm =4l og s = (2-1)(2* +1) + 2, har Dy(y) 4 verdiar. D

og h(D.) er gitt av
D h(D)
23I 2I
22| 24|—1 _ 23|—1
0 23| _ 2|

_22| 24|—1 _ 23|—1

Bevis. Sidans® 2mod (2 +1) og s° 2" mod (2% -1), fér likning (4.2.1) verdi-
ane k=1+1logt=2. Likningavertda
yb+yZ bt + b? +b 2 =0. (4.6.1)

Vi ser patilfdlety T GF(2?). Likningakan d skrivast
yb+bY) =0 +b™)?. (4.6.2)
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For b gjeld framleis at
b¥'*t =1, (4.6.3)
og Vi serat b =1ere lgysingtil likningane (4.6.2) og (4.6.3).

Likning (4.6.1) kan skrivast som

y=(b+b*)*. (4.6.4)
Falgjande vert bevist:
1) Det finnsinga lgysing til (4.6.3) og (4.6.4), omy = Leller omy?*™ ¢ 1,
i) Det finns 2 distinkte |gysingar til (4.6.3) 0og (4.6.4), omy?* =1,y 1 1.

Det vert konkludert med at

dersomy 1 GF(2%),

i) Np(y) =2'+1, omy?*t =1, yt 1,
i) Np(y) =1, omy=1,

ogdersomy 1 GF(2") - GF(2?),
iy Ny (y) £ 2.

N; er gitt ved
Nl = 2I
N2 — 24|—1 _ 23|—1
N3 - 23| _ 2|
N4 — 24|—1 _ 23|—1.

4.6.2 Teoretisk analyse av koden

| dette avsnittet skal vi pa same vis som i avsnitt 4.5.2 studera likningane (4.6.3) og
(4.6.4). Malet er ogsa her i farste rekkje & prova diax.

Dersom likningane (4.6.3) og (4.6.4) for gitt y har 2' +1 distinkte reter, vil dette
medfera at kodeordet har minimumsvekt. Minimumsvekta kan enkelt reknast ut,
jfr. avsnitt 4.2. Sidan koden er linesa, vil minimumsvekta svara til minimumsav-
standen, og
d, = A1 _ 22|-1((2| +1)-1) = 241 _ o811
— (22| _ 2|) 221 — (22| _ 2|) dl(CS).
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Definisjon 4.6.2. Vi definerer koden
C= [24| _1, 8|, 24|—1_ 23|—1] .

Lata,b] GF(2"). Dder c(a,b) = (co(a,b), c1(a,b)... c.1(a,b)) eit kodeord i koden.
Posigonane er gitt av

ci(ab) =Tr? (ax'+bx¥),0£j£ 2" -2,
der x er eit primitivt element i GF(2").

Lat b?'* =1, (4.6.5)
oga?"' =1 D&f& vini x=ab

Tri' (ax + bx’)

=Tr;' (aab+ba *b°)

=Tr{" (aab+ba?"b?

=Tr{" (aab+(ba? b??")

=Tr{" (aab+b? a? b?)

=Tr{" (aab+b? ab?)

=Tr? (aTry (ab+b” b?)).

Tr¥ (ab+b? ' b?)
—ab+b? ' b? +a¥ bl+b? b2,

Dette gir likninga
b2 'b?+ab+b% b ?+a’ bt=0,bt 0. (4.6.6)

Teorem 4.6.3. Vekthierarkiet til C er gitt av
d=2-2Y2"-2*"),om1£r £ 2.

Bevis. Vi har fra Teorem 4.3.2 at

1 5162710 o
d = oraw =(2-2)8 g5 = @1-2)@-2").
cl Cr i=0 € u

Merk. d,=(2%-2")d, (C°).
dl - (22|_ 2|)(22|_ 1) — 24| _ 23| _ 22| + 2| .
0
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Lat dT GF(2?). For kodeordet c(dzl'la, d b) kan likning (4.6.6) skrivast:
(db)2 ' b?+(d?* @b+ (db)? b?+@d* a)? bl=0 btoO,
b d zl-lbzl-lbzl + dzl-lab +d 2-I-1b2-l-1b_zl + (dzl-l)zzl a22| b_l — 0

Sidandi GF(2?), gjeld

d 2-|-1: d23|-1 - d Zl-l
og

(dzl-l)zzl :dzl-l .

Likninga kan da vidare skrivast
d zl-lbzl-lbzl+dzl-1ab +d 2I-1 bz-l-lb_zl +d 2I-1 azzl b_1: 0
b d?'(b? ' b?+ab+b? b?+a* b*=0 bt O,

Likningane (4.6.5) og (4.6.6) for kodeorda c(a, b) og c(dzl'la, d b) vil difor ha
identiske rater (evt. ingen rater) og

w(c(a, b)) =w(c(d? " a, db)).

Jr. Definigon 4.3.4. Sx(ab) ={c(d? a, db)|dT GF(2)}.

For alle kodeord i Sy(a,b) gjeld
od1? " a dib) +c(d,” a db)=c((d:® +d,? )a, (di+do)h).

Teorem4.6.1fareseta=yogh=1. Lat ab1 GF(2")dikaty=a/3b.Viska
no bruka same framgangsmate som i beviset for Teorem 4.6.1, og finna nokre
grunnleggjande vilkér for at likninga har ei eller 2'+1 lgysingar.

Vi ser patilfdlety T GF(2% ) og ynskjer likning (4.6.6) paforma
y(b' +b' )= (b +b')?  jfr. likning (4.6.2).

Davinohar b1 GF(2"), setvi

b' 2I — bzl-l bzl

b b=’ b?)? =bb,
og kan skriva likninga som

y(vbb + vb* b= (vbb + vb" bH?.
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Likninga har & l@gysing om
Jbb = vb* b
pb=+b" ‘b
bb2=4b" ‘bt
b b*=p*"!

Dette tyder at likningane for ale kodeord dery 1 GF(2?) har ei rot, b dik at
b 4 _ bzzl

Merk. +bb =+b° b*b +bb T GF(2?).

Vi skriv sa likninga pa same form som likning (4.6.4) og far

y= (Jbb + b bY2L, (4.6.7)

D&yt 0og +bb 1 GF(2?) b vbb = vb” b,
kanb *=b*""! ikkje lenger veradi loysing .

Vi ser patilfellet y2** =1 og far
y2*= (Jbb + \/Bzﬂb-l) @@+ = 1
Likninga kan ikkje halgysingomy?** ¢ 1.
Likning (4.6.7) er ekvivalent med likning (4.6.4), og konklusionane fra Teorem
4.6.1. magjeldaogsdn&r b1 GF(2").
Dette tilseier at om c(a,b) er eit kodeord i C og (a/%/b)?** = 1, vil likninga for

kodeordet haei rot, b ik a b *=b%"*. Dersom (a/%/b)* 1, vil likninga i til-
legg ha 2' andre |gysingar. Desse |gysingane er da gitt ved

y=(b" b1+ (b b Y
=(vb” b+ b 7 b), jfr. likningane (4.6.4 0g 4.6.7).

Kodeorda der (a/3/b)?** = 1 har minimumsvekt eller vekt w.

Definisjon 4.6.4. Lat c(a,b) veraeit kodeord i C og (a/%/b)?** = 1. Vi definerer
bo =b,dikab*=b?"1,
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Definisjon 4.6.5.
G={v|vZ* =1,v]l GF2")}, ¢ G

Vi prever no a finna eit enklare uttrykk for relasonen mellom a og b dersom
(a/sb)?=1.

2'+1 -1

a2'+1/(%)2'+1 =1

a(2'+1)s /(%)(2'+1)s =1

a(z' +1)((2' - 1)(2? +1)+2)/ bz'+1 -1

a2(2'+1)/ bz'+1 =1

@ b)2" =1

b=a’g',g'l G

<

UUT U U U T

Dette tyder at for alle kodeord der y2** = 1, gjeld
b=a’g' .

Alle numeriske resultat tilseler at d,i.+; > g(21+1, d), og at den minste stettevekta vi
finn for eit (21+1)-dimensionat underrom er g(21+1, d) + 2", Denne stettevekta
vert oppnadd ndr C* ., inneheld eitt kodeord med vekt ws, og resten av kodeorda
har minimumsvekt. Denne situasonen kan forekoma ndr generatormatrisa til
C* 141 har ei O-sgyle, men ogsa nar generatormatrisa ikkje har O-sgyle.

For & prova dz.; mavi ut fra dette finna eit C* ., dik at

[X(C*241)| = g(21+1, d).
Eller vi ma prova allment at eit kodeord med vekt > minimumsvekt finnsi eitkvart
(21 +1)-dimengonalt underrom, dvs at d,i.+; > g(21+1, d).

Det er difor naudsynt & studera saaleg kodeord med vekt ws meir detaljert.

Utgangspunktet er likningane (4.6.5) og (4.6.6)
b22|+1 — 1
0g
b2 ' b?+ab+b? b?+a¥ bt =0b?o0.
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Lemma4.6.6. Latc(ab) veraeit kodeordi C . Laty = a/¥/b ogy?* =1 dik
atb=a’g". Dersoma® Y'Y = g' vil likningane gje it kodeord med vekt ws.

Bevis. b=a’g'
b b= az a(z'-l)(22'+1)
— a(z'-1)(22'+1)+2
=a°’
Py=1

Lemma4.6.7. Latc(ab) veraeit kodeordi C . Laty = a/¥b ogy?* =1 dik
atb=a’g". Dersom (a/b? )Z** =1, vil likningane gje eit kodeord med vekt ws.

Bevis. b=a’g'
b bz"lz(azgi)z"lz az' giz"1
b a/b? =a@Y/g?

(a/ bz"1)22'+1: 1p (a-(z'-l)/ giz"1)22'+1: 1

Sidang'l GF(2?) vert

gi(z"l)(zz' +) _ gi(z"l)z — giz' ’
og sidan g'® "V = 1 vert

giz - g— |.
Vi fé&r da

- (2'-1)(2% +1) g i

QD

1
A | 21 i
0 g @-ve +1):g i
~ | 21 H
0 a@-9@ = gi

og kodeordet har vekt ws, jfr. Lemma4.6.6.
|

Numeriske resultat tyder pa at det i eit kvart (21+1)-dimensonalt underrom i koden
finns mingt eitt kodeord, c(a,b), slikat (a/b? )% =1,

Vi skal i Lemma 4.6.8 og 4.6.9 prova at dersom generatormatrisa til C* ., har @
0-seyle, inneheld C* 5., mingt eitt kodeord med vekt > minimumsvekt.
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Lemma4.6.8. Latc(a,b) veraeit kodeordi C. Laty = a/3/b . Dersom

b2 b?=ab dler a¥ b* =b?"b?,
vil likninga gje et kodeord med vekt > minimumsvekt.

Bevis. Likning (4.6.6) kan skrivast
Tr¥ (ab+b? b?)=0.

b er e rot i likninga
O Tré (@b+b? " b?)=0
O (@b+b? b?)T GFE?).

Dersom (ab + b2 b?) =0, fér vi
b® 'b? = ab
b b?'=a/b?’

bb=72Va/b?".

Sidanb 1 B, tilseier dette at (a /b2 )%"** = 1. Dersom y2** = 1, vil likninga da
ha ei leysing i falgje Lemma 4.6.7. Sidan y2** = 1 for ale kodeord med mini-
mumsvekt, kan b ikkje verarot i likningafor eit minimumvekts-kodeord.

Likning (4.6.6) kan ogsa skrivast
Tré @ bt+b? 'b?)=0.

b er e rot i likninga
O Trd @' b*+b? b?)=0
0 @' bt+b? 'b?)1 GF2Y).

Dersom (@2 bt+b? b'?)=0,fa vi
aZZI b_]_:bz-l-lb_zll
b b?! =b?"/a”

bb=2vb?"7a%" .

Det kan gjerast tilsvarande utrekningar som i Lemma 4.6.7 ogsa for dette uttryk-
ket. Konklugonen vert den same. Vi syner her at desse to lgysingane er saman-

fallande dersom y?** = 1. Kodeordet vil i dette tilfellet ha vekt ws. Om retene er
samanfallande, gjeld

bal/b? =p?"/a?" .
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Viharnoat b =a’g’. Davert
b2|-1 — azl gizl-l
0og

b2-|-1 — a‘2-| gi2-|-1

Vi set inn desse verdiane, og far
1 aol-1 N 21
a/aZ g|2 :aZ g|2 /aZ
b a22'+1 — az" giz"'1 az' giz"1 — az'(zz' +1) giz"1(22'+1)
| 21 inl
b a-(Z - 1)(27° +1) - g|2

b a(Z'-l)(22'+l) :gi, Jfr Lemma4.6.7.

P y=1, jfr. Lemma4.6.6.
O

Lemma 4.6.9. Dersom C*,.; har O-sgyler, inneheld C* ., mingt eitt kodeord
med vekt > w;.

Bevis. Sidan likning (4.6.6) kan skrivast
Tr¥ (ab+b? b?) =0,
kan vi setja
fu(0) =Tr (ab+b? b?)=0
og
c*(@,b) = (fap(1), far(D )....Fan(b ")), jfr. Definisjon 4.3.1.

Jfr. ogsa beviset for Lemma 4.5.8.

LatO£j £ 2%, Lat den j'te seylai generatormatrisa for C* 5., vera el O-sgyle. D&
gjeld
c*; (a,0) =Tr¥ (ab’+b? b2 ) =0for alekodeord i C* ...

Sidan Tr2 (ab'+b? b?)=00 ab’+b? b2 T GF(2?), vil vi no fa linesa-

kombinasionar av 2l+1 dement i GF(2%).

De 2l+1 elementa kan ikkje vera linesat uavhengige. Det vil i denne sgylai C* ;.4
forekomamingt eitt tilfelle av at

ab’+b* b =0
b ab = b? b?.

Sidan likning (4.6.6) og dermed f4,(b ) ogsa skrivast
fu(b)=Trd @ bt+b2 'b?)=0,
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vil det i den j'te saylai C* .1 no tilsvarande veramingt eitt tilfelle av at
a22| b -1 + bz-l-lb_zl — O
pa”b'=b?"b"?.

| Lemma4.6.7 og 4.6.8 synte vi a dersom

ab = b2'b?,dvsb = ?¥a/b?",
a?b*=b?"b? dvs b = 2" /a?" ,

vil likningane (4.6.5) og (4.6.6) medfara eit kodeord med vekt > w;. Om rgtene er
samanfallande, gjeld

og kodeordet har vekt ws, om (a/%/b )2* =1,

dler

Vi kan konkludera med at om C* .1 har e 0-sayle, ma C*,.; innehalda minst eitt
kodeord,

c*(a,b),, dikatab = b* b?
0og minst eitt kodeord,

c*(a,b), dikata® bt=b*"b?.

Kodeorda vil i beggje tilfellahavekt >w;. Om c*(a,b); = c*(a,b),, kan likningane
for kodeordet ha ei l@ysing, og kodeordet har da vekt ws. Om c¢*(a,b); 1 ¢*(a,b),
tilseier dette at at C* 5., mainnehalda minst to kodeord med vekt > w;.

|

| dette avsnittet er det lagt fram nokre vilkar for at likningane (4.5.5) og (4.5.6)
medfarer kodeord med vekt ws. Vi har funne at dersom generatormatrisa for C* 5.1
har O-sgyler, vil C*,.; innehalda minst eitt kodeord med vekt > w;. Derimot har vi
heller ikkje for denne koden greidd & prova at C* ;.4 alltid inneheld kodeord med
vekt > w;, dik ale numeriske resultat tilseier. Vi har dermed ikkje prova dy.;. Det
som er lagt fram i dette avsnittet ( og ogsa i Vedlegg I11), kan vera viktige delres-
ultat for et slikt prov.

Alle vidare resultat vedrgrande d,, 2I+1 £ r £ k, vert dermed stdande som @vre
skrankar.
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4.6.3 @vre skrankar for vekthierarkiet, dyj;1 ... d.

Vi ska ogsa her falgja metoden som vart skissert i avsnitt 4.4. Lat O£ i<4o0g 1
£ r <k. Vi ska konstruera generatormatrisatil C*,. | kvart intervall, i2l +1 £ r £
(i+1)2l, skal vi velja kodeord, c*(a,b),. Vi repeterer retningdinjene.

I) W(C* (a,b)r) = Win
i) c*(a,b), har O-komponentar i dei same saylene.

Om einve c*(a,b), dik at c*(a,b), 1 S*(a,b), vil desse krava vera tilfredsstillt. Om
muleg skal vi dessutan velja kodeorda slik at

iit) Alle 0-komponentane til c*(a,b), ligg innafor O-sgylenei C* .

Far vi finn skrankane, mavi undersegkja

i) differansen mellom vektene wi.; 0g w;, da denne gir differansen mellom
[X(C*ia1+1)] 0g [X(C*iz)].
i) om det er muleg & veljac* (a,b)iz+1 slik at alle 0-komponentane il

c* (a,b)iz+1 ligg innafor O-saylenei C* .

Vi reknar ferst ut vektene. Sidan Dy(y) har 4 verdiar, er C ein 4-vektskode. V ekt-
ene er gitt ved
Wy = 24|—1 _ 22|—1((2| +1)_1) — 24|—1 _ 23|—1 - (22| _ 2| )22|—1 - (22| _ 2|) d]_(CS)
W, = 24|—1 _ 22|—1(2 _ 1) — 24|—1 _ 22|—1 - (22| _ 1) 22|—1 - (22| _ 1) d]_(CS)
W3 = 24|—1 _ 22|—1(1 _ 1) — 24|—1 - (22|) 22|—1 - 22| d]_(CS)
Wy = 24|—1 _ 22|—1(O _ 1) — 24|—1 + 22|—1: (22| +1) 22|—1: (22| +1) d]_(CS)

| motsetning til i forrige kode, er vektene no ikkje pafalgjande multippel av
d;(C®). Differansen mellom w, og w; er

(2%-1) dy(C%) - (27- 2') dy(C®)

=(2'- 1) dy(C®).
Differansen mellom vektene wi.; 0g wi, omi > 1, er som i den andre koden,
d,(C®).

Merk. C* erikkje ein MDS-kode.

Punkt iii) kan tilfredsstillast pa f@lgjande méte. Vi gar ut fraat vi i intervallet
1£ r £ 2l har valt kodeord med vekt w;. Desse har 0-posigonar tilsvarande b,
b ... b,i,,. Vi ska sa finna c*(a,b)z.1 med vekt w,. Kodeordet skal om muleg ha

O-posigonar svarandetil b; og b,.

Lat M = {c*(a,b)|(a/b? ) ** = 1}. Vi vel c*(a,b)z.1 fraM dik at a/b? = b,
mendika a/b? 't a? /b? " . DAvil kodeordet ifglgje Lemma 4.6.8 ha vekt
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W,. Sidan det er muleg & velja slike kodeord for kvar b T B, tilseier dette at det vil

vera muleg & finna c*(a,b)z; dik a a/b? = U/b;?, og slik at den andre rota i
likningane (4.6.5) og (4.6.6) for kodeordet er b,.

c*(a,b)4+1 med vekt ws , og med O-posision svarande til b,, kan ogsa veljast fra M,
men dik at

ab?" = a* /b?"" =Db,. Dettevil veramuleg for alle sayler.

Vi kan da konkluderamed at det i C finns underrom

i) med dimension £ 2I, ik at likningane for alle kodeordai Cy har 2' +1
fellesrater, og der ale kodeord har vekt w;.
i) med dimengon £ 41, dik at likningane for alle kodeordai C4 har to felles

reter, og der alle kodeord har vekt w; 0g w.
iii) med dimengon £ 6, dik at likningane for alle kodeordai Cg har ei felles
rot, og der alle kodeord har vekt w;, w, 0g Ws.

Desse underromma vil vera utgangspunkt for "strategi 1".
Eit r-dimengonat underrom, C, , i C tilsvarer eit r-dimengonalt underrom, C/*, i

C*. Dersom likningane for ale kodeorda i C, har i felles reter, vil generatormat-
risafor C* hai O-sgyler.

4.6.3.1 Strategi 1

Vi gar no fram pa ngyaktig same méate i forrige avsnitt, og konstruerer falgjande
generatormatrise for C*,.
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Dgme 4.6.10. di GF(2¥),1=2.

1b... . %

jooooodddddddddddd
700000dddddddddddd
j00000dddddddddddd

7100000dddddddddddd (2I +1) 0- seyler,kodeorda i C*2I har vekt w1.

700ddddddddddddddd
700ddddddddddddddd
.00ddddddddddddddd

G* %OOddddddddddddddd to O- srayler,kodeordaic*4| har vekt w1 og w2.
- .0dddddddddddddddd

_I_Odddddddddddddddd
lodddddddddddddddd
7o0dddddddddddddddd i O- szyle,kodeordaiC*Bl har vekt w1, w2 og w3.

jddddddddddddddddd
jddddddddddddddddd
-I-ddddddddddddddddd
Tddddddddddddddddd ingen 0 - srz;yle,kodeordaic*8I har vekt w1, w2, w3 og wyg.

Fig.4.6.1 C=[255,16,96],C* =[ 17, 4, 12]. Generatormatrisaer arrangert slik at dei r ferste
kodeorda genererer eit underrom som held den gvre skranken vi finn for d, etter strategi 1.

Lemma 4.6.11. @vre skrankar for vekthierarkiet til C etter strategi 1 er gitt ved
d £ (2%-2)2%-1) +@-1)@* -2""), om2+1£r£4l,
£ (22-1)(2%-1) + (2% -2°"), omal+1£r£al,
£ 22 (2%-1) + (2% -2%"), omé6l+1£r£8l.

Bevis.
2141 £ r £ 4l.

Utgangspunkt er C* 5 der (2' +1) sgyler har rang 0 og dei (2% +1)- (2' +1) = 2% -2
andre spylene har rang 2I. For detaljar vert det synt til gjennomgangen i forrige
avsnitt.

Vi vel sac*(a,b)z+1 med vekt w,. Vi har funne at det er muleg a velja dette dik at
0-komponentane svarar til to av O-sgylenei G*, . Da

W - W1 = (2I - 1) dl(CS),
méarangen aukai (2'- 1) sayler. | fig.4.6.1. er dette saylene svarandetil b2 b3 b*.

| heileintervallet 21+1 £ r £ 4l ve vi c*(a,b), fra S*5 (a,b). Da vil dei 2l kode-
ordaveraulikei denne sgyla. Rangen, r, til dei 2'- 1 saylene aukar fra 0 til 2I.




Kapittel 4 Niho-kodar. s = (2'-1)(2% +1) + 2.

Dette inneber at
d, £ dy+ (2-1)d, (C°),derr =r-2l.
- (22|_2|)(22|_1) + (2|_1)(22| _ 24I—r) — d'rmaX .

4+1 £ r £ 6l
Utgangspunkt er C*, der 2 sayler har rang 0, og 2% -1 seyler har rang 2I.

Vi vel ¢*(a,b)s+1 med vekt wa. Vi har funne at det er muleg a velja dette dik at 0-
komponenten svarar til ei av O-spylenei G* 4. Rangen kan ogsa no auka fraOtil 1i
ei sgyle. | fig.4.6.1. er dette spyla svarandetil b.

| heile intervallet 41+1 £ r £ 6l vel vi c*(a,b), frd S*, (a,b). Da vil dei 2l kode-
ordavera ulikei denne sgyla. Rangen, r, til saylaaukar fra0til 2.

Den gvre skranken er da gitt av
d. £ di™+d, (C°),derr =r-4l.
- (22|_1)(22|_1) + (22| _ 26I—r).

6I+1£ r £ 8l.

Utgangspunkt er C*¢ der 1 sayle har rang 0, og 2% sgyler har rang 2I.
Vi vel c*(a,b)s+1 med vekt wy.

| heile intervallet 61+1 £ r £ 8l vel vi c*(a,b), fra S*, (a,b). Davil dei 2l kode-
ordavera ulikei denne sgyla. Rangen, r, til saylaaukar fra0til 2.

Den gvre skranken er da gitt av
d £ di™+d, (C°),derr =r-6l.
— 22I (22l_1) + (22l _ 28|—r) — d‘rmax .
o)

Differansen mellom w, og w; medfarte at kodeordet c*(a,b),+1 gav it tillegg i
stettevekta p& (2'-1) dy(C®). Dette medfarer at d 5% > > g(21+1, d). Vi ska no
undersgkja om det er muleg a finna ein betre gvre skranke for intervallet 21 +1 £ r
£ 4.
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4.6.3.2 Strategi 2

Definisjon 4.6.12.
U={c(ab)|(a/¥b)?* =1}
V ={c(ab) |b=a’g,gl G gerkonstant}, jfr. Definison 4.6.5.

Fra forrige avsnitt har vi @ V | U og at likningane (4.6.5) og (4.6.6) for ale
kodeord i U har 2' +1 dller ei rot.

| =N ,,n+ #kodeord der a/3b =1,
=2@-2)Y+(2"-1) = 22 +2"- 2'-1= (2 +1)(2"-1).

Lemma4.6.13. Lat d1 GF(2?). Lat c(a,b); og c(a,b), vera to kodeord med
minimumsvekt. Lat c(a,b); + c(a,b), = c(a,b)s. Daer
c(ab)sT UU g1=g.=gs dler (ai/ ap) = d GF(2?).

Bevis. (al,bl) + (az,bz) = (ag,bg)
P (a1, a° 1) + (32, 32" 92) = (a3, a3°Ys)
P (a1, a°g1) + (32, 32 02) = (a1 + &2), (a1 + @2)° 9a).

bs kan no skrivast som

i) bs = by +b,= (as+a,)’gs, 0g
i) bs = by +b, = a,°gs + a,°go
Vi far da

611291 + 32292 = (an + 32)2 O3

P 611291 + 32292 (312 + a22) O3

P 611291 + 32292 611293 +ay Os

p 611291 + 611293 32292 +ay Os

P a*(g1+0s) =a’(g2+gs), a'ol.

Dette har ei lgysing dersom g; = g>= gs.

Dersom (g1 * g.) éler (g2 gs), farvi
2:(g1+ 93) = a°(92+ ga) . -
b (3.12/3.22) :(92"' gg)/(gl+gg) :dJ/dk, dl GF(ZZI)

P (ai/a) = ~vd'* T GF(2*).

Likninga
611291 + az";gz = (a1t 32)2 O3 A
har difor e leysing U g, = g.= g3 dler (a1 / a;) = di GF(2%).
0




Kapittel 4 Niho-kodar. s = (2'-1)(2% +1) + 2.

Korollar 4.6.14. Lemma 4.6.13 syner a V er eit vektorrom sidan g er konstant for
alle kodeord. Kodeordai V har vekt w; eller vekt ws.

Vi ska no finnamengdaR dik at
R1 VogR i Sz(a,b).

Latdi GF(2%). Vi har fraforrige avsnitt at for alle kodeord i Sx(a,b) gjeld
c(d1? " a dib)+c(d,? a db)=c((di? +d.? )a, (dy+d))h).

Lat z1 GF(2"). Vi ser pd kodeord med vekt w; og ws. Vi skal finnaR [ Sy(a,b)
dik at

c(z:1? a,zib)+c(z22 a zb)=c((z12 +z22 )a, (zi+2z2)b),
geld for alle kodeord i R.

Sidanz1 GF(2'), gjeld
z?'yY=2z7% =z

Vi tek sa utgangspunkt i beviset for Lemma 4.6.13.

bz kan no skrivast som
i) bs= by +b,=(z.2 a+z,% a)’gs= (2182 +2,a%) ga.
i) bs= by +by= (212 a) 201 + (227 @)°Q2 =218°Q1+ 228° g2

Vi fé&r da
zlazgl+ 22a292: (213.2+Zza.2)gg.
b Zlaz(gl+gg):zza2(gz+ gg),al 0.

Dette har ei lgysing dersom g; = g>= gs.

Definisjon 4.6.15.

Lat R*(a,b) veraeit I-dimengonat underromi C* dik at
R*((a,b) ={zc*(ab) |z GF(2)},

og Ri(a,b) det tilsvarande I-dimengonae underrommet i C.

Merk. N& g g& gjennom G i GF(2%), vil det for kvar verdi av g finnast
kodeord, c* (a,b), dik at

R*, (a,b) i S* 2|(a,b)
0g

R* (ab) I v+i U*.
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Dettetilsaier at
V] = Ul / (2 +1) = (2 +1)(2" -1)/(2' +1)
=2"1

V er ifalgje Korollar 4.6.14 eit vektorrom. Vi far daat dim(V) = 4.

Lat0 £ j £2'. Lat V*;={c*(ab) | b=2a’g'}.

Lat O £ i< 8. Vi brukar no same metoden som ved strategi 1 til & finna gvre
skrankar, men endrar fglgjande i framgangsméten
i) Vi brukar kortareintervall, dvs il +1 £ r £ (i+1)I.
ii) | intervallet 1 £ r £ 4l brukast berre kodeord fra V*;, og dlik at
w(c*(a,b),)=w,om 1£r £ 2l og
w(c*(a,b)r) =ws,om 21+1 £r £ 4l
| intervallet 4l +1 £ r £ k brukast berre kodeord fra V* 1, og dlik at
w(c*(a,b),) =w,om 41+1 £r £ 6l
w(c*(a,b),) =ws, om 6l1+1 £r £ k.

Innan kvart intervall vel vi kodeord fra R*, (a,b). D& sikrar vi at c*(a,b), har dei
same O-posigonane, og at dei er ulikei dei andre posigonane.

Vi undersakjer no om det da er muleg a velja c*(a,b);.+1 slik at alle 0-komponent-
anetil c*(a,b)ii+1 ligg innafor O-sgylenei C*;;.

Vigarutfraat viiintervalet 1 £ r £ | har valt kodeord med vekt w;. Desse har
O-posigonar, by, by ... b,i,,. Vi kan daga ut fra at for alle kodeordai C*; gjeld

b, *=b%", jfr. Definison 4.6.4.

Vi ska safinnac*(a,b);.1 som ogsa skal ha vekt wy , og som har O-posisionane b,

og b,. Kodeordet kan da veljast slik a b, * = b, !, Sidan det er muleg & velja
dike kodeord for kvar b T B, tilseier dette at det vil vera muleg & finna c* (a,b);:1
dik at e av dei 2' andre rgtene vil vera by, jfr. likning (4.6.7).

Generatormatrisa for C*y vil no hato O-sgyler. Sidan det ikkje finns kodeord med
vekt w, i V, tyder dette at ale kodeordai C*, har minimumsvekt.

Vi skal sa veljac*(a,b)z.1 med vekt ws. Kodeordet skal ha O-posisionen svarande
til b; og kan veljast dik at

ab? = a? /b?"" =Dy, jfr Lemma4.6.8.
Dette vil veramuleg for alle sayler.

c*(a,b)ai+1 skal ogsa ha vekt ws. Da det i V; finns berre finns | linesat uavhengige
kodeord med vekt w; dik at O-posigonen svarar til b,, vel vi kodeordet dlik at

ab? = a? /1?1 p,.
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Vi kan da konkludera med at det i C ogsa finns underrom

i) med dimension £ |, dik at likningane for alle kodeordai C, har 2' +1
fellesrater, og der ale kodeord har vekt w;.
i) med dimengon £ 2l, dik at likningane for alle kodeordai C, har to felles

reter, og der alle kodeord har vekt w; 0og ws.

iii) med dimengon £ 3, dik at likningane for alle kodeordai Cg har ei felles
rot, og der alle kodeord har vekt w; 0g ws.

iv) med dimengon £ 4, dik at likningane for ale kodeordai C ikkje har
fellesrater, der alle kodeord har vekt w; og ws, og der b = a’g, gl G
ger konstant, for alle kodeorda i underrommet.

Desse underromma vil vera utgangspunkt for "strategi 2".
Vi konstruerer f@lgjande generatormatrise for C*,.

Deme 4.6.16. di GF(2¥),1=2

1b... . %
jooooodddddddddddd

T00000dddddddddddd (2' +1) 0- soyler, kodeorda i C %~ har vekt wi.
Tooddddddddddddddd
100ddddddddddddddd toO- srayler,kodeordaic*2I har vekt w1.

Todddddddddddddddd
70dddddddddddddddd i O- srz;yle,kodeordaiC*3I har vekt w1 og w3.

jddddddddddddddddd
G* iddddddddddddddddd ingen O - s:z;yle,kodeordaic*4| har vekt wy og w3.

7ddddddddddddddddd
Iddddddddddddddddd
ddddddddddddddddd
Iddddddddddddddddd ingen 0 - szyle,kodeordaiC*Bl har vekt w1, w2, w3 og wyg.

lddddddddddddddddd
Tddddddddddddddddd
jddddddddddddddddd
7ddddddddddddddddd.

Fig.4.6.2 C=[255,16,96],C* =[ 17, 4, 12]. Generatormatrisaer arrangert slik at dei r ferste
kodeorda genererer eit underrom som held den gvre skranken vi finn for d, etter strategi 2.

Merk. C° har dimensjon 2l.
dl (CS) 22| 22| I _ 22| 2|

Vi ser pdintervalet il +1 £ r £ (i+1)I. Nar rangen, r , til & saylei C*; aukar fra
0til I, representerer dette for heile intervallet ein auke i supportvekta pa

222,
Auken er pa kvart steg gitt av

22| _ 22|—I’ .
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Dei | kodeorda, c*(a,b),, medfarer dei | farste "kodeorda" i e generatormatrise for
(o

N& rangen til denne sayla i eit seinare interval aukar fra | til 2, representerer
dette for heile intervallet ein auke i supportvekta pa

dy (C%) -di (C°)=2%-1- (2* -2 =2'-1.
Auken er pa kvart steg gitt av

dr (CS) _ dl (CS) — 22I _ 22I—r _ (22l _ 2I ) — 2I _ 22I—r .

Dei | kodeorda, ¢* (a,b),, medfarer dei | siste "kodeorda" i generatormatrisa for C°.

Lemma 4.6.17. @vre skrankar for vekthierarkiet til C etter strategi 2 er gitt ved

d £ @-1)@2*-2")+ (2%-2"", om2+1£r£3l,
£ 22(2%-2Y + (22-2°"), om3l+1£r£4l,
£ (27+1)(2*-2)+ 2*-2h2'-2°""), om4l+1£r£5I,
£ 2+p@@-2HY+(@-2H@-n+ (2-)@ -2, om5l+1£r£6l,
£ 2+ -2Y+ @ -1E2-1)+ (2'-2"), om6l+1£r£7,
£ 27+ -2")+ 22 (2-1) + (2'-2%", om7l+1£r£8l

Bevis.

2141 £ r £ 3l.

Utgangspunkt er C*, der 2 sgyler har rang 0, og (2% +1) - 2 = 2% -1 spyler har
rang |. Dettetilseier at [X(Ca)| = (2% -1) d, (C°) = (2% -1)(2? -2' ) = da , jfr Teorem
46.3. Viforesetat C*y | V*y,

Vi vel sac*(a,b)z+1 med vekt wa. Vi har funne at det er muleg a velja dette dik at
0-komponentane svarar til e av dei to O-saylene i G*, . D& ma rangen auka i ei
seyle. | fig.4.3.1. er dette sgyla svarandettil b .

| heile intervallet 21+1 £ r £ 3l ve vi c*(a,b), frAR*, (a,b) I V*;. D& vil dei |
kodeorda vera ulike i denne spyla. Rangen, r, til dei 2'- 1 spylene aukar fra 0 til |.

Dette inneber at
d £ dy+ d; (C°), derr =r-2l.
— (22| _1)(22| _2| ) + (22| _ 24I—r) — d'rmaX .
3I+1 £ r £ 4l

Utgangspunkt er C* 5 der 1 sayle har rang 0, og 2% sayler har rang |.
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Vi vel ogsa c*(a,b)s.1 med vekt wa. Vi har funne at det ikkje er muleg & velja dette
dik at O-komponenten svarar til 0-saylai G*5 . Rangen ma da auka fra 0 til 1i O-
seyla. | fig.4.6.1. er dette spyla svarandetil b = 1.

| heile intervallet 31+1 £ r £ 4l ve vi c*(a,b), fraR* (a,b) [ V*.. DA vil dei |
kodeorda vera ulikei denne sgyla. Rangen, r, til saylaaukar fra 0til I.

Den gvre skranken er da gitt av
de £ d5™ +d, (C%),derr =r-3l.
— 22| (22| _2| ) + (22| _ 25I—r) — d'rmaX .

41+1 £ r £ 5l
Utgangspunkt er C* 4 der alle sayler har rang |. Vi har no at C*4 = V*,.

Vi ve ¢*(a,b)4+1 med minimumsvekt wy. Rangen ma da auka fral til 21 i
(2% +1)- (2'-1) = 2% -2' spyler.

| heile intervallet 41+1 £ r £ 5l vel vi c*(a,b), fraR*, (a,b) | V*,. DAvil dei |
kodeorda vera ulike i denne sgyla. Rangen, r, til saylene aukar fral til 2I.

Den gvre skranken er da gitt av
d £ di®™ + (22-2')(d, (C°)-d, (C*)),derr =r-3l.
— (22| +1)(22| 9 ) + (22| o )(2| _o2-r )
— (22| +1)(22| 9 ) + (22| 9 )(2| ) 25I—r) =dm™

S5I+1 £ r £ 6l

Utgangspunkt er C*s der 2' +1 spyler har rang |, og dei 2% -2' andre saylene har
rang 2l.

Vi vel ogsd c*(a,b)s.; med minimumsvekt wy. Sidan V*, inneheld eit 2I-
dimengjonalt underrom der likningane (4.6.5) og (4.6.6) har to felles rater, vil det
vera muleg finna c*(a,b)s.. dik at 2 av 0-komponentane ligg innafor saylene med
rang | , dvsinnafor O-sgylenetil c*(a,b), bruktiintervallet 4+1 £ r £ 5l.

| heile intervallet 51+1 £ r £ 6l vel vi c*(a,b), fraR*, (a,b) | V*,. DAvil dei |
kodeorda vera ulike i denne sgyla. Rangen, r, til spylaaukar fral til 2I.

Den gvre skranken er da gitt av
de £ d§™ +(d, (C°)-d (C%), derr =r-4l.
— (22| +1)(22| ) 2|) + (22| ) 2|)(2| 1)+ (2|_1)( ol _o2-r ).
— (22| +1)(22| ) 2|) + (22| ) 2|)(2| 1)+ (2|_1)(2| ) 26I—r) =q ™
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6I+1E£ r £ 7I.

Utgangspunkt er C*¢ der 2 sgyler har rang |, og dei 2* -1 andre saylene har rang
2l.

Vi vel ¢*(a,b)e+1 med vekt ws. Det vil vera muleg afinna c* (a,b)s.1 slik at 0-kom-
ponenten ligg innafor saylene med rang |, dvs innafor O-sgylene til c*(a,b), brukt i
intervalet 4+1 £ r £ 6l.

| heile intervallet 61+1 £ r £ 71 vel vi c*(a,b), fraR*, (a,b) | V*,. DAvil dei |
kodeorda vera ulike i denne sgyla. Rangen, r, til spylaaukar fral til 2I.

Den gvre skranken er da gitt av
de £ di™ +(d, (C°) - d (C%), derr =r-5l.
— (22| +1)(22| ) 2|) + (22| ) 1)(2| 1)+ ol _ o2
— (22| +1)(22| ) 2|) + (22| ) 1)(2| 1)+ ol _oThr dm

7+1£ r £ 8l

Utgangspunkt er C* der 1 sgyle har rang |, og dei 2% andre sgylene har rang 2.

Vi ve ¢*(a,b)7+1 med vekt ws. Det vil ikkje vera muleg afinnac* (a,b)s..1 i V¥, dik
at O-komponenten svarar til seyla med rang |, dvsinnafor O-sgylatil c*(a,b), brukt
iintervalet4l+1 £ r £ 7I.

| heileintervallet 7141 £ r £ 81 vel vi c*(a,b), fraR*, (a,b) | V*,. DAvil dei |
kodeorda vera ulike i denne sgyla. Rangen, r, til spylaaukar fral til 2I.

Den gvre skranken er da gitt av
d £ d5+(d, (C%) - di (C%), derr =r-6l.
— (22| +1)(22| _ 2|) + 22| (2| _ 1) + 2| _ 22|—I’
— (22| +1)(22| _ 2|) + 22| (2| _ 1) + 2| _ 28I—r - d'rmax .
(0]

4.6.3.3 Samanlikning av skrankane.

Vi skal no samanlikna skrankane vi har funne etter desse to strategiane for & finna
dei beste. Eit annaresultat av denne samanlikninga er at vi kan syna at koden ikkje
tilfredsstiller kjedevilkaret.
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Definisjon 4.6.18.
Lat d ™ 1 vera gvre skranke for d, funnen etter strategi 1.

Lat d ™ 2 vera gvre skranke for d, funnen etter strategi 2.

Dersom m = 4, vert
s=2"-1 m=2l,1=2,
=(2-)*+1) +2,m=4l,1=1.

Vi f&r dermed den same koden. Med | = 1 vil d ™ 1 samsvara med skrankane vi

fann for den farste Niho-koden, der vi da tilsvarande hadde | = 2. Vi ser i dette
avsnittet difor berre pal > 1.

Teorem 4.6.19. @vre skrankar for vekthierarkiet til C er gitt ved

d £ @-1nE*-2) + (2#-2"", om2+1£r£3l,
£ 2222 + (2%-2°"), om3l+1£r£4l,
£ @+n*-2Y + @®-2)%2-2°"), om4l+1£r<5l,
£ (@' o+ (22-2°", om5l  £r£el
£ 22 21 o+ (2%-2%"), omél+1£r£38l.

Bevis.
2141 £ r £4I.

Vi kan her samanlikna d ™ 1 for eit (21+1)-dimengonale underrommet direkte
med d ™ 2 for det 4l-dimensionale underrommet.

dy™1-d; ™2
— (22|_2|)(22|_1) + (2|_1)(22|_ 24I—r) _ (22| (22| _ 2| ) + (22|_ 25I—r ))
— (22|_2|)(22|_1) + (2|_1)(22|_ 22|—1) _ (22| (22| _ 2| ) + (22|_ 2| ))
— 23|—1 _ 22I—1_ 22I—1+ 2I +1
=0forl=20g >O0forl>2.

Dette tyder at d ™ 2 < d ™ 1 for heile intervallet.

441 £ r <5l

Vi samanliknar her dei to skrankane for eit (51-1)- dimensonal underrom.

d srlna; 1-d srlna; 2
— (22|_1)(22|_1) + (22| } 26I—r)_ ((22| +1)(22| } 2|) + (22| } 2|)(2| _ o5k )
— (22|_1)(22|_1) + (22| _ 2|+1)_ ((22| +1)(22| _ 2|) + (22| } 2|)(2| -2))
=22 .-2"2+ 2" +1  >o0forls 2

Framleiser d ™ 2 < d ™ 1. Dette ma gjelda for heile intervallet.
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r =5l
Vi samanliknar her dei to skrankane for eit 51- dimengonal underrom.
dg=2-dg1

— (22| +1)(22| _ 2|) + (22| _ 2|)(2| _ 25I—r) _ ((22|_1)(22|_1) + (22| _ 26I—r ))
@ )2 -2) + (2 -2)2-1) - (@ D@ + @ -2))
2'-1 >0forls 2

Tilhgvet mellom skrankane har no snudd, ogd ™ 1 <d ™ 2.

51+1 £ r £6l.
Vi samanliknar her dei to skrankane for eit 61- dimengonal underrom.
dg2-di™1
— (22| +1)(22| _ 2|) + (22| } 2|)(2|_1) + (2|_1)(2| } 26I—r)
_((22|_1)(22|_1) + (22| _ bk )
= (22 +(*-2) + (2 - 2)(2-) + (2-1)(2'- 1)
(@)@ + (2" - 1))
=27-2""1+1 >0forls 2

Framleiser d ™ 1 < d ™ 2. Dette ma gjelda for heile intervallet.

6lI+1 £ r <7l
Vi samanliknar her dei to skrankane for eit (71-1)- dimensonal underrom.
d%2-d%1
— (22| +1)(22| _ 2|) + (22| _ 1)(2|_1) + 2| _ 27I—r
_ (22| (22|_1) + (22| _ 28I—r ))
=2 +1)2*-2H+ @ -1nE@-)+2'-2
_ (22| (22|_1) + (22| _ 2I+l))
= 2 -1>0forl3 2

Framleiser d ™ 1 < d ™ 2. Dette ma gjelda for heile intervallet

r =71
Vi samanliknar her dei to skrankane for eit 71- dimengonal underrom.
dr=2-dim™1
— (22| +1)(22| _ 2|) + (22| _ 1)(2|_1) + 2o
_ (22| (22|_1) + (22| _ o8 )
=+ -2+ @ -1nE2-1)+2'1
_ (22| (22|_1) + (22| _ o )
=2"-2'-2"-2") =o.

Skrankane er like.

62



Kapittel 4 Niho-kodar. s = (2'-1)(2% +1) + 2.

7+1 £ r £38l.

d ™ 2 kan skrivast
(22| +1)(22| ) 2|) + 22 (2|_1) + o o8l
— 22I (22I_1) + (22I _ 28I—r) — drmax 1.

Skrankane er like.

Om vi brukar dei beste skrankane for kvart intervall, falgjer teoremet.
0

Lemma 4.6.20. Koden tilfredsstiller ikkje kjedevilkaret.

Bevis. dai% vart funnen etter strategi 2. Lemma 4.6.13 tilseier at dersom
D*Zli D*2|+11
maD*, veraV*, dik vi gjekk ut frai Lemma4.6.17.

d ™ vart ogsa funnen etter strategi 2 og tilsvarer supportvektatil V, dvs. til eit 4I-
dimengonalt underrom, C*, , der generatormatrisa til C*4 har rang | i ale sayler.

Vi valde pa kvart steg, 2I1+1 £ r £ 4l, kodeord til generatormatrisa slik at tillegget
til supportvekta vart minst muleg.

Dette tyder at dersom
D*Zli D*2|+1i ol D* 4,
ma generatormatrisatil Dy harang | i dle sayler.

Med V* som utgangspunkt valde vi pa kvart steg, 41+1 £ r £ 5l, kodeord dlik at

tillegget til supportvekta vart minst muleg. Dette syner at dersom C*5 inneheld
4l-dimengonalt underrom, C*4 , der generatormatrisa til C*, har rang | 1 dle

seyler, mé supportvektatil C*5 verasterre enn d 4™ som vi fann etter strategi 1.

Dette tyder at dersom D*4 [ D*5 , sdkan ikkje D* 4 veraV*. Dékan heller ikkje
D* .1 veraV* ., 0g D* 5 er ikkje V* 5 . Om D*y [ D*,4q, vert her e motseiing.

Dette tyder at eitt av falgjande to dternativ ma gjelda for koden
I) D* 4 i D*5141 i i D* 4 som medfarer at D* 4 E D*g

i) D*4 1 D*s som medfarer at D*5 E D*y .
U




Kapittel 4 Niho-kodar. Samandrag.

4.6 Samandrag

For beggje kodar er vekthierarkiet funne for d, ,om 1£ r £ k/4. | beggjetilfellaer d,
i dette intervallet gitt av

dr = g(r,d).
Det er utvikla ein metode for & finna @vre skrankar for d,, om k/4+1 £ r £ k. Det er
grunn til &tru at skrankane som er funne etter denne metoden, er gode. Numeriske
resultat tilseier at del gjeld med likskap. Metoden er ikkje saarskilt knytt til Niho-
kodar, og kan truleg nyttast pa ei rekkje kodar.

Den sterste vansken har vore a prova at dyas.1 > g(r,d). Problemet ser ut til avera
det same i beggje kodane. | den farste koden ma ein provaat det i eit kvart
(k/4 +1)-dimengonalt underrom ma finnast eit kodeord, c(a,b), dlik at
(a/bzkIA )2kl4 +1 — 1
Det madai alelinesakombinasionar av (k/4 +1) likningar,
Tri2 (@) +b%9)=0, 0£j£2* b?" =1, abl GF(2?).

k/4

finnast i loysing b , slikatb = a/b®" .

| den andre koden har vi tilsvarande at det i eit kvart (k/4 +1)-dimengonalt under-
rom ma veraeit kodeord der

(a/b?" )" =1,
Det madai alelinesakombinasionar av (k/4 +1) likningar,

Tr K2 (@b’ +b2" 012"y =0, 0£j£2 b?"**=1, ab1 GF(2%).
finnast ei loysing b , ik atb = a/b?"" .

Det ser ut til at dette kan vera eit vanskeleg problem. Om det vert lgyst, vil det
truleg vera enkelt & provad,, om k/4+1 £ r £ k. Dersom dy+1 > g(r,d) for den
farste koden, vil d;, om k/4+1 £ r £ k/2, veragitt direkte, ettersom den gvre
skranken i dette intervallet er provatil averag(r,d) + 1. Vi har provaat denne
skranken gjeld med likskap om k/4 £ 4. Om k/4 = 2, er kodane like.

Vi synte at den siste koden ikkje tilfredsstiller kjedevilkaret om k/4 > 2. For den
farste koden er ikkje dette studert spesielt, men alle numeriske resultat tyder pa at
denne koden tilfredsstiller dette vilkaret. Det er kjent at kodar der n = g(k,d) og der
n = g(k,d) + 1 tilfredsstiller kjedevilkaret [8]. Dette tilseier da at den farste koden
tilfredsstiller kjedevilkdret om 1 £ 1 £ k/2,

Tabellanei Vedlegg V syner numeriske resultat for kodaneom k £ 32.




Kapittel 5

Irredusible sykliske kodar

5.1 Introduksjon

Vi skal studera vekthierarkiet til tre endelege klassar av irredusible sykliske kodar
over GF(2). Blokklengda er n = ny(2'-1).

Lat h(x) T GF(q)[x] veraeit irredusibelt polynom med grad k og periode n. Ein ir-
redusibel syklisk (n, k)-kode C over GF(q) er definert av

C={c(a)|c(a)=(Tr*(a), Tr¥(ab),...Tr (@ "*));al GF(g")},
der b er ei rot i h(x).

Dei tre klassane kan da karakteriserast ved k/l , der k/l = 2, k/l = n; og k/l = n;-1.
Vektdistribugonen til desse kodane er funnen av Helleseth, Klgve og Mykkeltveit
[6]. Ettersom bevisa for vektdistribugonen er svaat viktige for a finna vekthierar-
kiet, er dei tekne med i oppgava.

5.2 Definisjonar og grunnleggjande resultat
Lemmab.2.1, 5.2.4, 5.2.5, Korollar 5.2.2 og Definison 5.2.3 er hentafra [6].

Lemma5.2.1. Latn =nin, dern, | g-1. D& kan komponentane i c(a) arranger-
ast som &l ny x n, matrise (u,; ) slikat u,, = Tr; (b’ Tr| (ab™)).

Bevis. LatOE£j<n.Dakanj skrivast unikt somj=j,n;+j; med0£j; <n;og
0 £ j, <n,. Lat cj(a) veraden j'te komponenteni c(a). Vi far da
ci(2) =Try (ab’)
=Trk (ab =i )
=Tr¥(b’™ ab").
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b 1 GF (q') sdanb™* = 1. Dette inneber at
c(@=Trl(b™Trk(ab"))
= ujljz '

i

Korollar 5.2.2. Dersomn = nin,, ny | g'-1 og | vert valt s& liten som muleg, vil
kvar rekkjevektor tilhayra ein irredusibel (n,, 1 )-kode. Dersom n, = g'-1, f&r vi
k =ml, og kvar rekkjevektor hgyrer til ein maksimal skiftregister-kode.

Frdno av gér vi ut frdat n, = q' -1 og definerer f@lgjande kodar

Definisjon 5.2.3.
C ={c@)|c(@)=(Trk@), Trk(@ab),..Tr @ "*);al GF(q")},
C* ={c*(a) |c*(a) = (Tr* (a), Tr* (ab),...Tr* (@ab™ ) al GF(G*)},
C**={c**(@) | c**(a) = (TrF (a), Trk (ab),...,Tr (ab "*)); al GF(q*)}.

C er einirredusibel syklisk (n, k)-kode over GF(q ),
C* er ein lineaa (ny, k/l )-kode over GF(q'),
C* * erenirredusibel syklisk (n1(q'-1) , k/l )-kode over GF(q').

Lemma5.2.4. Latc**(a) = (Co, Cy,..., Cna) | C**. Dafé&rvi c.’,, =b*™c.

sny+t

Bevis. Fradefinigonenav C*” far vi
Comwt = Tr (@) =b™ Tri(ab') =b™c

sny+t

sdanb™1 GF(@).
A

Lemma5.2.5. Lat A(z), A*(2), A**(z) vera vektoppteljarane til C, C* og C*".
Da gjeld falgjande relasjon mellom vektoppteljarane

A@z) = A*(Zq"l(q-l)) - A*+(Zq'-1(q-1)/(q'-1))

Bevis. LatA*(2)= § A*,
i=0

c*(a) « c(a). Lat i vera vekta av c*(a). | falgje Korollar 5.2.2 vil vekta av c(a)

vera (q(g-1)i ) sidan vi har i ikkje-null-rekkjer, og (q"(g-1)) er vektatil eit kode-

ord, c(a) 0, i ein maksimal skiftregisterkode. Vi far da

z' . Det er eéin-til-ein-relasion mellom C* og C gitt av
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AQ) = g A* 797N@ D — A*(Zq"l(q-l)):A*+(Zq"1(q-1)/(q'-1))

i=0
sdan A**(2) = A*(2° ).
1 £kl £ny vil altid gjelda

| avsnitta’5.3 og 5.4 gar vi ut fraat q = 2.

5.3 Vekthierarkiet, d;...d,.

Teorem 5.3.1. Vekthierarkiet til alle kodeklassana er gitt av
dr =

aw,omilfr £ 1.

QT Cr

r-1

Bevis. Vi set q = 2. FraLemma5.2.1 har vi

ci(@ = Tri(b*™™ Trf(ab"®)) ogb™™ 1 GF (2').
Vi deler opp eit kodeord i n; blokker med lengde n, og ser padei n, posisonane
(Cjpn, s+ Cjyamyn,-1)- EiN slik blokk tilsvarar ein rekkjevektor i matrisa (u;; ), jfr.
Korollar 5.2.2. Posigonane i blokken f&r vi ved & la b’ g& giennom GF(2') -
{0}, medan leddet Tr{ (ab ) er konstant.

OmTrf (ab™) 1 0, vil halvparten av posisionane (Cipy v+ Cligsnyn,-1) fa
Tri(b"=™ Tr¥(ab*)) =1,

den andre halvparten
Tri(b"=™ Tr¥(ab*))=0.

OmTr| (ab’) =0, vil alle posisonane (¢, ,...,C; .1, .1) fa
Trl(b"=™ Tr¥(ab")) =0.

Posisionane (C;, .-, Cj 1)n,-1) Vil dermed altid ha vekt O eller 2,

UPR

Lat O£ j; £n;-1. Lat c*(a) veraeit kodeord i C* . Posigonane i kodeordet er gitt
av

c* (@) =Trf(abh).
LatdT GF(2'). Sidan koden er syklisk, vil det ogsa finnast kodeord, d c(a), med
posigonar gitt av

dc*j, (@) = dTrf(ab™).
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Vi ser p& den j;'te posisonen i kodeordatilsvarande b . Dersom c*;(a) = 0, vil
d c*j(a) = 0. Dersom c*j(a) L O, vil d c*j(a) ¢ 0. d c*;(a) g& gjennom GF(2') nér
d gjer det.

Mengda{dc*(a) |d T GF(2')} vil utgjeraeit I-dimensonalt underromi C*
sdan
c*j(a) +dc*j(a) = (1+ d)c*j(a)
som medfarer at
c*(a) +dc*(a) = (1+ d)c*(a).
Underrommet vil innehalda kvart (2' +1)'te sykliske skift av c*(a).

Eit ikt underrom karakteriserast ved at
i) Kodeorda har Try (ab ™) = 0i dei same posigonane.
ii) Kodeordavil veraulike i posigonar der Try (ab ™) 0.

Dette tyder at alle kodeordai underrommet har same vekt. Vi far da at
w(c(a)) = w(d c(a)),
og teoremet falgjer.

Korollar 5.3.2.  Ettersom blokken (C,, ..., C; .1y, .1) har vekt O eler 2" for ale

Jing 7t
kodeord i C, vil skiftregister-koden som denne blokken/rekkjevektoren inngdr i,
veraein[2-1, I, 2""] Simplex-kode.

Vi ser at vi ogsd for desse kodane kan bruka Definigon 4.3.4 vedrgrande
underrommet, S, , og Definision 4.3.6 vedrgrande Simplex-koden, C°.

Merk. Ogsdi desse kodane vil vektene vera ulike multippel av dy(C®).
d; (C) kan sjdast som eit multippel av d(C°),om1£ r £ I.

5.4 Ein metode til 4 finna nedre skrankar for d.; dy

Resultata fra forrige avsnitt tilseier at vi kan nytta same metoden som for Niho-
kodane nar vi skal finna gvre skrankar for d,, om I+1 £ r £ k. Skilnaden vert at vi
no handsamar blokker i generatormatrisafor C direkte, medan vi for Niho-kodane
brukte sgylene i generatormatrisafor C* som utgangspunki.

LatO£ i < klloglEr<k. Viserpdintervaletil +1 £ r £ (i+1)l, og skal kon-
struera generatormatrisatil koden ved a velja kodeord, c(a),, dik at
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i) w(c (a)r) = Wis
i) ¢ (a)r har O-komponentar i dei same saylene.

Omein v c (a), dik at ¢ (a), T Si(a), jfr. Definison 4.3.4, vil desse krava vera til-
fredsstillt. Om muleg vel vi dessutan kodeorda slik at

iit) Alle 0-komponentane til c(a), ligg innafor O-sgylenei C*;;.

Lat generatormatrisa til C;; vera arrangert som synt ovanfor. Da vil C; innehada
kodeord av vekt £ w; . Generatormatrisaer synti fig. 5.4.1.

Degme5.4.1.  1=3,w =2(2.

= e® = N® - np® = N® - ..

I 1111000 1111000 0000000 0000000 ....

11100110 1100110 0000000 0000000 ....

71010101 1010101 0000000 0000000 .... | kodeord. Kodeorda i C, har vekt w, .

71111000 1111000 1111000 0000000 ....

| 1100110 1100110 1100110 0000000 ....

1 1010101 1010101 1010101 0000000.... 2l kodeord. Kodeorda i C2I har vekt W, 0g w,,.
71111000 1111000 1111000 1111000 ....

71100110 1100110 1100110 1100110 ...

i 1010101 1010101 1010101 1010101 .... 3l kodeord. Kodeorda i C 3 har vekt W, W, 0g W.

®

Fig. 5.4.1. Utsnitt av generatormatrisa som er arrangert slik at dei r ferste kodeorda genererer eit under-
rom som held den gvre skranken for d; .

Ved & konstruera generatormatriser pa denne maten, vil vi for ale kodar enkelt
kunnafinna gvre skrankar for d. ,om I+1 £r £ k.

Vi ser s pa ein metode for & finna nedre skrankar. Vi har funne at ale vekter er
multippel av dy(C*) = 2" . | kodane finns k/l ulike vekter [6]. Fra forrige avsnitt
har vi

w(c(a)) = w(d c(a)).
Damafagjande gjelda

(W(c(a)) =w(d c(a)) =w; ,for LE i £ K/l
Dette tyder at vektene er paf@lgjande multippel av dy(C°) = 2. DA ma det i kod-
ane finnast I-dimengonale underrom, W,, generert av

r uavhengige kodeord med vekt w4,
og

(I-r) uavhengige kodeord med vekt w;.
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Definisjon 5.4.1. Lat1£ r,r £ |. Vi definerer felgjande underrom i C.
Ur ={ u(@) [w(u(@)) = wi}.
Ve ={ v(a) [w(v(a)) = Wis1}.
W, ={ I-dimengonalt underrom generert av r linesat uavhengige
kodeord fraV og (I-r) lineaat uavhengige kodeord fra U }.

5

Fig. 5.4.2. Figuren syner dei tre I-dimengonale underrommaU;, ,V, ogW, .

Vi ska no finna [X(W,)|. Vi ser ferst pd Si(a) ={dc (a) |d T GF(2')}, som ogs&
finnsi desse kodane ifalgje forrige avsnitt. Om kodeordai Si(a) har vekt w; , gjeld

 (5@) = S w

cls

Vi kan gaut fraat w; =t2"* og w, = (t+1)2"%.

Daféar vi
|X (Ur)| =td (C°)=t(2-2"""),
0og
X (U)] = tdi(C°)=t(2 -1).
|X (V)| = (t+1)(2-2""")
=t(2'- 2I—r ) + (2I_ 2I—r )
=X (U )+(@2-2"")
0g

IX (V)= X (U)l+(2-1)

Lat T, veraeit I-dimengonalt underromi C dik at T, =V,C U,. Daer
|X (Te)|=di (C°)=2-2"",

0g
[ X (T)|=d(C°)=2-1.
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Davert
I XOWOL = (XYL XU - (IXVE) € XU
= ([ XU+ [ X Tl XUNDL) - (10X ) E X(Tr ) € X(UDI).
Sidan
X(Ur ) C X(UI) = X(Ur )1
0g
X(Tr ) € X(Ui) =0,
far vi vidare

| XOW)[ = (IX(Ue )]+ XTI+ XU - (X))
= [ XU+ | X (T )]
=t@2-1)+@2-2").

Latl£ i <k/l.Lat W, veragenerert av r lineaat uavhengige kodeord med vekt
Wi+1, 0g (I-r) linesat uavhengige kodeord med vekt wi. Om vi kan pavisa at eitkvart
underrom med dimengjon (il +r) inneheld W, vil | X(W, )| vera ein nedre skranke
for di| o

55 k/=2

Teorem 5.5.1. Lat C veraein irredusibel (n1(g'-1), k)-kode over GF(q). Dersom
k/l = 2, vil vektoppteljaren vera

A@) =1+ (g-Dny 2% @D 4 (g2 1-(g-1)ny) 20 @I

Bevis. | felgieLemmab.2.5 er det nok &synaat C* - {0} ikkje inneheld kodeord
med vekt < n;-1 og a finna talet pa kodeord med vekt n; -1. (Vi utelet her den
delen av beviset som vedrgrer talet pa kodeord med vekt n;-1.)

Vi gér ut fraat c*(a) = (Co,..., C,_,) har ¢;=00g c:s = 0 for ein's > 0. Dette farer

til e motseiing. Lat c**(a) = (Co,..., C,.,). Velgtsikat b™ = ¢}, 0g
0<t£ g-1. Dette er muleg sidan b™ er eit primitivt element i GF(q' ). Frd Lemma
5.2.4far vi
(Cj+n1t ! Cj+n1t+1) = (b ™ CJ’ bnlt Cj+1)

= (0’ Cj+s+1)

= (Cj+s! Cj+s+1)'
Sidan dimengonen til C** er k/l = 2, tyder dette at ¢**(a) har periode e,
dere £ nit-s <nit £ ny(q-1). Dette er umuleg sidan C** er ein irredusibel syk-
lisk (nl(q'-l), 2)-kode.

a [6]
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55 k/=2

Teorem 5.5.1. Lat C veraein irredusibel (n1(g'-1), k)-kode over GF(q). Dersom
k/l = 2, vil vektoppteljaren vera

A@) =1+ (g-Dny 2% @D 4 (g2 1-(g-1)ny) 20 @I

Bevis. | felgieLemmab5.2.5 er det nok asynaat C* - { O} ikkje inneheld kodeord
med vekt < n;-1 og a finna talet pa kodeord med vekt n; -1. (Vi utelet her den
delen av beviset som vedrgrer talet pa kodeord med vekt n;-1.)

Vi gér ut fraat c*(a) = (Co,..., C,_,) har ¢;=00g cj:s = 0 for ein's > 0. Dette farer

til e motseiing. Lat ¢**(a) = (Co,..., C,.,). Velgtdika b™ = ¢} ..., 0g
0<t£ g-1. Dette er muleg sidan b™ er et primitivt element i GF(q' ). Frd Lemma
5.2.4far vi
(Cj+n1t ! Cj+n1t+1) = (b ™ CJ’ bnlt Cj+1)

= (0’ Cj+s+1)

= (Cj+s! Cj+s+1)'
Sidan dimengonen til C** er k/l = 2, tyder dette at ¢**(a) har periode e,
dere £ mit-s <nit £ ny(q'-1). Dette er umuleg sidan C** er ein irredusibel syk-
lisk (n1(q'-1), 2)-kode.

a [6]
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Teorem 5.5.1 syner at C er ein 2-vektskode og at W, = (n1/(n1-1))ws.

Fra Lemma5.2.5 og Teorem 5.5.1 féar vi
A@2) = A*(Zq"l(q-l))
b A*(2)=1+ (q-Dn z™* + (g”-1- (g-1)ny) z™.

Ettersom C* ikkje innheld kodeord med vekt < n;-1, vil eit kodeord med mini-
mumsvekt innehalda (n;-1) komponentar, c¢*; (a) , der Tri(ab™) 1 0, medan it

kodeord med maksimumsvekt inneheld n; slike komponentar, jfr.avsnitt 5.2. Eit
kodeord med minimumsvekt i C* tilsvarer eit kodeord i C der (n;-1) blokker,

(chnz ,...,c(hﬂ)nz_l) 1"Q,..0".
Vi gér frdno av ut frat q = 2.Vektenevert w; =d; = (n;-1)2"* og w, = n; 2",
Merk. C* er ein MDSkodesidank=n-d+1=n;-(n;-1) +1=2.
Teorem 5.5.2. Vekthierarkiet til C er gitt av
d = (n-1)(2-2"),om 1E£r£l
= (n-1)(2-1) + (2'-22"), om I+1£r £Kk.
Beuvis.
1Er£El
Vi har frd Teorem 5.3.1, Korollar 5.3.2 og Teorem 5.5.1 at
_ 1 o _ rél é2|- ! l] _ | |-r
dr =7 aw = (nl-l)a é_ll:l = (nl-l)(2- 2 )
2 cicr i=0 € 2 u

+1E£r £k

Vi finn farst ein gvre skranke etter metoden skissert i avsnitt 5.4, og konstruerer
f@l gjande generatormatrise for C.

72



Kapittel 5 Irredusible sykliske kodar. k/l = 2.

Dgme553.  n; =3,1=3w =(n-1)2""

= Ne® = N® = n®

1 1111000 1111000 0000000

1 1100110 1100110 0000000

1 1010101 1010101 0000000 | kodeord. Kodeorda i CI har vekt w,.
11111000 1111000 1111000

1 1100110 1100110 1100110

11010101 1010101 1010101 2l kodeord. Kodeorda i C2I har vekt W, 0g W, .

®

Fig. 5.5.1. C=[ 21, 6,8]. Generatormatrisaer arrangert slik at dei r farste kodeorda genererer eit under-
rom som held den gvre skranken for d; .

Lat O £i < k/l. For kvart interval, il +1 £ r £ (i+1)l, skal vi velja kodeord ¢ (a),
dik at w(c (a)) = w1 0gc (@), T Si(a). Sidan koden er syklisk og vektene er
pé&fagjande multippel av 2, vil det vera muleg & velja kodeorda sk at alle 0-
komponentane til c(a), ligg innafor O-seylene i C*;. Dette vil medfgra ei gene-
ratormatrise for C°.

Vi far dafalgjande gvre gvre skranke for d, i dette intervallet.
d. £ d+d (C°),derr =r-1.
= (n-1)(2-1) + (2-22") = d ™,

Ettersom k = 21, ma eit I-dimensonalt underrom av kodeord med vekt w, , V,,
skjera eitkvart (I+1)-dimengonat underrom i C. Vi kan difor finna en nedre
skranke etter metoden fra avsnitt 5.4.

Lat r >logr =r-1. DAavil deti eitkvart underrom C, i C finnast it I-dimen-
gonalt underrom, W, , generert av r lineaat uavhengige kodeord med vekt w, og
(I-r) linesat uavhengige kodeord med vekt wy, jfr. Definigon 5.4.1.

Na&r w; =t 2" og w, = (t+1)2", vil stettevektatil W, ifelgje avsnitt 5.4 vera gitt av
IXOW)| =t (2-1) + (2-2°7).

| X(W))| vil i intervalet I+1 £ r £ k veraein nedre skranke for di., =d .

Sidant = ns-1, vert
dr 3 [ X(W))|
= (n]_'].)(2| _1) + (2|_ 2I—(r—|))
— (nl_l)(zl_l) + (2|_ 22I—r ) — d‘rmin — d‘rmax .
|

For denne koden, der k/l = 2, er vekthierarkiet tidlegare funne [10]. Resultata
samsvarer.
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56 kil=n

Teorem 5.6.1. Lat C veraein irredusibel (n1(g'-1), k)-kode over GF(q). Dersom
k/l = ny, vil vektoppteljaren vera

A@) = (L+(g-1)z° @),
Bevis. Sidan k/l =ny, vil C* veraen (n,, n;)-kode med vektoppteljar
A =8 (M) -2 = a+@-na".
i=0

Teoremet falgjer av Lemma5.2.5.
A [6]

Teorem 5.6.1 syner at C har n; ulike vekter, w* 0, og a w; = iwy, 1 £1i £ ny.
Vidare er vektene uavhengige av n;.

Ettersom C* har minimumsvekt 1, vil eit kodeord med minimumsvekt innehalda
ein komponent,c*, (a), der Tr{ (ab™) * 0. Eit kodeord med vekt t 2 vil hat

dike komponentar, jfr. avsnitt 5.2. Eit kodeord med minimumsvekt i C* tilsvarer
daeit kodeord i C der ein blokk, (C;,, ,...,C(j 1y, 1)s * "0,...,0"

Jing 7t
Vi gér frAno av ut frdat q = 2. Vektenevertw; = t 2™, 1 £t £ny.
Merk. C* er ein MDS-kodesidank=n-d+1=n;-1+1=n;,.
Teorem 5.6.2. Vekthierarkiet til C er gitt av
d = (2-2"),om 1£r£l,

= t(2-1) + (2- 2", omI+1£r £k, t= & /10,
Beuvis.
1Er£ENl

Vi har frd Teorem 5.3.1, Korollar 5.3.2 og Teorem 5.6.1 at

1 o] r61é2"1l] | I-
d=——cawm=aé-yq=2-2").
2 19Tcr i=0 & 2 H

+1E£r £k

Vi finn farst ein gvre skranke etter metoden skissert i avsnitt 5.4, og konstruerer
f@l gjande generatormatrise for C.
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Dgme 5.6.3. nn=31=4w=2"

- n® - n® - n ®

] 111111110000000 000000000000000 0000000000000
7 111100001111000 000000000000000 000000000000000
--110011001100110 000000000000000 000000000000000

! 101010101010101 0000000000000 0000000000000 | kodeord . Kodeorda i CI har vekt W,

1 111111120000000 111111110000000 0000000000000
1 111100001111000 111100001111000 000000000000000
1 110011001100110 110011001100110 000000000000000
1101010101010101 101010101010101 000000000000000 2l kodeord. Kodeorda i C2| har vekt w, 0g W,

1111111110000000 111111110000000 111111110000000
7 111100001111000 111100001111000 111100001111000
+110011001100110 110011001100110 110011001100110

':\101010101010101 101010101010101 101010101010101 3l kodeord. Kodeorda i C3| har vekt w,, W, 0g

®

Fig. 5.6.1. C=[ 45,12, 8]. Generatormatrisaer arrangert slik at dei r ferste kodeorda genererer eit
underrom som held den gvre skranken for dy .

Lat O £i < k/l. For kvart interval, il +1 £ r £ (i+1)l, skal vi velja kodeord ¢ (a),
dik at w(c (a)) = W1 0gc (@), T Si(a). Sidan koden er syklisk og vektene er
péfd gjande multippel av 2™, vil det vera muleg & velja kodeorda dlik at alle 0-kom-
ponentane til c(a), ligg innafor O-sgylene i C*;. Dette vil medfgra e gene-
ratormatrise for C°.

Vi far dafalgjande gvre gvre skranke for d, i dette intervallet.
dr £ dy+d; (C°),derr =r-il.
— |(2|_1) + (2|_ 2(|+1)I—r )

Latt= & /10. Den gvre skrankenfor d, ,om|l+1£r £ k, vert
dr £ t(2|_ 1) + (2|_ 2(t+1)|—r ) — d'rmaX .

Laal£t<k/l. Lattl+1£r£ (t+1)log r =r-tl. Om resultatet fra avsnitt 5.4.
skal kunna nyttast, ma vi syna at eitkvart C, | C inneheld et I-dimengonalt
underrom, W, , generert av r linesat uavhengige kodeord med vekt (t+1)2"! og
(I-r) lineaat uavhengige kodeord med vekt t 2.

Davi fann den gvre skranken, faresette vi at C, inneheld kodeord som har ale sine
'1'-posigonar innafor dei same (t +1) blokkene. | dette tilfellet ma W, finnast.
Generatormatrisa for C, var da arrangert slik at det var '1'-posisonar i til saman (t
+1) blokker. D& har ale kodeordai C; vekt £ (t +1)2"™.

Allment har vi at om generatormatrisa til Cy har '1'-posigonar i t' blokker vil Cy
innehalda kodeord med vekt £ t' 2'*
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Lattl+1£r£ (t+1)log r =r-tlsomover. Latt' >tog r'<r. Vi gar no ut
fra at generatormatrisa til C, har '1'-posisonar i (t' +1) blokker, og at det i C,
berre finns ' linesat uavhengige kodeord med vekt (t +1)2"". Dette tilseier da at
det mafinnast (r - r') uavhengige kodeord med vekt > (t +1)2". Likeeins m& det
finnast I - ((r -r') +r") = (I-r) uavhengige kodeord med vekt 3 t 2",

Dette ma medfera at C, inneheld eit I-dimensjonat underrom, W', generert av r
kodeord med vekt 3 (t +1)2"* og (I-r) kodeord med vekt 3 t 2%, DA vert
| X(WI2 [ X(Wh)] -

N& w; =t 2" og wisy = (t+1)2"", vil stettevekta til W, ifdgje avsnitt 5.4 vera gitt
av
[ X(W)| =t (2'-1) + (2-2'"").

| X(W))|vil i intervalettl +1 £r £ (t +1)I veraein nedre skranke for dy., =d; .

Latt= & /10. Vektenew, =t 2", 1 £t £ K/l
Den nedre skranken for d,, om |l +1 £r £ k, vert
dr 3 [ X(W))]
t(2' -1) + (2|_ 2I—(r—|))
t(2l _1) + (2I_ 2(t+1)|—r ) — d‘rmin — drmax )
O

57 k/ll=n;-1

Teorem 5.7.1. Lat C veraeinirredusibel (n; (q'-1), k)-kode over GF(q). Dersom
k/l =n;-1, vil vektoppteljaren vera

Ny ) )
_ [o) |_1I I_l -1 1-1 _i
A@2) = a(inl)(q )+(qq| D' Sa M a-Di
i=0

Bevis. Sidan k/l = n;-1, vil C* vera ein linesa (n;, n;-1)- kode. | falgje Lemma
5.2.4 ma paritets-sjekkpolynomet h(x) til C** delax™-b™. Vi har

n;l
x™-b™ = Q(x- a'b), der a er & primitiv n;'te einingsrot. Sidan h(x)
i=0
har grad ny-1, far vi
h(x) = (x"-b™)/(x - a’b) foreina dik a a*®b T GF(2').
Difor vert
h(x) = (x™-d™)/(x-d) =x" '+ dx"™ >+ ..+ d™ " ford= ap.
Sidan C* utgjer det farste n; - tuppelet av kodeordai C**, som har h(x) som pari-
tetssjekkpolynom, ma C* veraein (ny, n;-1)-kode.
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Den duale koden, C*”, til C* er ein (n;, 1)-kode, og (d™*,..., d, 1) er eit kodeord
i den duale koden. Difor vert
c*" =(g@d™*,...,d, 1) | gl GF(2)).
Lat B*(z) vera vektoppteljaren til C*". Vi f& B*(z) = 1 + (¢-1)z™. Ved hjelp av
MacWilliams-identiteten og Lemma5.2.5 far vi det enska resultatet.
A [6]

Teorem 5.7.1 syner at C har n;-1 ulike vekter, w* 0, sidan ingen kodeord har vekt
(9")(g-1). Vidare er vektene uavhengige av n,.

Fra Lemma5.2.5 og Teorem 5.7.1 ser vi at C* har minimumsvekt 2. Eit kodeord
med minumumsvekt vil innehalda 2 komponentar,c*, (a), der Trf (ab’) * 0. Eit

kodeord med vekt t2"* vil hat slike komponentar, jfr. avsnitt 5.2. Eit kodeord med
minimumsvekt i C* tilsvarer daeit kodeord i C der to blokker, (Cj, 1. Cj sy, 1):*

Jing 7t
"0,...,0" for to ulike verdiar for j;.
Vi gér frdno av ut frat q = 2. Vektenevert w, = (t+1)(2™), 1Et£n; -1,
Merk. C* er ein MDSkodesidank=n-d+1=n;-2+1=n;-1.
Teorem 5.7.2. Vekthierarkiet til C er gitt av
d = 22-2"),om 1£r£l,

= (t+1)(2- 1) + (2- 2 om I+1Er £k, t= & /10,
Beuvis.
1Er£El

Vi har fra Teorem 5.3.1, Korollar 5.3.2 og Teorem 5.7.1 at

r-1 Anl-1
de = il aw =23 22—3 =2(2- 2").
2 ¢l Cr i:oe2 u

+1£r £k

Vi finn farst ein gvre skranke etter metoden skissert i avsnitt 5.4, og konstruerer
f@l gjande generatormatrise for C.
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Dgme 5.7.3. n=5,1=3 w; =2(2™.

= Ne® = N® = N® = N® = n®

] 1111000 1111000 0000000 0000000 0000000
1 1100110 1100110 0000000 0000000 0000000
i 1010101 1010101 0000000 OOOO000 0000000 | kodeord. Kodeorda i CI har vekt w, .

i 1111000 1111000 1111000 0000000 0000000

..1100110 1100110 1100110 0000000 0000000

| 1010101 1010101 1010101 0000000 0000000 2l kodeord. Kodeorda i C2I har vekt w, og w,

_'_ 1111000 1111000 1111000 1111000 0000000

1 1100110 1100110 1100110 1100110 0000000

11010101 1010101 1010101 1010101 0000000 3l kodeord. Kodeorda i C 3l har vekt W, W, 0g W,

11111000 1111000 1111000 1111000 1111000

11100110 1100110 1100110 1100110 1100110
TlOlOlOl 1010101 1010101 1010101 1010101 4l kodeord. Kodeorda i C4| har vekt W, W,, W, 0g W,.

®

Fig.5.7.1. C=[ 35,12, 8]. Generatormatrisaer arrangert slik at dei r ferste kodeorda genererer eit
underrom som held den gvre skranken for dy .

Lat O £i < k/l. For kvart interval, il +1 £ r £ (i+1)l, skal vi velja kodeord ¢ (a),
dik a w(c (a)) = wixz 0g ¢ (a), 1 Si(a). Sidan koden er syklisk og vektene er
pé&fagjande multippel av 2, vil det vera muleg & velja kodeorda sk at alle 0-
komponentane til c(a), ligg innafor O-seylene i C*;. Dette vil medfgra ei gene-
ratormatrise for C°.

Vi far dafalgjande gvre gvre skranke for d, i dette intervallet.
dr £ dy+d; (C°),derr =r-il.
= (i+1)(2-1) + (2- 20+9° 1),

Latt= & /10. Den gvre skrankenfor d, ,om|l+1£r £ k, vert
d £ (t+1)(2- 1) + (2- 209" y= g™,

Lalft<k/l. Lat tI+1£r£ (t+1)log r =r-tl. Med same argumentagon
som for koden der k/l = n;, kan det pavisast a C, inneheld et I-dimensonalt
underrom, W', generert av r  lineaat uavhnegige kodeord med vekt 3 (t +2)2"* og
(I-r) kodeord med vekt 3 (t +1)2"1. D& vert

| XCWD)I2 [ X(W)I -

N& w; = (t+1) 2" og wi,; = (t+2)2"" , vil stettevekta til W, ifglgje avsnitt 5.4 vera
gitt av
| X(W))| = (t+1)(2'-1) + (2-2°7).

| X(W))|vil i intervalettl +1 £r £ (t +1)I veraein nedre skranke for dy., =d; .
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Latt= & /10. Vektenew, = (t+1)2", L £t £ k.
Den nedre skranken for d,, om | +1 £r £ k, vert
dr 3 | X(W)l
= t+1(2'-1) +(2-2°N)
- (t +1)(2I _1) + (2I_ 2(t+1)|—r ) — d‘rmin — drmax
O

5.8 Samandrag

Vi har funne vekthierkiet til kodane ved a analysera vektdistribusjonen. Vi har ferst
og fremst utnytta at

i) kodeorda har k/I ulike vekter,

i) det finns I-dimeng onale underrom der ale kodeord har same vekt,
iit) dei ulike vektene for kodeorda er p&falgjande multippel av 2",

iv)  rekkjevektoranei matrisa(u, ; ) inngér i [2-1, I, 2] Simplex-kodar.

Resultata gjeld for g = 2, men kan truleg enkelt generaliserast for aleq.

For ale kodeklassane har vi sett at D; | D, 1 ... 1 D,.. Dette inneber at dei til-
fredsstiller kjede\/ilkéret.

Vi har vidare sett at C* er ein MDS-kode for alle kodeklassane. Vekthierarkiet til
C* er gitt av
d-=n-k+r,jfr. avsnitt 3.2.

Tabellanei Vedlegg VI syner nokre numeriske resultat for kodane.
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Kapittel 6

Samandrag og konklusjon

Vi har studert vekthierarkiet til undergrupper av to ulike klassar av binage, linesae,
sykliske kodar.

Kodane i klassen der h(x) er produktet av to primitive polynom av grad m, har
dimengon 2m = k. Undergruppa vi studerte kan karakteriserast ved

h(x) = my(x) ms(x).
Vi tok fere ossto ulike verdiar for s og fannd, for L £ r £ k/4.

Lata, b1 GF(2“9),d1 GF(2“*) og c(a,b) veraeit kodeord i C. For beggje desse
4-vektskodane fann vi at

w(c(a,b)) = w(c(d'a, d'b))=w, 1£ i £ 4.
Det finns difor k/4-dimengonale underrom der alle kodeord har minimumsvekt. d,
er difor gitt av

d- = g(r,d),om 1£r £ k/4.

Det er vidare funne gode gvre skrankar for d,, om k/4+1 £ r £ k. Det har ikkje
lukkast & finna dis+1 . Dette er det viktigaste ulgyste problemet i oppgava. Ein del
grunnleggjande resultat for eit dikt prov vart lagt fram i avsnitta 4.5.2 og 4.6.2.
Y tterlegare delresultat som kan vera nyttige, er lagt fram i vedleggall og Il1.

For dei tre undergruppene av dei irredusible sykliske kodane fann vi heile vekthier-
arkiet. Sidan h(x) her har grad k = dim(C ), var dette ei enklare oppgave.

Latal GF(2*),dl GF(2') og c(a) veraeit kodeord i C. Vi fann her at

w(c(a)) = w(c (d a)) =w;, L£ 1 £Kk/I.
Det finns dermed I-dimengonale underrom der ale kodeord har same vekt. Dette
var kjernai provet for heile vekthierarkiet.
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Kapittel 6 Samandrag og konlusjon.

Lat C* veraein linesa, syklisk (n, k)- kode over GF(2'). Alle kodane vi har studert
kan sjdast som ein binag (n(2-1), kI )-"trace-kode", C, til C* . Ein kan dela kode-
ordai C opp i n blokker av lengd (2-1) dlik at ein blokk i kodeordai C tilsvarer ein
komponent i tilhgyrande kodeord i C*. Ein r-dimengona blokk i e generator-
matrise for C tilsvarer da e r-dimengonal sgylei generatormatrisa for C*.

Vektene i C er multippel av 2" sidan kvar blokk har vekt O eler 2. Dersom her
for alle vekter finns I-dimengonae underrom av kodeord med same vekt, vil kvar
blokk i generatormatrisafor C, hgyratil ein[2-1, I, 2"'] Simplex-kode, C°.

Pa grunnlag av dette er det utvikla ein metode der vi konstruerer ei generator-
matrise for C dlik at stettevektafor eit r-dimengonalt underrom, er gitt av

X (Ci)|+t(d (C°)),derr =r-il,0 £ i <Kkl
[X (Cii )| vert eit multippel av d; (C°). Variabelen t avheng av differansen mellom
vektenei koden.

A finna klassen av kodar der vekthierarkiet har ein dik eigenskap, kunne vera ei
interessant vidarefaring av denne oppgava.

Sjglv om dei gvre skrankane for Niho-koden der s = (2'-1)(2%+1) + 2 ogs& har
tilsvarande eigenskap, framstar resultata likevel som meir ustrukturerte enn dei Vi
fann for dei andre kodane. Arsaka til dette er farst og fremst at koden ikkje held
kjedevilkaret. Denne koden skil seg ut ved at C* ikkje er eéin MDS-kode, og at
vektenei C ikkje er p&fagjande multippel av 2. Det kunne ogsé vera interessant &
§a om desse faktorane har noko a seia for kor vidt ein kode tilfredsstiller kjede-
vilkaret.

Det er i arbeidet med oppgava utfart ei rekkje sgk etter underrom med minst muleg
stettevekt. Programmet genererer underrom med utgangspunkt miminimumvekts-
kodeorda. Eit fellestrekk ved dei beste underromma som er funne pa denne méten,
er at generatormatrisa kan organiserast etter metoden skissert ovanfor for r > |.
For r £ | varierer lgysingane.

For dei irredusible kodane vart det ogsa utarbeidd ein metode som gir ein nedre
skranke for d,. For ale desse kodane var det samsvar mellom @vre og nedre
skranke.
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Vedlegg |

Notasjonar og ordliste

Notasjonar

Avsnittet gir ein oversikt over notasonane som er brukt i oppgava. Formelle
definigonar for omgrep hovudsakleg vedrgrande avstand, vekt og vekthierarki er
gitt i avsnitt 3.1. Andre definigonar kan ein finna i almene laxebgker i kodeteori

og talteori.
A(z)  Vektoppteljaren til ein kode. A; gir talet pa kodeord med vekt i i koden.
| oppgava vert vektoppteljar og vektdistribusjon brukt synonymt.
{ci} Ein sekvens generert av eit polynom.
C Ein kode. Om ikkje anna er sagt, vil C i denne oppgavaveraein [n, k, d]-
kode.
C: Eit vilkarleg r-dimensjonalt underromi C.
C.l C C, ereitunderromi C.
c Den duale koden til C.
c Eit kodeord i koden C dik at
¢ = (Co, C1,--., Cn1),
der c; gir koordinatposisonane i kodeordet. Sja ogsa c(a).
Ci Det i'te kodeordet i koden C.
G Den j'te koordinatposisonen i kodeordet c.
c(a) Eit kodeord i koden, C, over GF(q). Kodeordai ein Simplex-kode kan
genererast av tracefunksionen s.adei vert paforma
c(@) = (Tr"(a), Tr" (aa),..,Tr!" (aa ")),
dera’errotih(x) ogal GF(q").
Ettersom ein liknande teknikk vert brukt for alle kodar som vert hand-
samai oppgava, vert ¢ og c(a) brukt synonymt om kodeord.
c(@)i Deti'te kodeordet i koden C.
c@i=ci.
cj(a) Den j'te koordinatposigonen i kodeordet c(a).
ci(@a) =Tr"(aa’) = ;.
Dy(y) Krysskorrelagonsfunkgonen mellom to maksmale linesge rekursive
sekvensar.
D, Eit r-dimengonalt underrom i koden C dik at [X(D)| = d.(C) for gitt r.

Minimumsavstanden til koden.




Vedlegg | Notasjonar og ordliste. Notasjonar.

d(x,y) Hammingavstanden mellom to vektorar,

dr(C)

X = (Xoy X1y--s Xn-1) OQY = (Yo, Y1see+» Yn-1)-
Den r'te generaliserte Hammingvekta til koden C. Vekthierarkiet til koden
er gitt ved settet av generaliserte Hammingvekter, {ds, d,..., dc}. | opp-
gavavert d, og d,(C) brukt synonymt. For & uttykkja den r'te generaliserte
Hammingvektatil et vilkarleg underrom, U, i C nyttast d.(U).

d ™ (C) mvre skranke for d(C)
d ™" (C) nedre skranke for d,(C)

Fq
FqlX]
G

GF(q)
g(k,d)

9(x)
H

h(x)
mi(X)
(n, k)-

Ein endeleg kropp av orden g, der g er ein potens av eit primtal.

Det n-dimensjonal e vektorrommet over F.

Ikkje-null-elementai Fq, dvs Fq - {0}.

Ringen av polynom i x med koeffisientar i F.

Generatormatrise.

Galois-kropp av orden g.

Griesmerskranken for ein kode med dimengon k og minimumsavstand d.
| oppgava vert ogsa g(r, d) nytta dersom eit r-dimensjonalt underromi C
held Griesmerskranken, dvs dersom d,(C) = Griesmerskranken for gitt r.
Generatorpolynom..

Paritetsg ekkmatrise.

Paritetsg ekkpolynom

Minimumspolynomet til a '.

kode. Gir parametrane til ein kode; lengde n og dimengon k.

[n, k, d]-kode. Gir parametrane til ein linesa kode; lengde n, dimengon k og mini-

mumsavstand d.

Trg (x) Tracefunksjonen.

w(x) Hammingvektatil vektoren x.

W den t'te minste Hammingvektatil eit kodeord i koden.

X(D)  Stettatil D er settet av koordinatposisjonar der ikkje alle kodeordi D1 C
er"0".

X Ein vektor, X = (Xo, X1+, Xn-1)

Ordliste

Avsnittet syner til notagonar og/eller definigonar av ein del ord og uttrykk som er
brukt i oppgava.

Dual kode C definert i avanitt 3.1
Dualitetsteoremet definert i avanitt 3.3
Einingsrot root of unity
Generaliserte Griesmer-skranken definert i avanitt 3.2
Generaliserte Singleton-skranken definert i avsnitt 3.2
Generatormatrise G

Generatorpolynom g_(x)
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Griesmer-skranken
Hammingavstand
Hammingvekt
Kjedevilkaret
Krysskorrelagonsfunks onen
MacWilliams-identiteten
Minimumsdi stanse
Minimumspolynom
Maksi mumsvekt
Minimumsvekt

r'te generaliserte Hammingvekt
Singleton-skranken
Paritetss ekkmatrise
Paritetsg ekkpolynom
Sekvens

Stotte

Stattevekt
Tracefunksonen
Vektdistribugon
Vekthierarki

V ektoppteljar

g(k,d)
d(x, )
W(x)

Du(y)
mi(X)
di(C)

h(x)
{ci}
X(D)

| X(D)|
Tr (x)

{dy, da,..., di}
A(2)

definert 1 avsnitt 3.2
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert | avanitt 3.1
definert i avanitt 3.3
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.1
definert 1 avsnitt 3.2

definert i avanitt 3.1
definert i avanitt 3.1
definert i avanitt 3.1
(jfr. vektoppteljar)

definert i avanitt 3.1
definert i avanitt 3.1




Vedlegg Il

Resultat vedrgrande d,, +1 for Niho-koden
ders=2"1-1

Latb T B. Viskal i dette vediegget & negare patilfellet b = a/b? .

Utgangspunktet er likningane (4.5.5) og (4.5.6)

b2|+1:1.
og

b?b3+ab%+a’b+b=0bt 0.
Lemma 1. Lat f1 F;..

Dersom Tr! (/b2 **f2)=0, vil likninga gje eit kodeord med vekt ws.
Dersom Tr! (/b2 **f2) = 1, vil likninga gje eit kodeord med vekt w, eller w;.

Bevis. Vi skriv likning (4.5.6) som
b?x3+ax?+a’x+b=0.
Vi ser sa palikninga
(b? x+b2 b)(x%+ux + b/b?b ) =0
b b2x*+ (b2 b+ub? )+ (b”b/b®b +bZbu)x + b=0
b b?x+b? (b+u)®+(bb™ +b? bu)x + b=0.
Vi fér
(b2 (b+u)? = bb* +b? bu
b bb™+bu?=bb? +b? bu
b bu? = b? bu
b u?'= h?'p

b u=?b?b =b? bf.

Vi ser sapatilfellet der x>+ ux + b/b?b = 0. Lat x = uz.
(uz)®+uuz + b/b?b =0
b 2+ z+ b*?/bu?=0.




Vedlegg I1. Resultat vedrgrande dys+1 for Niho-koden der s = 2" -1.

Vi setinn for u og far
bl'z/bUZZ bl-z/bbz h2f2= b-l—Z/f2: l/bz 1§27 F; .

b 2+ z+ 1/b?*f2=0

1-1 ) -1 )
b é. (ZZ +Z)2' — é. (]/b2|+1f2)2'

i=0 i=0

P 2%+ z=Tr! (1/b?"f?).

Vi ser padei to ulikefilfellafor Tr! (/b " ?).

Dersom Tr! (1/b? **£2)=0, f&r vi
22+ 7 = UX?+ u'x =Tr! b?*2)=0

u
0 x® =1/u?* =1/b?

Dette gir
x2+ux + b/b?b = 1/b? b +ux +b/b?b
= 1/b2"1b +ux + ]/bzl'lb = ux

Sidan 2+ ux + b/b?b =0ogux? 0, falgjer det at X2+ ux + b/b?b = 0ikkje har
noko leysingi F .. Detteinneber at likning (4.5.6) har ei leysing nar
Tr! (1/b%**f 2)= 0 og vil medfera eit kodeord med vekt = ws. For uttrykket
a/b? f&r vi
a/b? =b% (b+u)/b? = b+u=b+b? bf.

Dersom Tr! (/b2 **£2) =1, f&r vi
22+ 7 = UX?+ u'x =Tr! Wb?P2)=1
b x* = u?'x+ u?.

Likningax?+ ux + b/b?b =0 har to lgysingar i F . sidan
Tr2 ((b/b? b)/u?) = Tr? (% *f2)=0.

Dette inneber at likning (4.5.6) har tre lgysingar n& Tr! (1/b%**f?)= 1, men d
lgysingane kan ha multiplisitet 2, vil likninga fara til eit kodeord med vekt w; eller
vekt Wo.




Vedlegg I1. Resultat vedrgrande dys+1 for Niho-koden der s = 2" -1.

Vi sjekkar til Slutt om desse lgysingane tilfredsstiller x2** = 1.
x?1=10 u? %+ u?x=1
0%+ ux +/u?*=0
0%+ ux +2/b%* =%+ ux +b/b?b =0.
a

Korollar 2. Vi har fraLemmal at
alb?=b+u= b+Db” bf.
og
x2+ux + b/b?b =0.

Kodeord med vekt =w;

Felgjande gjeld
(X - bl)(X - bz)(X - bg) =0
b (X - bl)(X2 + (b2+ bg)X + bzbg) =0

Vi setu=h,+bs, 09 b/b?b = bbs = b*? /b

Sidan bibybs = b* 2, f&r vi no

b/b?b,=b? /b, =bibobs /by = byby,
og

alb?=b+u=Dby+u = b+ by+Ds.

Kodeord med vekt = w,

Vi set b' = b, = bs, dddenne lgysinga har multiplisitet 2. Vi fér da
ab?=b+u=by+u = b+ by+bs.=by+b +b' = by
b (b")2= bibsbs /b, = b¥? /a/b? =bla.
b b'=4+b/a.




Vedlegg I1. Resultat vedrgrande dys+1 for Niho-koden der s = 2" -1.

Loysinga, b' , med multiplisitet 2, finn vi ik
ab? =b,b (a/b?)?* =1
b a2'+1 /b22'+2' -1
b a2'+1/b2'+1:1
b a?*/b?=b
b bla=a?/b”
b Jb/a =a? /b?",jfr ogsiLemmad.5.4.

Kodeord med vekt = ws

Vi fanni Lemma at likningax*+ ux + b/bz'b = 0ikkjehar leysingi F , .
Lat b; veraenasterot i likningane (4.5.5) og (4.5.6) for kodeorda. Dersom b, har
multiplisitet 3, kan vi setja b'=by; =b,=bs. Vi far da
ab?=b+u=by+u = b+ by+bs=b'+ b’ +b = b’
=a® /b?"jfr ogsiLemma4.5.4.

Dersom b ikkje har har multiplisitet 3, ma likevel falgjande gjelda
ab?=b+u=by+u = by + b +bs.

Noharviat byt byt bs. by, by, bsT B ogerrater i likninga 4.5.5. Men berre by

er rot i likningssettet (4.5.5) og (4.5.6).




Vedlegg 111

Resultat vedrgrande d,, +1 for Niho-koden
der s = (2'-1)(2% +1) + 2

Vi skal i dette vedlegget §a nagrare pa eigenskapar ved kodeorda i C. Utgangs-
punkt er likningane (4.6.5) og (4.6.6)

b22|+1 :1.
og
b2 ' bZ+ab+b? b2+a”bl=0bt0.

Likning (4.6.6) kan skrivast
Tré (ab+b? b?)=0.
b vil daveraei roti likningaU (ab+b? b?)T GF(2?), jfr Lemma4.6.8.

| avsnitt 4.6.2 fann vi at dersom (a/%/b)?**= 1,

i) likningane (4.6.5) og (4.6.6) har ei lgysing, b o, dik at JBbO T GF(2*).
i) b=a’g'.
Davert

\/Bb 0o = a\/a bo

b ayg'bol GF(2?).
b abol GF(2"), sidan+Jg'1 GF(2?).

Lemma 1. Lat c*(a,b) veraeit kodeordi C *. Lat (a/¥b)?* = 1. Latb o=
b®. Davil posigonanei kodeordet vera"symmetriske" rundt fa, (b %), dik at
fao (D7) =f0p (D).

Bevis. LatO£j£2%. Komponentanei c*(a,b) er gitt av fap(b )
c* (a,b) =Tr¥ (ab’+b? " bi?),

0g
fu(b€)=Trd (@ab®+b? b*?)=0.




Vedlegg I11. Resultat vedrgrande dy +1 for Niho-koden der s = (2' -1)(2%' +1) + 2.

Vi fé&r da
ab®T GF(2?)

b b? b 1 GF(2?).

Latab®=a’ogh? b =a*,0£e£2?,0£ j,k £2%-2,0£i £27-1.
Vi far da
abe:aj b abe+i :aj+i(22'-1)og abe—i :aj-i(zz'-l)
09
bz"lbez' :ak b bz"lb(e+k)z':ak+i(22'-1) Ogbz"lb(e-k)z':ak-i(zz'-l).

fan(b *) kan ogsa skrivast som

fu(b ) =Try (ab®) +7Try (b* b™)=0.
Davert

fab(b e+i ) :Tr‘z‘: (a j+i(22'-1)) +-|-rz21: (ak+i(22'-1)),
0g

(b ) =Try (@) + Trg (@),

L o2l . 02l 21 02l o A
Ettersom (a’)® =a’ og(a'® ?)* =a'® " férvi

Tr @) =Ty @),
0g
Tr;‘: (ak+i(22'-1)):-|-r421: (ak-i(zz'-l)).

Dette m& dd medferaat fa, (0" ) = (b).
O

Lemma 2. Lat c*(a,b) vera eit kodeord i C *. Lat (a/3/b)?** = 1. DA vil
komponentane i kodeordet ha hggst 2' ulike vediar.

Bevis. LatO£j£2%. Komponentanei c*(a,b) er gitt av fap(b ')
c*(ab)=Try (ab’+b* b’?).

Sidanb =a’g’, kan likning (4.6.6) skrivast
(aZ)ZI'1 giZI'leI + a.b + (aZ)Z'I'lg i2'|'1b-2I + aZ2| b—l - O
b g? (ab)? +ab +g'? " a?’ b? +a¥ bt =0,




Vedlegg I11. Resultat vedrgrande dy +1 for Niho-koden der s = (2' -1)(2%' +1) + 2. iii

Sidang'T GF(2*), fér vi

g jor -1 — gizsl-l — gizl-ll
Likninga kan da vidare skrivast

ab+a” bl+g? (a’b?+a’ b?)=0.
Vi far da

(ab +aZ’ bt)=Tr¥ (ab).

og
@%b ?+a? b?) =Trd ((ab)?).

Likninga kan dermed skrivast
Trd (ab)+g?" Trd ((ab)? ) =fuw(b) =Tr¥ (ab+b? b?).

Lat Tril (ab)=d T GF(2"). D&kan likninga skrivast
d +g? d? =0.

Ford T GF(2*) gjed
i) d+d?)? =d? +d)b (d +d?)=z1 GF(2).
i) d=d?> 0 d=z71 GF(2).

g' er konstant for alle komponentar i c*(a,b). N& (d + d?) g& gjennom GF(2')

vil ogsd (d + g2 'd?) gjera det. Dette tilseier at posisonane gitt av fap(b '), kan
ha hagst 2' ulike vediar.
0

Jir. definigon 4.6.12.

Korollar 3. Seylenei generatormatrisafor V* harrang £1.

Bevis. LatO£j£2?. SidanV* 1 U*, kan fu(b') skrivast
f(b!) =Trj (@b) +g”" Tr ((ab)*)
=d +¢g? d? =0,d T GF(2¥).
Ettersom g er konstant for alle kodeord i V* , kan & kvar sgylei V* gdast

som linesgkombinagionar av (d +d?), d T GF(2*). Sidan(d +d?)T GF(2'),
vil f35(b ') ha hegst 2' ulike vediar, og sgylahar rang £ 1.




Vedlegg IV

Numeriske data for kodar der
h(x) = my(x)ms(x), n =2™-1, ged(n, s) = 1.

d', og vektoppteljar ved sgk.

m =4, s=1. A(z) =1+30z*+602° + 105 2% + 60 *°.

tillegg fra differanse

r g(r, d) d’, d'gtild,  d'y-g(r, d)

1 4 4 4 0

2 6 6 2 0

3 7 8 2 1

4 8 9 1 1

5 9 11 2 2

6 10 12 1 2

7 11 14 2 3

8 12 15 1 3

m =4, s =7. Den duale koden. A(z) =1+52°+8062° + 2635z’

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'gtild,  d'y-g(r, d)

1 3 3 3 0

2 5 6 3 1

3 6 9 3 3

4 7 11 2 4

5 8 13 2 5

6 9 14 1 5

7 10 15 1 5




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = m1(x)ms(x). m = 5. i

m=>5, $s=3,57,11. A(@2)=1+310z*+ 5277 + 186 7.
tillegg fra differanse

r g(r, d) d, d'egtild,  d'y-g(r, d)

1 12 12 12 0

2 18 18 +6 0

3 21 21 +3 0

4 23 23 +2 0

5 24 25 +2 1

6 25 26 +1 1

7 26 28 +2 2

8 27 29 +1 2

9 28 30 +1 2

10 29 31 +1 2

m =5, s=3,5,7,11. Dei duale kodane. A(z) =1+ 18627°+8067°+ 26357’
+7905 7% + 18910 2° + 41602 z'° + 85560 z** + 142600 72
+ 195300 z** + 251100 z** + 301971 7*° + 301971 z*°
+ 251100 z'" + 195300 z*® + 142600 7*° + 85560 z%°
+ 41602 7! + 18910 z%* + 7905 z*° + 2635 7** + 806 z*°
+1867% + 7.
tillegg fra differanse

r g(r, d) d, d'egtild,  d'-g(r, d)

1 5 5 5 0

2 8 8 +3 0

3 10 10 +2 0

4 11 12 +2 1

5 12 13 +1 1

6 13 15 +2 2

7 14 16 +1 2

8 15 17 +1 2

9 16 18 +1 2

10 17 19 +1 2

11 18 21 +2 3

12 19 22 +1 3

13 20 23 +1 3

14 21 24 +1 3

15 22 25 +1 3

16 23 26 +1 3

17 24 27 +1 3

18 25 28 +1 3

19 26 29 +1 3

20 27 30 +1 3

21 28 31 +1 3




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = m1(x)ms(x). m = 5. iii

m =5, s=15. A@Z) =1+317°+15572+ 310 7 + 217 7'° + 155 7*®
+155 7%,
tillegg fra differanse

r g(r, d) dr, d'gtild,  d'y-g(r, d)

1 10 10 10 0

2 15 16 +6 1

3 18 20 +4 2

4 20 23 +3 3

5 21 25 +2 4

6 22 26 +1 4

7 23 28 +2 5

8 24 29 +1 5

9 25 30 +1 5

10 26 31 +1 5

m=5, s = 15. Den duale koden. A@Z)=1+2172°+83772°+ 23257
+ 759578 + 20305 2° + 42997 7'° + 81840 z** + 138880 z*2
+ 201810 7** + 257610 z** + 294159 7*° + 294159 7'
+ 257610 77 + 201810 z*® + 138880 7*° + 81840 z%°
+ 42997 7% + 20305 7%* + 7595 7°° + 2325 7** + 837 7%
+217 7%+ 7.
tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'gtild,  d'y-g(r, d)

1 5 5 5 0

2 8 8 +3 0

3 10 10 +2 0

4 11 11 +1 0

5 12 13 +2 1

6 13 14 +1 1

7 14 15 +1 1

8 15 17 +2 2

9 16 18 +1 2

10 17 19 +1 2

11 18 20 +1 2

12 19 21 +1 2

13 20 23 +2 3

14 21 24 +1 3

15 22 25 +1 3

16 23 26 +1 3

17 24 27 +1 3

18 25 28 +1 3

19 26 29 +1 3

20 27 30 +1 3

21 28 31 +1 3




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = mi(X)ms(x). m = 6. iv

m =6, s=5,13. A(z) = 1 + 630 7% + 3087 7% + 378 7.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 24 24 24 0
2 36 36 12 0
3 42 42 6 0
4 45 45 3 0
5 47 47 2 0
6 48 48 1 0
7 49 54 6 5
8 50 57 3 7
9 51 59 2 8
10 52 60 1 8
11 53 62 2 9
12 54 63 1 9
m = 6, s=31. A(z) = 1+ 189 7** + 504 7°° + 567 7% + 378 7 + 882 7*
+ 7562 + 4417% + 3787%.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 24 24 24 0
2 36 36 12 0
3 42 43 7 1
4 45 47 4 2
5 47 51 4 4
6 48 54 3 6
7 49 56 2 7
8 50 57 1 7
9 51 59 2 8
10 52 60 1 8
11 53 62 2 9
12 54 63 1 9
m =6, s=11, 23. A(z) = 1+ 126 7%° + 252 7% + 756 28 + 1827 7*% + 1134 7.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 20 20 20 0
2 30 30 10 0
3 35 35 5 0
4 38 39 4 1
5 40 41 2 1
6 41 42 1 1
7 42 50 8 8
8 43 54 4 11
9 44 56 2 12
10 45 60 4 15
11 46 62 2 16
12 47 63 1 16




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = my(x)ms(x). m = 7.

m=7, $s=3,9, 13,15, 23, 43. A(z) =1+ 4572 7% + 8255 7% + 3556 27 .

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', degtild,  d'-g(r, d)
1 56 56 56 0
2 84 84 28 0
3 98 98 14 0
4 105 105 7 0
5 109 110 5 1
6 111 114 4 3
7 112 117 3 5
8 113 119 2 6
9 114 121 2 7
10 115 122 1 7
11 116 124 2 8
12 117 125 1 8
13 118 126 1 8
14 119 127 1 8
m=7, s=5, 27. A(z) = 1 + 4572 7°° + 8255 7% + 3556 272

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r, d)
1 56 56 56 0
2 84 84 28 0
3 98 98 14 0
4 105 105 7 0
5 109 110 5 1
6 111 113 3 2
7 112 116 3 4
8 113 119 3 6
9 114 121 2 7
10 115 122 1 7
11 116 124 2 8
12 117 125 1 8
13 118 126 1 8
14 119 127 1 8




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = my(x)ms(x). m = 7.

m=7,

s=11. A(z) = 1 + 4572 7° + 8255 7% + 3556 772

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', degtild,  d'-g(r, d)
1 56 56 56 0
2 84 84 28 0
3 98 98 14 0
4 105 105 7 0
5 109 109 4 0
6 111 113 4 2
7 112 116 3 4
8 113 119 3 6
9 114 121 2 7
10 115 122 1 7
11 116 124 2 8
12 117 125 1 8
13 118 126 1 8
14 119 127 1 8
s=29. A(z) = 1 + 4572 7°° + 8255 7% + 3556 272

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r, d)
1 56 56 56 0
2 84 84 28 0
3 98 98 14 0
4 105 105 7 0
5 109 110 5 1
6 111 114 4 3
7 112 116 2 4
8 113 119 3 6
9 114 121 2 7
10 115 122 1 7
11 116 124 2 8
12 117 125 1 8
13 118 126 1 8
14 119 127 1 8

Vi



Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = my(x)ms(x). m = 7. Vii

m=7, s=63. A(z) = 1+889 7> + 1778 7°° + 1778 2*° + 889 7%
+ 2667 2% + 2032 % + 889 7% + 2667 7% + 1016 2”°
+8897"2+ 8897

tillegg fra differanse
r g(r, d) d’, d'egtild,  d'y-g(r, d)
1 54 54 54 0
2 81 81 27 0
3 95 95 14 0
4 102 103 8 1
5 106 109 6 3
6 108 113 4 5
7 109 116 3 7
8 110 119 3 9
9 111 121 2 10
10 112 122 1 10
11 113 124 2 11
12 114 125 1 11
13 115 126 1 11
14 116 127 1 11
m=7, s=17,21,31,55. A(z)=1+8897%+17787>° + 3556 z°° + 4699 7%
+ 3556 7% + 1778 2% + 127 7**.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'gtild,  d'y-g(r, d)
1 52 52 52 0
2 78 78 26 0
3 91 91 13 0
4 98 99 8 1
5 102 105 6 3
6 104 110 5 6
7 105 114 4 9
8 106 117 3 11
9 107 119 2 12
10 108 120 1 12
11 109 123 3 14
12 110 125 2 15
13 111 126 1 15
14 112 127 1 15




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = my(x)ms(x). m = 7. Vili

m=7, s=19, 47. A(z) = 1 + 889 7°% + 1778 2°° + 3556 z*° + 4699 7%
+ 3556 7% + 1778 2% + 127 **.

tillegg fra differanse
r g(r, d) d, d'egtild,  d'y-g(r, d)
1 52 52 52 0
2 78 78 26 0
3 91 91 13 0
4 98 99 8 1
5 102 107 8 5
6 104 111 4 7
7 105 113 2 8
8 106 117 4 11
9 107 120 3 13
10 108 122 2 14
11 109 123 1 14
12 110 125 2 15
13 111 126 1 15
14 112 127 1 15
m =8, s =231, 91. SaVedlegg V.
m =38, s=127. A(z) = 1+ 127572 + 2040 7* + 5100 7'° + 4080 78
+ 4080 7*?° + 4080 7'?* + 5100 z'** + 4080 7**® + 4590 7'*
+ 8160 z*° + 4080 7**? + 6120 z*** + 4590 7**¢ + 2040 7**
+ 4080 7*° + 2040 742,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d, d'egtild,  d'-g(r, d)
1 112 112 112 0
2 168 168 56 0
3 196 196 28 0
4 210 212 16 2
5 217 223 11 6
6 221 230 7 9
7 223 236 6 13
8 224 238 2 14
9 225 244 6 19
10 226 246 2 20
11 227 248 2 21
12 228 250 2 22
13 229 251 1 22
14 230 252 1 22
15 231 254 2 23
16 232 555 1 23




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = mi(x)ms(x). m = 8.

m =8,

m =8,

s=11, 29. A(z) = 1 + 1020 2** + 2550 z**? + 17340 7**° + 26010 7**®
+ 16320 7% + 2040 74 + 255 7'%°.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'egtild,  d')-g(r, d)
1 104 104 104 0
2 156 156 52 0
3 182 182 26 0
4 195 202 20 7
5 202 214 12 12
6 206 223 9 17
7 208 230 7 22
8 209 234 4 25
9 210 239 5 29
10 211 243 4 32
11 212 246 3 34
12 213 249 3 36
13 214 251 2 37
14 215 253 2 38
15 216 254 1 38
16 217 255 1 38
s =19, 47. A(z) = 1 + 2040 2™ + 2040 7*** + 16320 7'*° + 22695 7'?
+ 22440 7%,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r, d)
1 104 104 104 0
2 156 156 52 0
3 182 182 26 0
4 195 198 16 3
5 202 211 13 9
6 206 219 8 13
7 208 223 4 15
8 209 225 2 16
9 210 233 8 23
10 211 237 4 26
11 212 239 2 27
12 213 240 1 27
13 214 248 8 34
14 215 252 4 37
15 216 254 2 38
16 217 255 1 38




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = mi(x)ms(x). m = 8.

s=7,37. A(z) = 1 + 255 7*® + 3570 712 + 17340 7% + 27030 7**®
+ 13260 7*% + 3570 74,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r, d)
1 96 96 96 0
2 144 144 48 0
3 168 180 36 12
4 180 198 18 18
5 186 214 16 28
6 189 222 8 33
7 191 230 8 39
8 192 234 4 42
9 193 240 6 47
10 194 243 3 49
11 195 247 4 52
12 196 249 2 53
13 197 251 2 54
14 198 252 1 54
15 199 254 2 55
16 200 255 1 55
s =13, 59. A(z) = 1 + 255 7*° + 1020 2** + 21420 7' + 26010 7**®
+ 12240 7% + 4590 74,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r,d)
1 96 96 96 0
2 144 144 48 0
3 168 174 30 6
4 180 189 15 9
5 186 197 8 11
6 189 201 4 12
7 191 203 2 12
8 192 204 1 12
9 193 228 24 35
10 194 240 12 46
11 195 246 6 51
12 196 249 3 53
13 197 251 2 54
14 198 252 1 54
15 199 254 2 55
16 200 255 1 55




Vedlegg IV Numeriske data for kodar der h(x) = mi(x)ms(x). m = 8.

m = 8, s=23,61. A(z)=1+510z% + 5100 72 + 14280 7'?° + 23205 7'
+ 22440 7%,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 96 96 96 0
2 144 144 48 0
3 168 168 24 0
4 180 180 12 0
5 186 204 24 18
6 189 216 12 27
7 191 222 6 31
8 192 225 3 33
9 193 233 8 40
10 194 237 4 43
11 195 239 2 44
12 196 240 1 44
13 197 248 8 51
14 198 252 4 54
15 199 254 2 55
16 200 255 1 55
m =8, s=53. SaVedlegg V.
m =8, s=43. A() = 1+5107% +2557% + 19380 7*° + 28050 z'**
+ 15300 2" + 2040 7.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'atild,  d'-g(r, d)
1 80 80 80 0
2 120 120 40 0
3 140 140 20 0
4 150 150 10 0
5 155 158 8 3
6 158 164 6 6
7 160 168 4 8
8 161 170 2 9
9 162 210 40 48
10 163 230 20 67
11 164 240 10 76
12 165 245 8 80
13 166 249 4 83
14 167 252 3 85
15 168 254 2 86
16 169 255 1 86




Vedlegg V

Numeriske data for Niho-kodar.
h(x) = my(X)ms(x),
n=2"-1, ged(n, s) = 1.

s =2"1. m=2l

| =4, s=1. A(z) =1+30z*+602° + 105 2® + 60 *°.

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'egtild,  d'-g(r, d)
1 4 4 4 0
2 6 6 2 0
3 7 8 2 1
4 8 9 1 1
5 9 11 2 2
6 10 12 1 2
7 11 14 2 3
8 12 15 1 3

| =4, s=31. A(z) = 1 + 10200 z**% + 4080 7'%° + 30855 7'%® + 20400 z**°.

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'gtild,  d'y-g(r, d)
1 112 112 112 0
2 168 168 56 0
3 196 196 28 0
4 210 210 14 0
5 217 218 8 1
6 221 222 4 1
7 223 224 2 1
8 224 225 1 1
9 225 233 8 8
10 226 237 4 11
11 227 239 2 12
12 228 240 1 12
13 229 248 8 19
14 230 252 4 22
15 231 254 2 23
16 232 255 1 23




Vedlegg V Numeriske data for Niho-kodar .s =2' ™ - 1.

=8, s= 51l A(z) = 1+ 713 020 800 2***** + 16 776 960 7°°°%°
+2139 127 935 7°4% + 1 426 041 600 2°%°%,

tillegg fra differanse

r g(r, d) d', d'.qtil d', d', - g(r, d)
1 32512 32512 32512 0
2 48768 48768 16256 0
3 56896 56896 8128 0
4 60960 60960 4064 0
5 62992 62992 2032 0
6 64008 64008 1016 0
7 64516 64516 508 0
8 64770 64770 254 0
9 64897 64898 128 1
10 64961 64962 64 1
11 64993 64994 32 1
12 65009 65010 16 1
13 65017 65018 8 1
14 65021 65022 4 1
15 65023 65024 2 1
16 65024 65025 1 1
17 65025 65153 128 128
18 65026 65217 64 191
19 65027 65249 32 222
20 65028 65265 16 237
21 65029 65273 8 244
22 65030 65277 4 247
23 65031 65279 2 248
24 65032 65280 1 248
25 65033 65408 128 375
26 65034 65472 64 438
27 65035 65504 32 469
28 65036 65520 16 484
29 65037 65528 8 491
30 65038 65532 4 494
31 65039 65534 2 495
32 65040 65535 1 495




Vedlegg V Numeriske data for Niho-kodar . s = (2' -1)( 2% +1) + 2.

s = (2-1)(2%+1) + 2, m = 4l.

=2, s= 53. Tabellen syner resultat fra to ulike framgangsmétar.
A(z) = 1+ 1020 2%° + 24480 7' + 15555 7'%® + 24480 7.
STRATEGI STRATEGI
1 2
tillegg fra differanse tillegg fra differanse
r g(r, d) d, d'eatild,  d'-g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 9 9 9 0 9 9 0
2 144 144 48 0 144 48 0
3 168 168 24 0 168 24 0
4 180 180 12 0 180 12 0
5 186 204 24 18 188 8 2
6 189 216 12 27 192 4 3
7 191 222 6 31 200 8 9
8 192 225 3 33 204 4 12
9 193 233 8 40 228 24 35
10 194 237 4 43 240 12 46
11 195 239 2 44 246 6 51
12 196 240 1 44 249 3 53
13 197 248 8 51 251 2 54
14 198 252 4 54 252 1 54
15 199 254 2 55 254 2 55
16 200 255 1 55 255 1 55




Vedlegg V Numeriske data for Niho-kodar . s = (2' -1)( 2% +1) + 2.

iv
| =4, s=3857. Tabellen syner resultat frato ulike framgangsmétar.
A(z) = 1+ 1048560 7% + 2 013 235 200 7°2%%°
+ 267 448 335 7°27%% + 2 013 235 200 7%,
STRATEGI STRATEGI
1 2
tillegg fra differanse tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'..q til d') d', - g(r, d) d', d'..q til d') d', - g(r, d)

1 30720 30720 30720 0 30720 30720 0

2 46080 46080 15360 0 46080 15360 0

3 53760 53760 7680 0 53760 7680 0

4 57600 57600 3840 0 57600 3840 0

5 59520 59520 1920 0 59520 1920 0

6 60480 60480 960 0 60480 960 0

7 60960 60960 480 0 60960 480 0

8 61200 61200 240 0 61200 240 0

9 61320 63120 1920 1800 61328 128 8

10 61380 64080 960 2700 61392 64 12

11 61410 64560 480 3150 61424 32 14

12 61425 64800 240 3375 61440 16 15
13 61433 64920 120 3487 61568 128 135
14 61437 64980 60 3543 61632 64 195
15 61439 65010 30 3571 61664 32 225
16 61440 65025 15 3585 61680 16 240
17 61441 65153 128 3712 63600 1920 2159
18 61442 65217 64 3775 64560 960 3118
19 61443 65249 32 3806 65040 480 3597
20 61444 65265 16 3821 65280 240 3836
21 61445 65273 8 3828 65400 120 3955
22 61446 65277 4 3831 65460 60 4014
23 61447 65279 2 3832 65490 30 4043
24 61448 65280 1 3832 65505 15 4057
25 61449 65408 128 3959 65513 8 4064
26 61450 65472 64 4022 65517 4 4067
27 61451 65504 32 4053 65519 2 4068
28 61452 65520 16 4068 65520 1 4068
29 61453 65528 8 4075 65528 8 4075
30 61454 65532 4 4078 65532 4 4078
31 61455 65534 2 4079 65534 2 4079
32 61456 65535 1 4079 65535 1 4079




Vedlegg VI

Numeriske data for irredusible sykliske kodar.

kI =2.
ng =3, =3 AR)=1+2178+4272.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d' deatild,  d%-g(r, d)
1 8 8 8 0
2 12 12 4 0
3 14 14 2 0
4 15 18 4 3
5 16 20 2 4
6 17 21 1 4
ng =3, I=7. A(z) = 1+ 381 7% + 16002 7.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d' deatild,  d%-g(r, d)
1 128 128 128 0
2 192 192 64 0
3 224 224 32 0
4 240 240 16 0
5 248 248 8 0
6 252 252 4 0
7 254 254 2 0
8 255 318 64 63
9 256 350 32 94
10 257 366 16 109
11 258 374 8 116
12 259 378 4 119
13 260 380 2 120
14 261 381 1 120




Vedlegg VI Numeriske data for irredusible sykliske kodar. k/l = n; og k/l =n; -1.

k/l =n;.
ng =3, = 2. AQR)=1+972+272*+ 272
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 2 2 2 0
2 3 3 1 0
3 4 5 2 1
4 5 6 1 1
5 6 8 2 2
6 7 9 1 2
ng =3, = 4. A(z) = 1 +45 2% + 675 7*° + 3375 7%,
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 8 8 8 0
2 12 12 4 0
3 14 14 2 0
4 15 15 1 0
5 16 23 8 8
6 17 27 4 10
7 18 29 2 11
8 19 30 1 11
9 20 38 8 18
10 21 42 4 21
11 22 44 2 22
12 23 45 1 22
k/l =ns-1.
ny =5, I= 3. A(z) = 1 +70 2% + 420 7% + 1505 7'® + 2100 7%*.
tillegg fra differanse
r g(r, d) d', d'eatild,  d'-g(r, d)
1 8 8 8 0
2 12 12 4 0
3 14 14 2 0
4 15 18 4 3
5 16 20 2 4
6 17 21 1 4
7 18 25 4 7
8 19 27 2 8
9 20 28 1 8
10 21 32 4 11
11 22 34 2 12
12 23 35 1 12




Vedlegg VI Numeriske data for irredusible sykliske kodar. k/l = n; og k/l =n; -1.
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