DIE STRUKTUR DER REGULAREN
DARSTELLUNGEN
von

CHRISTOPH KIRFEL

Report No. 50

May 1987







Department of Mathematics
University of Bergen

BiO7 Bergen - U

NORWAY

ISSN - 0332-5407

DIE STRUKTUR DER REGULAREN
DARSTELLUNGEN
von

CHRISTOPH KIRFEL

Report No. 50 May 1987






EINLEITUNG,

Regulara Darstellungen von Zahlen haben eine grosse Bedeutung
im Reichweitenproblem, weshalb wir mit der Vorstellung dieses Pro-

blems beginnen mochten.

sel A = {a1, Bor seey ak}g; ¥ eine Menge von naturlichen
Zahlen mit 1 = a, < a, .o <ay, dann lasst sich jede Zahl Né& ¥
darstellen als N = Xl * Xy _q8g_q * e+ X,y Wobel wir Xy € N,
voraussetzen wollen, Dabeil verstehen wir unter No die Menge der
naturlichen Zahlen einschliesslich der Null,

Mit hAk wollen wir die Menge derjenigen Zahlen bezeichnen,

die mit hgchatena h Summanden aus Ak darstellbar aind:

' k k
hAk’ {nEUon=Z1 xJaJl xjé NO. &JGAK,Z1 x‘.’élj}.
Ak nennen wir dann eine h-Bagis oder einfach eine Basis,
Wir betrachten nun die kleinste Zahl N € N, dle nicht mit

hSthtena h Summanden aus Ak dargestellt werden kann. Wir

nennen N - 1 die h-Reichweite nh(Ak) von Aps

ny(A.) = min {n €N|n ¢ hAk} o
Mit ho mochten wir die kleinste Summandenzahl, bel der die
Reichweite erstmals das grgasto Element a, &berschreitet. be-
zeichnen:

h, = hék) = min {h 25 ' n(A) 2 ak}.

Bei der reguldren Darstellung einer Zahl N € N mit Hilfe
von A, verwendet man das grgsste Element @&, sooft als mSg—
lich, dann das zwaitgrsssta gsooft als mgglich u.,8,w, Weil a, =1,
f&hrt dieser Prozess zum Ziel, Regulgre Darstellungen spielen eine
grosse Rolle im Reichweitenproblem. Fast alle bekannten Konstruk=-
tionen z.B, von'"guten Basen" - also solchen mit grosser Reich~

weite - gehen von ragul;ren Darstellungen zuzuglich einiger weni-

ger zuagtzlicher Darstellungen aus. Andererseits macht die Defi-
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W
nition der Regularitat, die ja k - 1 Bedingungen enthalt,

namlich

i-1
9 xjaj<ai’ 132' 3’ sevy k’

die Entscheidung, ob eine Darstellung regulgr ist oder nicht,
nicht einfach, Deshalb kann es von Bedeutung sein, mehr &ber
diese Sorte Darstellungen zu erfahren, was wir hier versuchen
wollen,

Beschrgnkt men sich auf regulgre Darstellungen, so kann man

nun auch nach der sogenannten regulxren Reichweite gh(Ak) von
Ak fragen, die nur mit regularen Darstellungen erreicht werden
goll. Ahnlich stellt sich die Frage nach dem neuen ﬁo, bei dem
die regulﬁra Reichweite erstmals das grgsste Element 8 erreicht.
(Aus np(A) 7 gp(4,) folgt ?10 »h,.) Beide Probleme sind bereits
vollstandig gelost, erstmals von Hofmeister D]. Wir verwenden je-
doch die Darstellung aus Kirfel und Selmer [2].

Zur Bestimmung von Tl,o nund gh(Ak) muss zunachst folgender
Divisionsalgorithmus durchgaf&hrt werden, dessen Algorithmuagr'c':ssen

wir such im folgenden laufend benutzen werdeni

By = 1
By = f1a1, Q=p < i
8y = f2a2 + Ty O$r2< 2,
8y + Py ® fa8g + Tz 0 $ry< 2,
(1) By bt Bad™ &4 onfle e Tefigg 0§ Pqye< 8449

e 9P 209 GO P OO OO RO

o 0 £ rk_1<f 8 aq°

Ber e Ppei ™ E g 1 Bgpe 1 T

Denn gilt, wie Selmer in [2] zeigts

~ -
(2) i U T A E R
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f,gh(Ak) = (h = ho)ak + gﬁ;(Ak)’ hity ﬁb o
5 k-1

(3)
LS}E’Q(A]‘) = 1 (fj- 1)aj+ak- 1 = 2a

k" Tkeq” Pe

DIE STRUKTUR DER REGULAREN _DARSTELLUNGEN.

Im folgenden wollen wir nun immer wieder die regulare Darstellung
einer Zahl Ng¢ N, N <Zak‘n3mlich N = 2&?'1 xJaJ betrachten und
mgglichst viele Informationen dbar die X, sammeln,

Trivialerweise gilt xJ~S'fjo da (fJ + 1)aj‘>.aj+1. Dies 1£ast
sich auch noch generalisieren, wie wir in Satz 2 sehen werden.

Wir beginnen mit

i I
SATZ 1, Sei NE€ N, XN <ak und N = Z]’f t X484 die regult'are

Darstellung von N mit A, . Wir bezeichnen mit Gq < G500 < gy
samtliche Indizes j mit By A fj’ dann gilt:

(4) Es gibt Indizes 1§ 1,< g, und qy_, < iy < a5
f » 2'
1 R

BEWEIS: Wir setzen Agag ™ b und Ay mig, Dann ist ¢ = b + 1

j = 2’ 3’ eon iy sodass xi \<f1 - 2 und xi
1

unmo&lich, denn

Lo+ 18041 T Snfpe® Ppe2 f T6 T Thaditefngn 7 To T eFuey 2i%uppe
(
wag der Regularitgt‘der Darstellung widerspricht,

Angenommen xJ = fj -1, jJ = b+1, b+2, .4, c=1, 80 i8t
fcac +(fc—1'1)ac-1+ Rkt +(fb+1'1)ab+1+fbab % ac+1+ac"po+rb~1 2 Boaq?

was uns den gleichen Widerspruch wie oben bringt. Also findet sich
"zwischen" x, = fy und x, = £, immer noch ein Xy < fj - 2,
b< j <ec,und unsere Behauptung (4) iat bewlesen, wenn wir

W
noch bedenken, dass naturlich qy = i ind

£ (r )a PN S (a2-1) = aq1+1+aq "o -1 aq1+1.

a_ + -1
B Gt R it
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SATZ 2, Sei N€ N, N<sy und N=JHI %8, die regulare

Darstellung von N mit Ak' dann gilts
(5) ngjézg(fj-1)+1, 1€£q<5Q<k,

BEWEIS; Wie im Bewels von Satz 1 bereits gezeigt, gibt es zwi-

schen qy und 9449 immer ein ij mit Xy ‘:fi - 2, Beim Auf-

summieren von aufeinanderfolgenden Koeffizienten uberschreitet die

Summe also nie Z_g' (fJ ks %

"

SATZ 3, Sei N €N, N <ak und N = Z};ﬂ %48, die regulare

Darstellung von N mit Ak’ Gilt ﬁ:{r einen Index s:
PR owd, B AT 11 k=1 i
Re ® 2o - d, fur o 80 g1 t 21 xjsho-d,

BEWEIS: Falls xJ Sfj -1, J =1, 25 ¢eey k=1, 80 18t die Be=

hauptung trivial,

Sei nun JcJ s;fj - 1 f\‘ir ,16{1, Ry eoey k~1}\{q} uns X
so gilt wieder Zf” Xy £% - d,

g & Ha

Q
Also koénnmen wir annehmen, dass es mehrere Indizes 9y < 9 ...(qm

gibt mit xq = fq » J =1, 2, ¢eey, m. Nach Satz 1 gibt es dann

auch Indizes - i1 < qy und SE (ij (qj, 3 m R W

mit xi1,$ i‘i1- 2 und xijg fij- 2. Dabei kann 8 einer dieser

Indizes sein und

= ~
Z§"1xJSLl;'1 (I‘J-1)+m-m-d=h°-d.

k=1
KOROLLAR, Sei Ng W, N<a und N = i s X8, die
vegulgre Darstellung von N mit Ak' Gibt es Indizes 53'

w58 20 v Bl R X = £, -2-dj, djguo, so ist

8
k=1 A p J

- el T o
Im folgenden Satz mochten wir diejenigen Zahlen charakterisieren,

die in ihrer regulé‘ren Darstellung exakt '171: Summanden verwenden

J

und selbst kleiner als das gr'gsste Element &, sind,
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SATZ 4, Sei Ne€ W, N <'ak und Niz;¥~1 xjaJ die regulgra

k=1 ~
Darstellung von N mit A, und sei 7% Xy =R,, dann hat
N folgende Form:

Entweder a) XJ = fj wilag cdaattfal, . dusok-ty

oder b) Es gibt Indizes 1 < 1,€ a9 < 1, < gt gy
_"_l_i_E xi"fij"' 2, xqj=qu. j“1, 2, .-.,'m

und Xy = fi -~ 1 sonst,.

BEWEIS:s Beide Typen haben die Keceffizientensumme %Z. Weiterhin
ist such klar, dass X, 4;r}. Mit Hilfe von Satz 1 wnd Satz 3

ist die Behauptung dann sofort bewiesen,

SATZ 5. Es gibt hochstens 2¥~° Zahlen <a,, die in ihrer

rggulgren Darstellung genau 'Ko Summanden verwenden
: ' k=1 " k=1 g k-2
(_t_gg._ﬂl\{NE N‘ak >N = Z T regular, 21 T T ho}\ ol ).

BEWEIS: Wir konstruieren eine Menge P von Zahlen, die alle
regularen Darstellungen mit genau %; Summanden umfasst und leicht
abzuz%hlen ist, u,U, aber zu gross ausfgllt. Wir setzen zunachst
alle xJ in einer Darstellung gleich fJ - 1. Dann wahlen wir, ob
der Index 1 = 11 sein soll oder nicht, und fahren so fort, indem
wip f&r jeden Index entscheiden, ob er zur Menge M = {11, Qys 1o,
Qo sees im’ qm} geharen g0ll oder nicht, LCabeil kgnnen wir frei
wghlen, mussen nur sufpassen, dass wir insgesamt eine gerade An-
zahl von Indizes in der Menge M sammeln, Dabel ergibt sich suto-
matisch sus den bereits vorher gewghlten Indizes, ob ein Index zu
d:n ij oder ay gahgrt,“ohne dass dies die Wahl beeinflussen
wurde. Wir benutzen den grossten Index k-1 dazu, die Elemente-
zahl in M gerade zu machen, haben dann aber dort keine Wahl
mehr, sondern SV ist bestimmt. Insgesamt ergeben sich also gk=2
Mgglichkeiten, da wir an k - 2 Stellen jeweils zwischen zwel Al-

W
ternativen, xje M oder xj = fj - 1, entscheiden konnen,



aﬂmlam &mu 4aﬁﬁﬁmu na&aamﬁkﬂ N
gl 1 4% !
éuﬁ@mwva ansdey mkw .ﬁxiﬁﬁaaa mag&g uu)wﬁdd .U,m ;aul unldniﬂtﬁ& L

ﬁa nbw peddaw ﬁmaa . Lﬁ dgoteln suuxﬁuwu%nﬁ muu#- al Lz olf;W
mobnd (enol o on aawﬂm& &uﬂ ¢3ﬂbﬁu %ﬁbb £f¢ﬁ n!an e b xnbal qﬂb Af;

ved P g } " % aaﬂaﬂ wue g do *nmﬁxwﬁa%%nu xwhﬂI ﬂnﬁaa 1u1 ékw'
b1 /- “."q'b - :\.:

kand wlw M@ﬂn@ﬂ‘iwdnﬂ ;mﬂalﬂ-maﬂo’ifnu ﬂaﬂadma .{mp',ml vesn ‘gp

ek shades muﬁm #mmaamgmf Wi sush RITTTEIT S gugénautum .nuld;ﬁ
- =odue dols ddigns todsl Jalemmas  egme web nl eenibal pov Idhn :
uE »mbnx wle en,.ﬁmaxaﬁ; nua;dawea aafzov n@kamal neb eum duu;&nn ;@
i mmu&%tmﬁ j;#w nMw neab pndo: .vwm e nebo. tt m
1 wuﬁammmﬁﬁ akﬁ fwwma ?ﬁi xebal auwwi#&g aeh unm:unad akw «uhauu

A

Fk




Man h;tte auch anders argumentieren konnen;

Aus k - 1 Indizes werden 2m Sthck fur die Menge M ausge-
waRLE Pilp S w Gy Uk 2110/ 3] ik ilen iari BUE
2{ K ('k Y u 2572 inten geschehen, denn wegen

<R T g T e PR R ’) igt

(k-1 1zk1<k-1)=2k~

BEMERKUNG: Die in Satz 5 beschriebene Menge P kann oft auch
zu viele Elemente enthalten, die wegen der Beschaffenheit der
Basls gar nicht als regulgre Darstellungen in Betracht kommen,

z,B, wird

(fk""" 1)31{-1 + (fk__g' 1)ak"'2 * o0 + (r3 - 1)83 + f282 + a2 - 2

immer mitgezﬁhlt, obwohl diese Darstellung nur im Falle
8y = fo8, + 8, - 1 (also bel maximalem r,) in Frage kommt,
Andererseits kann men immer Basen konstruieren, die genau 2k,a
regulare Darstellungen mit 'EL Summanden unterhalb 8 besitzen,
wghlt man nﬁmlich rj = aJ - 1, rj4; P L e R T P T ¢
dies der Fall,
Mgchte man die genaue Anzahl der ;;~Daratellungen unterhalb 8y
ermitteln, so muss man aus unserer in vielen Fallen Zu gross aus-

k=2  Elementen die jenigen

fallenden Menge FlmiE 2
%%-Daratellungen
XaqByoq + voe + fiay + ':E:#'1 X8y
‘Z: #'1 X8, 2;:vi - ry_q wieder herausnehmen, was sich natup-
lich in jedem linzelfall anders gestalten kenn, Gilt Bl ri~1¢: Oy
"

80 mussen wir auch die Darstellungen mit fy - 1 an der Stelle von

fi in der obigen Form herausnehmen, falls gilt:

1=
(fi - 1)8i + 22'1 X ;8 PATIOR
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— 7 -

Wir mgchten nun alle regulgren Darstellungen unterhalb 8 mit
'ﬁ; - 1 Summanden konstruieren, Wieder wghlen wir 2m Indizes aus

k -1 f&r die Menge M aus, und anichliegsend vermindern wir einen
Koeffizienten um 1, Dies darf jedoch keiner der x sein, Wip
haben also chhatena F = g i< 1 «.m) (kZ; 1 =13(k-1)2k'4
Moglichkeiten, Dabei haben wir wieder K = [(k - 1)/2J gesetzt,

y Elr e B T Y e Ky kg
Es ist namlich G o™ ( B = 1-§-l ;Z: 0 (em-1 =
Bt e TR I TR )

SATZ 6, Es gibt hochstens 3(k - 1)2%~4 Zahlen < a,, die in
ihgeg regglggen Darstellung genau ’B; - 1 Summsnden verwenden
k=1 5 k=1_ . ~ -
(p_z_g.\{ne Nia PN =Z1 X8 _1_@_5_.,2_1 1x3 = ho-1} £ 3(x-112"4),

Der Bewels ist oben bereits erbracht.

Fur k = 3 ergeben sich folgende 3 "Kandidaten";

= 0 »
m (f, e, + 8,

Mgy = (f? - 1)“@ e SO S

Lot

2 + 532

Fur k = 4 sind es hochstens 9 Kandidaten:

—
=S
A
1
-
)
™
N

- A

Mo (1"3 - 2)83 + (f2 m Rk B T
m, = (f‘3 - 2)83 pifa8, R, - 2

m, = {Fy; = T)a; + (£y ~ 208, + 8, = 1
g R I e R TR P
s (f‘3 - 1)a5 CAIR N O

M, & f395 + (f2 - 3)82 R W 0

= f3a3 + (f2 - 2)a2 o 2

=
o)
|

m7 = 1\333 ¢+ (f2 = 1)82 + 82 - 3
1}
Dabei fuhren f333

a, = 2, die ja beide genau ,Ko Symmanden besitzen, bei der ent-

|
sprechenden Reduktion zu demselben Mg, WOS auch erklért, warum

T R P L (e Way v

wir nicht neun sondern scht Kandidaten erhalten,
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Wollen wir nun allgemein Darstellungen mit ’go -t Summanden

konstruieren, so wollen wir von einer 'ﬁo——Darstellung Zahlen

o ~ k-1 5
Y 1 yjaj. YJG NO’ Zl: 1yj s t

i¢ {q1. Qg0 veey q&

subtrahieren. Dies lasat sich,wie ein einfaches kombinatorisches

Argument zeigt, auf ('k J 2t+ b7 m > Arten tun. Also erhalten

wir hochstens

: Ft=ZKO(k-§+t-—m)(k2;‘1S(k-§+t)2k—2
Moglichkeiten. Denn jede Darstellung mit 'ﬁ; - t Summanden er-
fillt pamlich auch (4) aus Satz 1. Dann konnen wir durch Hinzu-
f&gan von Basiselementen eine Darstellung mit 'ﬁ; Summanden, wie
sie in Satz 5 konatruiert wurde, erhalten. Diese braucht bekannt-

lich nicht unbedingt regulgr zu sein. Auf jeden Fall erhalten wir

mit unserer Methode alle Cﬂo - t)-Darstellungen unterhalb P die

regulgr sind. Insgesamt konnen wir folgendes festhalten:

SATZ (. Es gibt hochstens (* "2 * ®)2¥"? gzanien <a , dte

in ihrer regulsren Darstellung genau hQ - t Summanden verwenden
k-1 k-1 ~ k=-2+ty k=2
(baw. | {NeW [ a SN = 3 17 "xs0, reg., 55k, = B -t][ & (K5F)2H2,

Der Beweis ergibt sieh aus dem vorher gesagten.

Wir mgchten nun zeigen, dass man mit Hilfe gewisser Basen alle
Zahlen <:Zak mit %; Summanden darstellen kann, wobei wir jetzt
auch nicht-regul;re Pargtellungen zulassen mussen. Bisg 8 ist
1st dies natﬂrlich moglich, Alle weitersn Zahlen stellen wir als
8, + N, N = :E:f'1 X484 dar, wobei wir Regularit;t der Darstellung
voraussetzen mochten, Wir bekommen Schwierigkeiten bei allen N
mit QZ'¥'1 X =’R;, also hochstens 2X=2 nal, Kann men fﬁr all:)

Y
solche N eine andere Darstellung von a, + N mit hochstens ho
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Summanden finden, so sind wir fertig.
k = 3, Gibt es f&r
Ny = 8 + (a5 Na, + 8, = 1 und
n, = a3 + f282 + 8, tu?
jeweils eine Darstellung mit hdchstens h, = a5 + f, =~ 2 Summanden,
so ist ng;(AS)j} 2a3. Dabel taucht n, in jedem Fall auf, wah-
rend n, nur suftritt, falls ro = 8, - 1, also r, maximal ist,

K = 4. Gibt es fur

nO:a4+(t"3-1)a3+(f2-1)a2+82-—1~2a4—17-—1

n1=a4+(f'3—1)83+fgaz+92-2=’£a4-r3+32-2

n, = 4+f583+(f2—2)82+82—12284-1"34-83-’);{*‘1

n3=84+1383+(f'g-1)82+82—2=284—1”3+83—2
jeweils eine Darstellung mit h’a‘mhstens ?1’(&4) - g 1“2 + f'.% -3

Summanden, so gilt rrﬁo(zl‘)},?ad. Dabei tritt n_  immer auf,

I
wahrend n, nur vorkommt, wenn r, = 85, = 1 £r,, Die Zahl n, tritt
e ety SRl g Hip. (f2 ~.1lag = 1,.8lsa oy Thgflx om gflo an

und n, nur, falls gy~ Ty > fza? - 2, also Uog & Gy e

Speziell fur r, {a, -2 und r, £ a 8, ~ 1 gilt immer
a~= "2 b S

W

(a,) » 28,, falls ny = g (A,) + 1 e’?
C L T BT &y Mg
Wir mochten dieses Prinzip jetzt ausweiten, Dabel gehen wir

- ~
von einer reguléren ho-Darstellung unterhalb a, aus und

nehmen m> 0 an,

ist nur denn eine regulgre Darstellung, wenn

Dies iast gleichbedeutend mit

. 7 A -1 = a; .
%y 7 % ¥y

LY
Wir konnen also folgenden Satz formulieren:
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= 10 =

|
SATZ 8, Gilt rj.g aj - aJ_1 RO TR I 1,
wobei Ty dem Algorithmus (1) entnommen ist, und ist

g'“o(A ) + 1€ hoAk, 80 ist nh (A) 2> 28,

(Naturlich ist dann such nﬁ’ (Ak) 2a) + nh Z(Ak) )

BEWEIS: Ist a LN 28, und N = o :5;1 X E mit

k-1

~ :
; 1 xj = ho’ si(or akiEie EhaumiEisiEng L = L0 larel = gR»(Ak) Sl

oder m % 0. und es gibt ein 11 und ein qqe Dann tritt aber der

oben erwahnte Fall einyund wir haben einen Widerspruch konstruiert.

M'c')chte man sogar alle Zahlen bis Sak mit ’fl)o Summanden dar-
stellen, so missen wir genau wie oben alle 8, + N, wobei
N = 211"1xjaj regular ist, und Z:‘q % “’Ko , sowie alle
2 it el k"‘1 ?1’ d lk-1 g i
a, + N m I Xy = h, oder . Xy = hy = 1 beruck-
sichtigen, Ganz ghnlich wie oben kommt

f = eoot({f=2)Brtrsoet(fy =2)8; + see* 8, = 1
qy qﬁ L L 11 114 .

als regulgre Darstellung erst gar nicht vor, falls r_ a_ -~2a

q4% “q. q1~1'1'

Gilt also rJ{ ay = 2::1:]_1 - 1y J = 5 T peeey B =1, 80 wissen wir,

dass nh (A 2 3e,, falls h (A) + 1, gh (Ak) # oA 1 e
k=1

alle 2ak pr x84 € £y oAy L Xy = fJ 1 fun

JQ{1, 2’ 'oc.k" 1}\{1} und xiafi-Z'

Diese Resultate mochten wir in einem Satz verallgemeinern:

"

SATZ . Qilt fiv eine Basig A : ry& ay - tay, -1 fur

I % 0% %) wesy K = 1 und ein té/f?o und 8ind alle Zahlen der

FQ!:!!! bak*zl:~1 Xjaj m xj-é fj"'1’ 351’ 2,.00,1("1’

b51’ 2'0-0’ t"1, i P}?

0Py enthalten, so gilt nﬁ’o(Ak); ta, .

~N ™
BEWEIS: In den regulé'ren Dargtdlungen mit h , b, = 1, «ee
1]
%; ~ t + 1 Summanden ist wegen der scharfen Bedingung fur rj
[}
immer m = 0 , d.,h. es kommt kein xy = fj vor, Alle ubrigen

kritischen Darstellungen sind in der zweiten Bedingong enthalten,
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