Hedging av rentederivat

Lars Aga Reisaeter

Masteroppgave i statistikk
Finansteori og forsikringsmatematikk

Matematisk institutt
Universitetet i Bergen

16. november 2006



© Lars Aga Reiseeter 2006

Denne oppgdva er skriven i IfTEX 2¢, med klassen uib-mi-master. Brodteksten er
sett i 11 punkts URW Palladio. Matematikken er sett i URW Palladio og Pazo Math,
overskrifter i HV-Math og programkode i Bitstream Courier.

Alle figurer og simuleringar er gjort med R Development Core Team (2006)




Takk

Eg vil takka rettleiaren min, Jostein Paulsen, for at han klarte tyda seg gjennom
den, desverre, haltande nynorsken i dei forste utkasta. Han fortener og takk for
konstruktive tilbakemeldingar og tips.

I tillegg vil eg takke alle eg har studert i lag med pa Kroepeliens, og som har
gjort sitt til at eg truleg kjem til & sakna denne perioden, ndr eg no er ferdig.
Spesielt vil eg takka Karl Ove, for at han, ved ein fantastisk innsats gjennom heile
semesteret, har klart 4 halda middeltemperaturen pa lesesalen sveert neer 40 grader.
Han fortener og ein stor del av eera for at denne oppgava ikkje har vorte skriven
med penn og linjal.

Sambuaren min, Trude, fortener ein stor takk for alt fra retting av skrive- og
teiknsetjingsfeil i oppgdva, til generell tdlmodigheit med «nerdete» statistikkprat.

Avslutningsvis vil eg senda ein takk til den personen som avgjorde at dataan-
legget pd matematisk institutt skulle oppdaterast midt under den mest hektiske
innspurten pd bade mi, og mange andre sine masteroppgaver.

Bergen, 16. november 2006
Lars Aga Reiseeter

1ii



Innhald

| Introduksjon og generell finansteori 2
1__Innleiing 3
2 Grunnleggjande element 5
2.1 Wienerprosessen . . . . . . . ... ... ... 5
22 Arbitrage . . . .. ... 6
2.3 Sjelvfinansierande . . ... ... .. ... .. ... .. .. .. ... 6
2.4 Stokastisk integrasjon. . . . ... ... Lo 0L 7
241 TIto-integral . . . . . ... ... ... oL 7

242 Ttd'sformel . ... ... ... ... o 8

2.4.3 It0’s formel i fleire dimensjonar . . .. ... .. ... .... 9

25 Feynman-Kac . .............................. 10
2.6 Risikoneytraltmal . .. .. ... ... ..... .. .. ... .. ... 10
2.6.1 irsan TEIML . o o v e e e e e e e e e e e e e 11

2.6.2 T-obligasjonar . . . ... ..................... 12

27 Renter. . . . . .. . . 13
271 Korterentemodellar . . . . . ... ... oL 14

272 Forwardrenta . . ... ... ... ... ... ... ... 15

273 Forhold mellom modellar . . . ... ... ... ........ 17

274 Bankkonto . ... ... ... ... . Lo oL 18

2.8 Finansielle kontraktar . ... ...................... 18
2.9 «Change of numeraire» . . .. ... .................. 19

Il Hedging og prising av sikre derivat. 21
3 Hedging ved bruk av obligasjonar i ein korttidsrentemodell 22
31 Ho-lee . .. .. . 24
32 Hull-White . . . . .. .. 25

iv



4 Hedging med obligasjon og bankkonto

5 Hedgingstrategi ved bruk av «change of numeraire»

51 Exchangeopsjon . .......................

513 Simulering . . . ... ... ... ... 0L
52 Kjopsopsjon . . . ... ... ... o

53 Salgsopsjon ... ... ... ... oL

6 Swap og caps

6.1 Hedging av ei swapkontrakt. . . ... ... ... ... ...

6.2 Caplet og cap i marknadsmodellen. . . . . .. ... .. ..

6.2.1 CaEIet ..........................
622 Cap . ...

7 _Delta hedging og paritetar

« »

Il Hedging og prising med kredittrisiko

8 Introduksjon til kredittrisiko

Mertons m 1|

9.1 Hedgingstrategi for ein risikabel obligasjon . . . . . .. ..

9.2 Hedgingstrategi for kreditderivat . . . . . ... ... ... ..
9.2.1 Gjeldsforsikring . . . . ... ... ... .. .. ...,

10 Hedging med motpartrisiko

10.1 Prising av risikabel ECO . . . ... ... ... ........
10.2 Hedgingstrategi for risikabel ECO . . ... ... ... ...

11 Oppsumering og konklusjon

IV  Appendix

721 Deltangytral ... ........ .. ... ......
722 Gammaneytral . . ... ... ... ... ...

26

31
32
33
34
35
39
40

42
42
43
43
45

46
46
48
49
51

54

55

57
58
59
59

60
61
63

67

68



A Bevis
A1 Normalfordeling . ... ... ... ... ... ... .. ......

A.2 Multinormalfordeling . . . ... ... ....... ... .. .. ...

B R programmkode
B.1 Exhangeopsjon . ... ............. ... ... ...
B.1.1 Program som simulerer hedginga . .. ... ..........

vi



Notasjon

Notasjon  Forklaring

N(u,0?)  Normalfordeling med forventning u og varians o2
Wi Wienerprosess

1 Wienerprosess under det risikoneytrale malet
i, u(t, T) Driftledd for ein stokastisk prosess

01,0(t, T) Diffusjonsledd for ein stokastisk prosess

1t Stokastisk renteprosess

dt Endring i tida ¢

dw Wienerprosess~ N(0,dt)

dry Rentedynamikken

dP(t,T)  Obligasjonsdynamikken

P(t,T) Prisen pa ein T-obligasjon

A Marknadsprisen pa risiko

E(X) Forventningsverdien til X

XY, ... Betegnelse pa ulike opsjonar

Vi Verdien til ei portefolgje ved tida ¢

Dei fleste notasjonar vil verte neerare forklart i teksten.
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Innleiing

I denne oppgava vil eg ta for meg komplett hedging av forskjellege finansielle
kontraktar. For & gjere dette vil eg og, til ei viss grad, matte gd inn pa prisinga av
desse kontraktane. At vi kan hedga eller replikere ei kontrakt vil seie at vi kan
gjennskapa verdiutviklinga til denne kontrakta ved & investere i spotmarknaden.
Dersom eg, til demes, sel ein kjopsopsjon pa ein obligasjon til deg for ti kroner,
kan eg investere desse pengane i marknaden pd ein bestemt mdte, og gjennom det
sorgje for at portefelgja mi alltid har same verdi som opsjonen eg selde deg, eg
replikerar dd opsjonen.

Eg vil forst ga raskt gjennom enkelte tema som er relevant for oppgava, og
viktige i matematisk finans generelt, som Wienerprosessar (Brownske rorsler),
risikoneytralitet og liknande. Hovudvekta i oppgdva er pa finansielle kontraktar
som pa ein eller annan mate er knytt til renteutviklinga. Dette vil vera spesielt
relevant i forhold til kontraktar med lang lopetid, som er spesielt aktuelt i livsfor-
sikring. Sidan vi stort sett arbeider med rentepapir vil T-obligasjonen, avsnitt 2.6.2

pa side 12, spela ei viktig rolle som eit «referansepapir». I dei fleste tilfella eg
kjem borti, som til demes sals- og kjopsopsjonar, er det likevel enkelt & erstatte
T-obligasjonen med aksjar, marknadsindeksar og andre finansielle variablar som
kan vera av interesse.

Sidan vi i praksis sjeldan har mogelegheit til & hedga kontinuerleg, kjem eg og
inn pd Delta-hedging, dette er ein hedgemetode som egnar seg betre for & hedga i
diskret tid. Det gar ut pa a bruke opsjonar i tillegg til dei underliggjande papira



i portefolgja. P4 denne maten klarer vi & kontrollere kor sensitiv portefolgja er i
forhold til forskjellege variablar.

Mot slutten av oppgdva kjem eg inn pd mogelegheitene for & hedga opsjonar
som er utsett for kredittrisiko, det vil seie at det er fare for at motparten skal ga
konkurs og ikkje klara & innfri forpliktingane sine, sja kapittel 8. Eg brukar forst
Mertons modell, Merton (1974), for & finne verdien av ein risikabel obligasjon.
Ut fra dette finn eg korleis vi kan hedga denne med utgangspunkt i ein sikker
obligasjon. Deretter gdr eg vidare til ein kjopsopsjon som er utsett for kredittrisiko
hos utstedar. Mogelegheita for insolvens gir sjglvsagt ein meir komplisert prising
av kontraktane, og forer og til at det vert vanskelegare a hedga desse. Det er likevel
mogeleg & finne ei portefelje som kan replikera desse, dersom vi har oppfylt visse
foresetnader. Som eit deme pa dette finn eg, i avsnitt 10 pd side 60, den hedgande
portefolgja for ein Europeisk kjopsopsjon som er utsett for kredittrisiko hos
utstedar.



Grunnleggjande element

Eg vil her ga raskt gjennom element fra finansteorien som er viktige for denne
oppgava, for meir inngdande gjennomgang kan eg anbefale Bjork (2004) for ein
innfering og Shreve (2004) for litt meir vidarekomande. Ammann (2002) kan
anbefalast for ei innfering i verdisetjing av kredittrisiko.

2.1 Wienerprosessen

Sidan Wienerprosessar er grunnlaget for heile var modellering av finansmarknaden
vil eg begynne med ein rask gjennomgang av denne. Wienerprosessen er i Bjork
(2004) definert som ein stokastisk prosess W som oppfyller felgjande fire kriteria.

Definisjon 2.1.1
- W(0) = 0.
— Den har uavhengige inkrementer, dvs. dersom r < s <t < u, er W(u) —
W(t) og W(s) — W(u) uavhengige stokastiske variablar.
— For s < t har den stokastiske variabelen W(t) — W(s) ein Gaussisk
fordeling NV (0,t — s).
— W har kontinuerlege spor.



2.2 Arbitrage

Sidan heile denne teorien er bygd opp om antakinga om at marknaden skal vere
fri for arbitrage, trengst det ein liten gjennomgang av kva arbitrage faktisk er. For
a seie det enkelt er arbitrage ein sikker gevinst; det er mogeleg a fa pengar av
ingenting utan & ta ein risiko. Vi kan i folgje Bjork (2004) definere ei portefelje
med arbitrage som folgjer.

Definisjon 2.2.1
Vi seier at vi har ein arbitragemogelegheit dersom vi kan setje saman ei
portefolje, V", som er slik at

Vi kallar marknaden arbitragefri dersom det ikkje eksisterer nokon arbitrage-
mogelegheiter i marknaden.

Vi reknar ein arbitragemogelegheit som ein alvorleg feilprising i marknaden, og
har som utgangspunkt at marknaden er effisient pa den maten at vi ikkje har
arbitregemogelegheiter.

Eit enkelt resultat vi far av dette arbitrageargumentet er at avkastninga til ein
risikofri investering ma vera lik den risikofrie renta r;. Dette kan vi visa ved a ta
utgangspunkt i

dV(t) = k(t)V(t) dt.

Dersom k(t) > r; kan vi 1dna pengar i banken og betale renta r;. Desse investerer
vi i portefelgja V" til ein avkastning pa k(). No set vi, ved tida s der s > t, igjen
med ein nettoforteneste pa k(s) — s, som vi veit er positiv. Dersom k(t) < r; sel
vi portefolgja short og set desse pengane i banken, som gir tilsvarande resultat,
med forteneste r; — k(s). I begge desse tilfella er det arbitrage, slik at den einaste
mogelegheita er r; = k().

2.3 Sjolvfinansierande

Ei sjelvfinansierande portefolje er ei portefolje der vi verken tar ut eller tilforer
kapital, bortsett fra i enkelte tilfelle gjennom eit konsumledd c;. Vi har berre lov
a endra fordelinga av verdiar mellom dei ulike papira innad i portefelgja. Da



forstar vi at endringar i verdien av denne portefelgja ma koma gjennom endringar
i verdien pd papira portefelgja er sett saman av (for enkeltheits skuld seier vi her
at ingen av verdipapira betalar utbytte).

Definisjon 2.3.1
Ei portefolje vert kalla sjolvfinansierande dersom verdiprosessen til denne
folgjer

dvh(t) = g:hi(t) ds;(t) — c(t) dt.

i=1

I definisjonen over er c; leddet konsum ved tida t. Dette er ofte lik 0, og eg
kjem, dersom ingenting anna vert spesifisert, til 4 setje c; = 0 gjennom heile denne

oppgéava.
2.4 Stokastisk integrasjon

2.4.1 It6-integral

Vi lar W vere ein {F:},., Wienerprosess, og lar 6 vere ein adaptert stokastisk
prosess som tilfredsstiller

]E[/OTHEds] < 00.

Adaptert kan vi definere pa felgjande mate.

Definisjon 2.4.1

Dersom Y er ein stokastisk prosess slik at vi har
Y(t) € F
for alle t > 0, kan vi seie at Y er adaptert til filtreringa {F;},-.

D4 er

)

¢ n
I = /0 0s dWs = lim 29(1‘71)% (Wi = Wiaye
1=
definert pa [0, T]. Og I er kontinuerleg kvadratisk integrerbar her med

t
E[(l, - L,)? | F] :]E[/ Cdu| £, s<t<T.



2.4.2 It6’s formel

La W vere ein Wienerprosess, og la u € C?(R; x R), u(t,x) er kontinuerleg
deriverbar i t, og dobbelderiverbar i x. La

0
u(t,x) = gu(t, x),

d
uy(t,x) = au(t,x),

2

ﬁu(t,x).

Uyy(t,X) =

Da har vi, med Wy = 0,

t t
u(t, Wy) = u(0,0) +/ (ue(s, Ws) + %uxx(s, W;) ds +/ Uy (s, Wg) dWs.
0 0

No lar vi A og B vere adapterte prosessar slik at
t t
&:x+/Amﬁﬁ/&dM

0 0

er definert. D4 har vi

t 1
u(t, Xy) =u(0,x) + /0 (ur(s, Xs) + Astin(s, Xs) + EBszuxx(s, X;)ds
t
+ /0 Bsuy (s, Xs) dWs.

Dette kan skrivast som

Teorem 2.4.2: 1t6’s formel

1
du(t, Xi) = us(t, Xp) dt + uy(t, Xp) d X + Euxx(t, X¢)(dX;)2.

Med feolgjande multiplikasjonstabell

(dt)> =0
dt x dW =0
(dW)?% = dt.

Dette er Itd’s formel og denne vert brukt gjennom heile denne oppgava.



2.4.3 It6’s formel i fleire dimensjonar

No tar vi utgangspunkt i ein n-dimensjonal Wienerprosess W som er gitt av
W(t) = (Wy(t),..., Wy(t))'. Vi lar tilsvarande som i avsnitt 2.4.2 pé forre side
u € C(R4 x R). No er x ein d-dimensjonal vektor, x = (x1,x2,...,%4), og vi har

d
u(t,x) = gu(t,x),

0
Uy, (t,x) = au(t, x),

2

Ui (£, X) = mu(t,x).
]

La X vere ein d-dimensjonal prosess definert av
dX(t) = A(t)dt + B(t)dW(t),

her er A(t) ein d-dimensjonal adaptert prosess, og B er ein d X n adaptert matrise
prosess. Kvar komponent kan skrivast som

dXi(1) = Ai(t)dt + Y By(t) dWi(t) = Ai(t)dt + By (1) dW(r).
j=1

No far vi It6’s formel som

Teorem 2.4.3: 1t6’s formel i fleire dimensjonar

du(t, X(1)) = ue(t, X (1)) dt + iuxi(t,X(t)) dX;(t)
i=1
F2 V0N s (4 X (1) X (1) A (1),

d n
=1j=1

N —

1

med folgjande multiplikasjonstabell

(dt)2 =0,
dtxdW; =0, i=1,...,n,
(dW))2=dt, i=1,...,n,
dW; x dW; = p;; dt.

Her er p;; korrelasjonen mellom W; og W;. Denne vil sjelvsagt vere 1 fori = j,
og dersom vi har ein ukorrelert Wienerprosess vil vi ha p;; = 0 for i # j.



2.5 Feynman-Kac
La X vere loysinga av
dXt = ﬂ(t, Xt) df + U(t, Xt) th

La f € C(R) (kontinuerleg funksjon definert pa heile R), g € C([0, T] x R) og
k € C([0,T] x R) med k(t,x) > 0. G& ut fra at for alle (¢,x) € [0, T] x R,

f()] <L+ [x[*) eller f(x) >0,
lg(t,x)| < L(1+ |x\)‘) eller g(t,x) > 0.

for L > 0 og A > 2. Vi gar vidare ut fré at u(t,x) € C2(]0, T] x R), og at denne
tilfredsstiller pa [0, T) x R

u(t,x) + %Uz(t,x)uxx(t,x) + u(t, x)ux(t,x) — k(t, x)u(t,x) = g(t,x)

saman med grensebetinginga

u(T,x) = f(x).
Til slutt ma vi ga ut fra at u tilfredsstiller

t, < M(1 g
max Ju(t,x)] < M(1+ Jx[")

for M > 0 og # > 2. Da kan u(t, x) skrivast som
u(t,x) =E [f(XT)e’ [ ke Xo) do /tTg(s, Xs)efts koXo)dv g | X, = x}.
Her er g(t, x) konsum, og i denne oppgéva er g(t,x) = 0, som gir
u(t,x) =E {f(XT)e’ Ji k(o Xo) do | X = x].

For bevis sja Karatzas og Shreve (1988).

2.6 Risikongytralt mal

Vi bruker eit risikoneytralt mal, ofte kalla Q-maélet, for & finne ei risikonoytral
verdisetjing av eit derivat. Vi kan kalle Q eit EMM (Ekvivalent Martingale Mal).
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Definisjon 2.6.1: EMM
Eit sannsynsmal Q pa Fr vert kalla eit Ekvivalent Martingale Mal, dersom:

— Q er ekvivalent til P pd Fr.
— Alle prisprosessar Sy, Si, ..., Sy er martingale pa tidsintervallet [0, T].

Dersom Q ~ P har den eigenskapen at So, Sy, ..., Sy er lokale martingale, vert

Q kalla eit lokalt martingale mal.

Teorem 2.6.2
Ein modell er arbitragefri viss og berre viss det eksisterer eit (lokalt) martingale
mal, Bjork (2004).

Nar vi reknar ut den arbitragefrie prisen av eit finansielt derivat, gjer vi det som
om vi lever i ei risikongytral verd. Dette betyr ikkje at vi faktisk gjer det, eller trur
vi gjer det. Denne médten & gjere det pa held likevel for alle investorar, uavhengig
av deira appetitt pa risiko, sa lenge dei foretrekkjer sikre pengar framfor usikre.

2.6.1 Girsanovs teorem

La W vere ein Wienerprosess, og la X vera ein adaptert prosess. Set sd
_ t
Wi =Wy — [ X.ds.
0
La Z vera loysinga pd den stokastiske differensiallikninga
dZ; = X¢Z; dW;, Zp = 1.

Viss vi no set Y; = InZ; og bruker Itd’s formel, teorem 2.4.2 pa side 8, pé denne
far vi

1

dYt:m

dZ(t) - 53—~ (dZ(1)?

1
272(t)
Set inn for dZ;,

dY; = X; dW; — %X%dt.

Nér me no set inn for Y; og bruker exponensialfunksjonen, far vi

Zt = ej()t Xsdwh‘*% jot Xz ds‘

11



Dersom Novikovs betinging
E [e% jOT Xs ds] < 00

er oppfylt kan det visast at Z er eit martingale pé [0, T] slik at vi har E[Z7] = 1.
Ut fré dette kan vi definere malet P pa (Q), F) ved

P(A) = E[14Zr]

og P(Q) = E[Z7] = 1, det vil seie at D er eit sannsynsmal. No fortel Girsanovs
teorem oss at under sannsynsmalet P, er prosessen W ein Wienerprosess.

2.6.2 T-obligasjonar

Ein T-obligasjon er eit verdipapir som gir eigaren av dette rett til ei utbetaling pa
1 ved tida T. Desse obligasjonane har ingen kupongutbetaling, og vert derfor og
ofte kalla «zero coupon bonds». Prisen pa eit slikt papir ved tida t er vanleg a
skriva som P(t, T).

Dette er ikkje eit vanleg verdipapir i marknaden, men er nyttig i teorien, bade
for prising og hedging av andre papir. T-obligasjonar vil derfor verte brukt i stor
utstrekning i denne oppgdva. Den vanlegaste typen av obligasjonar i marknaden
er derimot obligasjonar med kupongutbetaling. Det vil seie at innehavaren av
obligasjonen far utbetalt ein fast sum, typisk per ar eller halvar.

Det er vanleg & modellere prisdynamikken til ein T-obligasjon pa denne maten,
Bjork (2004)

dP(t,T) =m(t,T)P(t,T)dt +o(t, T)P(¢t, T)dW;, t<T. (2.1)

For & fa denne under det risikonoytrale mélet P, ma vi bruke Girsanovs Teorem.
.. g t ° .

Vi innferer den nye prosessen W; = W; — fo m(s, T) ds, som, fra Girsanovs teorem,

og er ein Wienerprosess. Dette gir

dP(t,T) = m(t, T)P(t, T)dt + v(t, T)P(t, T)(dW, — A(£)dt), t<T
= (m(t,T) —o(t, T)A(t))P(t, T) dt + o(t, T)P(t, T) dW,.

Marknadsprisen pa risiko

m(t,T)—ry
v(t,T)
tid til utlepsdato. Vi ser at A er «ekstraavkastinga» i forhold til marknadsrenta delt

Vi kallar A prisen pd risiko, og her ma viha A(t) = . Denne er uavhengig av

pa volatiliteten, slik at denne kan verta sett pa som marknaden sin risikoaversjon.
Det er viktig & hugse pd at denne risikoprisen er den same for alle verdiprosessar.

12



Dette gir den risikoneytrale dynamikken
dP(t,T) = rP(t,T)dt +o(t, T)P(t, T)dW;, t<T. 2.2)

I resten av oppgava set eg for enkeltheits skuld A = 0, det vil seie at vi har ingen
pris pa risiko og W = W.

Yield

Med yield meiner vi avkastninga pd ein obligasjon eller den interne renta for
obligasjonen. Dette er den konstante korte renta som vil gi obligasjonen den same
verdien som marknaden har sett pa denne. Dersom vi set y for yield ma vi loyse
folgjande uttrykk for & finne denne

P(t,T) = e ¥(T7D

Dette gir for y
Definisjon 2.6.3

Yield ,y, for ein T-obligasjon er gitt som

_ InP(t,T)
y(t,T) = R

2.7 Renter
Alt etter bruk, og kva ein er interessert i, har vi fleire forskjellege rentebegrep i
marknaden. Desse er sjolvsagt ekvivalente og definert som folgjer.

Definisjon 2.7.1

1 Forward renta for perioden [S, T| ved tida t, vanlegvis kalla L1BoRr (Lon-
don Interbank Offered Rate) forward rate, er definert som

P(t,T) — P(t,5)

L(tS,T) = — (S, T)P(t, T)

2 Spot renta for perioden [S, T|, kalla LIBOR spotrente, er definert som

P(S,T)—1

L(S,T) = " 7(S,T)P(S,T)

13



3 Den kontinuerlege forward renta for [S, T|, ved tida ¢, er definert som

_InP(t,T) —InP(t,S)

R(tS,T) = 25, T)

4 Den kontinuerlege spotrenta for perioden [S, T], er definert som

InP(S,T)

R(S,T) =~ r

5 Forward renta for T, ved tida t, er definert som

F(4,T) = _alngg,T).

6 Den korte renta ved tida t, er definert som

ry = f(t, t)

I alle tilfella over er P(t, T) prisen pa ein T-obligasjon, avsnitt 2.6.2 pa side 12, og

7(S, T) er tida mellom S og T. Typisk er T(S,T) = T — S, og sjelv om vi i praksis

kan avvike fra dette av ymse drsaker, vil dette vere tilfellet gjennom heile denne
oppgava.

Av desse rentemodellane er dei kontinuerlege versjonane dei vi bruker i teorien,

medan dei andre vanlegvis vert nytta av marknaden.

2.7.1 Korte rentemodellar

For & modellere den korte renta r;, bruker vi typisk felgjande risikoneytrale

Wienerprosess, avsnitt 2.6 pa side 10,

Definisjon 2.7.2

14

dre = u(t,re)dt +o(t, 1) dw,.



Vi har mange forskjellege versjonar av definisjon 2.7.2 pa forre side & velje mellom,
og eg kan mellom anna nemne:

Ho-Lee: drt 0(t)dt + o dW,,

Vasicek: =a(b—r)dt+ cdW;,
Hull-White: drt = (0(t) —a(t)r;) dt + o (t) dW,,
Cox-Ingersoll-Ross (CIR): dry = a(b —r) dt + o/ AW,
Black-Derman-Toy: dry = 0(t)redt + o(t)r dW,.

Naér det gjeld Black-Derman-Toy modellen herskar det ein viss usemje, og i Musiela
og Rutkowski (2005) er det gitt folgjande definisjon

dinr = (a(t) — b(t) Inr,) dt + o (t) dW,.

I denne oppgava vil eg forst og fremst bruke Ho-Lee og Hull-White som
deme. Vi ser og at Vasicek berre er eit spesialtilfelle av Hull-White med konstante
parameter, slik at vi lett kan finne resultata for denne og.

2.7.2 Forward renta
Ein annan mate & modellere renta p4a, er & modellere heile forward renta. Det vil
seie renta vi, ved tida ¢, teoretisk skal ha ved tida T, der vimd ha t < T.

Grunngjeving for Forward renta

For & finne eit uttrykk for denne renta, startar vi med & finne renta mellom to
tidspunkt som ligg fram i tid, i dette tilfellet S og T, der t < S < T.

1 Ved tida t, sel ein S-obligasjon. For denne far vi P(t,S), bruk sa desse

pengane til & kjope E % T-obligasjonar, desse disposisjonane gir ingen netto

kontantstraum ved tida t.

2 Ved tida S gar S-obligasjonen ut og vi ma betale ut 1.

P(1,5)

3 Ved tida T gar T-obligasjonen ut, desse er da verdt 1 kvar og vi mottar PET)"

P(t,5)

Ut fra dette ser vi at ei investering pa 1 ved tida S, er verdt 00) ved tida T. For

at vi no ikkje skal ha arbitrage ma (LIBOR) forward renta oppfylle

P(t,S)

1+7(S, T)F(S,T) = BET)"

(2.3)
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Her er 7(S, T) som tidlegare tida mellom S og T. Viss vi no leyser formel 2.3 pa
forre side med omsyn pa forwardrenta fra S til T, F(t,S, T) far vi

1 P@S)
soeen Y

E(t,8,T) = -

No kan vi finne forward renta ved T, f(t,T), ved & erstatte Smed T, T med T + 1,
og la h ga mot 0.

.1/ P(4T)
_llqlgtl)ﬁ<P(t,T+h) -1)
o 1 P(t, T+h) — P(t,T)
= T BT R 7
o 1 . P(t,T+h) —P(tT)
= I e T h

19

O P(LT) ar 1)

0
=37 InP(t,T).

Ser at

f(6T) = -2 P, T)

4 - aT 4 7
som igjen gir prisen pa ein T-obligasjon utrykt ved forward renta
P(t,T) = ¢~ Ji flta)du,
Viss vi lar T | t er vi tilbake til korttidsrenta ved tida ¢
n=r(t) = lim £(1,T) = f(1,1)

HJM

Heath-Jarrow-Morton modellerte heile forwardkurven direkte, Heath et al. (1992),

df(t,T) =a(t,T)dt+o(t, T)dW,, t<T<T, (2.4)

her er W ein {F},., Wiener prosess under P, og «(t,T) og o(t, T) er begge F;
adapterte.
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HJM betinginga

Heath-Jarrow-Morton betinginga gir ein samanheng mellom driftleddet til for-
wardrenta, «, og volatiliteten, o, dersom vi tar utgangspunkt i at vi skal ha ein
arbitragefri marknad.

Teorem 2.7.3
For at vi skal ha ein arbitragefri marknad ma vi ha

“(tr T) = O'(t, T) (')’t - S(t/ T))/
der

S(t,T) = —/tTa(t,s)ds.

Og 7: er prisen pad risiko og berre avhengig av ¢, for bevis sjd Bjork (2004). Kan og
sja fra formel 2_6 at 4 = 0 under det risikonoytrale malet P, avsnitt 2_6 pa side E

2.7.3 Forhold mellom modellar

Dersom vi har gitt forward dynamikken frd formel 2.4 pa forre side, ma dynamik-
ken til den korte renta

dl"t = a; dt + bt th,
oppfylle

ar = fr(t,t) +a(tt),
bt = U'(t, t)

Nar formel 2.4 pd forre side er gitt, ma og obligasjonsdynamikken
dP(t,T) =m(t,T)P(t,T)dt +v(t, T)P(t, T)dW;, (2.5)
oppfylle

m(t,T) =1+ A(t, T) + %52(@ T), (2.6)
o(t,T) =S(t,T).
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Her er

A(t,T) =— /tToc(t,s) ds,
S(t,T) = —/tTU(t,s) ds.

Vi har og ein relasjon som gér andre vegen, dersom formel 2.5 pa ferre side er gitt
ma forwarddynamikken frd formel 2.4 pa side 16 oppfylle

a(t,T) =vr(t, T)o(t, T) —mr(t, T),

o(t,T) = —vr(t, T).

Desse forholda er vist i Bjork (2004).

2.7.4 Bankkonto

Vi seier at bankkontoen, B, gir ein sikker avkastning som til einkvar tid er lik den
korte renta, r.

dBt = T’tBt dt.

Som ein kan sjd ikkje noko volatilitetsledd, berre drift. Dette gir sjolvsagt og
t
B, =e Jo s ds

2.8 Finansielle kontraktar

Her har eg ein liten oversikt over dei kontrakttypane som er brukt i oppgava. I
alle tilfella under betyr European at kontrakta ma fullferast pa ein pa ferehand
bestemt dato, i motsetnad til til demes American som tyder at vi kan gjennomfera
handelen nar som helst fram til denne datoen. Dersom ingenting anna er spesifisert
vil alle opsjonar i denne oppgéva vera av den europeiske typen. Definisjonane har
eg henta fra Jarrow (2002) og Hull (2006).

European Call Option (ECO-Europeisk kjopsopsjon). Ei kontrakt som gir inneha-
varen rett, men ikkje plikt, til & kjope eit verdipapir av utstedar. Dette skal
skje pa ein pa ferehand avtalt dato, til ein pd ferehand avtalt pris.

European Put Option (Europeisk salsopsjon). Tilsvarande som ECO, men gir inne-
havaren rett til & selje til utstedar.
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European Exchange Option (Europeisk bytteopsjon). Ei kontrakt som gir inne-
havaren rett, men ikkje plikt til & bytte ein andel i eit pa forehand valt
verdipapir i ein andel i eit anna pa forehand valt verdipapir.

Swap Kontrakt mellom to partar om & bytte kontantstraumar ein gong i framtida,
den definerer datoen for betaling og maten denne skal reknast ut pa. Vanleg
at vi kan bytte LIBOR-renta i ei fast rente, pd kapital av ein bestemt mengde
over ein bestemt periode.

Caplet Dette er ein kjopsopsjon pa ei spesifisert renta over ein periode (utbetaling
ndr renta er over eit gitt niva.)

Cap Kjopsopsjonar pa LIBOR-renta over fleire periodar, kan tenkje pad den som
summen av eit antal capletar.

Floor Tilsvarande salsopsjon pa ei spesifisert renta (utbetaling nar renta er under
eit gitt niva).

Swaption Kjops- eller salsopsjon pa ei swap-kontrakt.

2.9 «Change of numeraire»

Endring av numeraire er ein teknikk vi bruker til & finne prisen pa ulike derivat,
den er derfor til stor hjelp nar det gjeld a finne replikerande portefolgjer for desse
derivata og.

For & vise denne startar vi med & definere Sy(t),...,Sk(f) som k omsettelege
verdipapir med felgjande prisutvikling under det risikoneytrale malet B,

dSi(t) = rSi(t) dt + Si(Hoi(H) dW,, i=01,...,k

Teorien om change of numeraire B]ork (2004), seier at vi kan definere k nye
variablar, Zy(t), ..., Z(t), der Z;(t) = Et , 0g Z; vil ha dynamikken

dz;(t) = Z;i(t)(o;(t) — oo()))dW?, i=0,1,...,k

under det nye malet PY. Dersom Z; er ei martingale, noko vi her gdr ut fra at den
er, og 0;(t) er deterministisk, vil fordelinga til log Z;(s), s < ¢, gitt F; vera

log Zi(t) ~ N (log Zi(s) — ; 2(s,t),a2(s, 1)),
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der
st) = [ leit) — () du.

Her er E° forventninga under P°. No vil prisen p4 eit krav x vera gitt som

7, T) = So(t) E°| SO’(‘T) | 7).
Som ein ser er dette ein teknikk som kan brukast i for a prise mange forskjel-
lege derivat, ein kan velje numeraire ut fra kva som passar best til akkurat det
derivatet ein er interessert i & finne prisen pa. Til demes er forward madlet, der vi
bruker ein T-obligasjon a diskontere med, og diskontering med bankkonto B; er
berre spesialtilfelle av denne teknikken, derfor gar eg heller ikkje gjennom desse

metodane.
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Del I

Hedging og prising av sikre
derivat.
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Hedging ved bruk av obligasjonar i ein
korttidsrentemodell

I dette kapittelet skal eg finne ei portefelje, V, som bestar av obligasjonar utan ku-
pongutbetaling med to forskjellege utlopsdatoar. Denne portefelgja skal replikera
ei kontrakt av europeisk type, x, som har den eine av desse to obligasjonane som
underliggjande verdipapir, T-obligasjonen. Termindatoen, S, for x skal samsvara
med utlopsdatoen til den andre obligasjonen, S-obligasjonen, i portefelgja. Denne
portefolgja md sjolvsagt og vera sjolvfinansierande, sja definisjon 2.3.1 pd side 7.

For & finne denne portefglgja kan ein ga fram pa felgjande mate. Eg tek som
utgangspunkt renta fra definisjon 2.7.2 pd side 14,

d?’t = ]/l(t, rt) dt + U'(t, T’t) th

Og vi har frd formel 2.2 pd side 13 at T og S obligasjonane har felgjande dynamikk,
S<T,

dP(t, T) = rP(t, T) dt + o(t, T)P(t, T) dW;
dP(t,S) = r,P(t,S) dt + v(t,S)P(t,S) dW,.

For a finne hedgingstrategien for x, med termindato S ma vi konstruere ei
sjolvfinansierande portefelje som bestar av ¢ S-obligasjonar og 1 T-obligasjonar,
Vi = ¢:P(t,S) + 1:P(t, T), og som oppfyller Vs = x.
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For & unngd arbitrage ma denne portefelgja oppfylle
S
Vi = my(1,S) = E[ye ) % | 7).

I ei sjolvfinansierande portefolje ma som vist tidlegare i oppgdva endringar i
verdien koma av endringar i verdien av obligasjonane, da far vi i dette tilfellet

dV; = ¢, dP(t,S) + 1 dP(t, T)
= ¢y1;P(t,S) dt + ¢yo(t, S) AW + msreP(t, T)dt + mo(t, T)P(t, T) AW,
= ((Pﬂ’tp(t, S) + ﬂti’tp(t, T)) dt + ((Pﬂ](t, S)P(t, S) + ntv(t, T)P(t, T)) th

Vi kan skrive V; = F(t,1;), og viss vi no antek F € C*(R; x R) og bruker Ito’s
formel, teorem 2.4.2 pa side 8, pa F (t,1¢) far vi

dF(t, ) = Ei(t,r) dt + (£ 1) dr + %Frr(t, r) (dr)?

1
=(Fe(t,re) + p(t,re) et re) + EUZ(t, re)Ere(t,11)) dt
-+ U'(t, T’t)Fr(t, Tt) th

Kan setje dV; = dF(t,r;), dette gir

1
Fi(t,re) +u(t, re)Fo(t, 1) + Eaz(t, 1) En(t,7¢) = ¢eriP(t,S) + i P(t, T).

Vi har fré Feynman-Kac, avsnitt 2.5 pd side 10,

1
Fi(t,re) +u(t,re)E(t,re) + Eaz(t, 14)For(t,7¢) = 1¢F(t, 11).

Dette gir
F(t, T’t> = qbtp(t, S) -+ ﬂtp(t, T)
e = F(t, rt;&/(];ff(t, S) (3.1)
08
¢ro(t, S)P(L,S) + io(t, T)P(t, T) = o(t, 1) E.(t, 1e). (3.2)

23



Saman gir formel 3.1 pa forre side og formel 3.2 pa forre side

¢ro(t,S)P(t,S) +v(t, T)E(t, 1) —ov(t, T)p:P(t,S) = o (t, 1) F(t,14)

Som gir ¢ som

a(t,re)E(t,re) —o(t, T)F(t,14)

P =, 9) — ol T))P(L, S) (3:3)
Og viss vi set denne inn i formel 3.1 pa forre side far vi
o(t,S)F(t, 1) — o (t,r)Fo(t,1¢)
— 4
= Bl T (0(],S) — (8 T)) 34)

F(t,r) og F.(t, 1) er gitt av folgjande partielle differensiallikning

Fi(, %) + (t, ) Ee(t, %) + %Uz(t,x)Fxx(t,x) CrE(bx) = 0
F(S,x) = x.

Denne kan loysast numerisk for & finne F(t,7;) og F.(t,r¢), forutsatt at vi kjenner
randkrava for denne. Og vi vil ved & loyse denne finne den hedgande portefolgja
som ved tida t vil besta av eit antal S-obligasjonar ¢;, gitt ved formel 3.3, og
eit antal T-obligasjonar 7;, gitt ved formel 3.4. Som ein ser vil denne portefolgja
vera avhengig av ein kontinuerleg oppdatering av antalet T- og S-obligasjonar
for & replikera derivatet. Ein vil og fa forskjellege verdiar for o(t,7¢) og v(t,7¢)
etter kva modell ein brukar for korttidsrenta, dette er vist under med Ho-Lee- og

Hull-White prosessane som deme.

3.1 Ho-Lee

No géar vi ut frd at renta folgjer ein Ho-Lee modell fra definisjon 2.7.1 pa side 14
har vi at renta dd er gitt som:

dry = 0(t) dt 4+ o dW;.
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I ein slik modell har vi fra avsnitt 2.7.3 pa side 17 at,
o(t,r) =0,

o(t,T) = —/tTU'dS =o(t—T).

Vi far no dersom vi set inn dette i formel 3.3 pé forre side og formel 3.4 pa forre
side uttrykk for andelane i dei to obligasjonane i ein Ho-Lee modell

_ E(t,ry) + (T —t)F(t, 1)

L S T
 (S—OF(tr) +FE(tr)
=TT R T (T =)

3.2 Hull-White

No gar vi ut fra at den korte renta ; folgjer ein Hull-White modell, definisjon 2.7.1
pa side 14,
d?’t = (9(1’) — El?’t) dt + O'th.

[ ein slik modell har vi frd avsnitt 2.7.3 pa side 17 at volatiliteten til forwardrenta
og obligasjonane er gitt som

o(t,r) =0,
T
o(t,T) = —/ oe 6 ds = —g(1 — e 2(T=h),
t
Dette gir, nar vi set inn i formlane over, desse uttrykka for ¢; og s,

_aF(t,r) +(1— e”(T*t))F(t, rt)

¢t - (efas _ efaT)eatp(t, S) ’
_ (- e “S=D)E(t, 1) + aF,(t, 1¢)
1t P(t, T)ewt (e 5 — ¢—aT) :
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Hedging med obligasjon og bankkonto

No vil vi finne ein tilsvarande sjolvfinansierande portefglje som skal vera saman-
sett av den underliggjande obligasjonen og andelar i bankkonto. Vi har gitt i
avsnitt 2.6.2 pé side 12 og avsnitt 2.7.4 pa side 18 at obligasjonen og bankkontoen
har felgjande dynamikk, her med A = 0,

dP(t,T) = rP(t,T)dt+ov(t, T)P(t, T) dW;,
dBt = T’tBt dt.
No tek vi utgangspunkt i at x er eit Fs mdlbart contingent claim og S < T.
V er sjolvfinansierande, V; = ¢;B; + ¢:P(t,T) og Vs = x, 7, (t) = V;. Definerer
Z(t,T) = B;'P(t,T) og bruker Itd’s formel pa Z(t,T),
dZ(t,T) = —B;*P(t,T)dB; + B, ' dP(t,T)
=0(t, T)Z(t,T)dW;.

Dersom vi definerer H; = E(Bg'x | Fs) er H ein martingale under P. Har d4 for
ein 1, som oppfyller visse krav

o t
Ht:H0+/ hdeS:Ho+/ ¢ dZ(s,T)
0 0

2
¢ = s TZ(, T
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Definerer ¢y = H; — ¢:Z(t, T) og far
Vi = B + ¢ P(t, T) = HiBy — ¢+ Z(t, T) By + ¢+ P(t, T) = H;B;.
Dette gir sjolvsagt
Vs = HsBs = BsE[B'x | Fs] = BsBs'x = x.
Vidare

dV; = H;dB; + B;dH;
= (Y +$:Z(t, T))dBy + B A Z(t, T)
= ¢y dBy + ¢:(Z(t,T)dB; + B¢ dZ(t,T))
— ¢y dB; + ¢ dP(L, T).
No ser vi at V er sjolvfinansierande og at Vs = x, vi har vist at V hedger kravet

X. Andelen av denne portefelgja som skal vera henholdsvis i T-obligasjonar og i
banken er gitt av

L
= o(t, T)P(t,T)
og
V,— ¢P(t, T
yp = D=LED),

Sidan vi ikkje har noko uttrykk for  kan vi ikkje fa eit eksplisitt svar fra denne
framgangsmaten, men den viser forholdet mellom andelen i banken og obligasjo-
nen, og hjelper pa den generelle forstainga.

For & fa eit betre svar ma vi angripe problemet pa ein litt annan maéte. Vi begyn-
ner med & laga ei sjolvfinansierande portefelje, V; = ¢:B; + 1:P(t, T), denne ma
sjolvsagt oppfylle Vs = x, der x framleis er den same. Sidan den er sjolvfinansie-
rande oppfyller den og

d‘/t = (Pt dBt + Nt dP(t, T) = rtVt dt + U(t, T)P(t, T)i]t th (4:1)
Dersom vi diskonterer formel 4.1 med bankkontoen far vi

d(B;'V;) = u(t, T)P(t, T)n:B; 1 dW;. (4.2)
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Vi gar ut fra at prisen pé derivatet ved tida t berre er avhengig av obligasjonsprisen
(sjolvsagt kjem korttidsrenta inn gjennom denne). Dersom det er slik kan denne
uttrykkjast som 7t(t, P(t,T)), og nér vi bruker Itd’s formel pa dette uttrykket far vi

d7(t, P(t, T)) =m(t, P(t, T)) dt + 7p(t, P(t, T)) dP(t, T)

+ S7p(t, P(1,T))(AP(, T))

:(m(t,p(t, T)) + remtp(t, P(+, T))P(t, T)

+ %vz(t, T)7tpp (¢, P(t, T)) P2 (¢, T)> dt

+ 7p(t, P(t, T))o(t, T)P(t, T) dW,. (4.3)
No diskonterer vi formel 4.3 med bankkontoen og far

d(B;'n(t,P(t,T))) = — B, *r(t,P(t,T)) dB; + B; ' d7(t, P(t, T))
—B;! (m(t,P(t, T)) + remto(t, P(t, T))P(t, T)
+ 207, T) e (1, (1, T)) P2(0, )

— r(t, P(t, T)))dt + B, 7p(t, P(t, T))o(t, T)P(t, T) dW,.
(4.4)

For at den sjelvfinansierande portefolgja, V, skal hedga derivatet ma den oppfylle
d(B;'Vi) = d(B; 'x(t, P(t,T))). (4.5)
No har vi av formel 4.1 pa ferre side, formel 4.4 og formel 4.5 at
B, 7tp(t, P(t, T))o(t, T)P(t, T) = v(t, T)P(t, T)y:B; ?,
Dette gir antalet T-obligasjonar i portefelgja
ne = mp(t, P(t,T)). (4.6)
Og da ma vi sjelvsagt ha resten i bankkontoen

n(t,P(t,T)) —nP(t, T)
¢r = B,

_ 7n(t,P(t,T)) — P(t,T)mp(t, P(t,T))

= B (4.7)
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No har vi
d(B; Vi) =d(r(t, P(,T))B ).
Dette gir ved integrasjon
B, 'V, — Vo = mt(t,P(t,T))B; ! — 7(0,P(0, T))

No ser vi at denne portefolgja vil hedga derivatet dersom Vy = 7(0,P(0,T)). I
dette tilfellet ser vi at vi som i det foregdande er avhengig av & kunne rebalansere
portefolgja kontinuerleg for & fa ein fullkommen hedging.

Eksempel 4.0.1: European Call option
I tilfellet med ein European Call Option har vi at utbetalinga ved tida S er gitt
som differansen mellom prisen pd det underliggjande verdipapiret ved tida
S, i dette tilfellet ein T-obligasjon, og eit pd ferehand fastsett belop K dersom
dette er positivt, ®(P(S,T)) = (P(S,T) — K)*. Denne opsjonen vil ved tida ¢
ha pris

r(t,T) = P(t, T)N (d) — KP(t,S)N (d — b(t,S,T)) (4.8)
Her er d og b(t,S, T) gitt som

P(t,T
In Klﬁzt,s)) +162(t,8, T)

b(t, S, T)

(1S, T) = /ts(v(s, T) - (s, 5))* ds.

d= (4.9)

vi er her avhengig av at v(s, T) og v(s, S) er deterministiske.
Dersom vi no deriverer formel 4.8 med omsyn pa P(t, T) far vi

7p(t,P(t,T)) = N(d) + P(t, T)N'(d)dp — KP(t,S)N’(d — b(t,S,T))dp
Har vist i avsnitt A.1 pa side 69 at

P(t,T)

KN'(d = b(5,5,T) = )

N'(d)
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Dette gir at 7tp(t, P(t,T)) = N'(d) som saman med formel 4.7 pa side 28 gir

ne = N(dr)

KP(t,S)N (d3)
pr=-——"3"—"""
t

der

In guids + 30248, T)
b(1,S,T)

dy =dy — b(t, S, T).

dy =

No ser vi at portefolgja V; = ¢:B; + 1:P(t, T) vil replikere denne opsjonen.
Denne portefelgja vil alltid besta av ein kort posisjon i bankkontoen (ldna
pengar i banken) og ein lang posisjon, som bestdr av pengane vi ldnte av
banken og verdien av opsjonen, i T-obligasjonar. Gjennom & bruke put-call
pariteten, avsnitt 7.1 pa side 46, kan vi lett finne den tilsvarande prisen og
hedgen for ein European put option pd det same verdipapiret med same
utlepsdato.



Hedgingstrategi ved bruk av «change of
numeraire»

I dette kapittelet tek eg utgangspunkt i at eg enskjer 4 hedga eit krav av forma
x = ®(P(T,Th),P(T, T2)), som er homogent av forste grad, med utbetaling ved tid
T, T < Ti < T. Sa gar vi ut frd at obligasjonane folgjer den vanlege dynamikken
frd avsnitt 2.6.2 pa side 12

dP(t,T) =rP(t, T)dt +ov(t, T)P(¢t, T) dW;.

Gar deretter ut fra at sidan utbetalinga ved utlopsdato T pd dette kravet berre er av-
hengig av prisane P(T, T;) og P(T, T»), kan kravet hedgast av ei sjolvfinansierande
portefolje som er samansett av desse to obligasjonane,

Ty (t, T) = Vy = ¢:P(t, T1) + 1:P(t, T2)

0og
v, = fof dp(t, Tl) + dP(t, Tz).

No bruker vi P(t, T;) som numeraire, det gir Zy(t) = 1 og Z;(t) = ig?

Vi har frd teorien om endring av numeraire, avsnitt 2.9 pd side 19, at portefolgja

~—
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og er sjolvfinansierande i Z-marknaden. Det gir
dVY = n:dzi(t) (5.1)

og vi har
Vi T (8, T) def
VZ = — X = C(t Z1(D).
£ T P(t,T)  P(tTh) C(t, 21 (t))

Z1 har desse eigenskapane
dZi(t) = Zu(t) (v(t, T2) — o(t, 1)) AW}
(dZ:1(1)* = Zi(#)oy(t) dt (52)
0% = (v(t, Th) —v(t, T1))>

)
2

Dersom vi no bruker 1td’s formel pa C(t, Z1(t))

dC(t, Zy(t)) = Ci(t, Z1(t)) dt + Cu(t, Z1(t)) dZa (£) + %Cxx(t/ Z1(4))(dZy (1))

= Celt, Z1(0) dZa(0) + (Gt Za (1)) + 5Carlt Zi () A (DB) b (53)

Sidan r; = u(t,T) = 0 i tilfellet for C(t, Z;(t)) felgjer det av Feynman-Kac, av-
snitt 2.5 pa side 10

1
Cilt, Z1()) + 5Cux(t, Zn (D) ZE ()0 = 0. (5.4)
Og vi fér fra formel 5.1 og formel 5.3

e = Cu(t, Z1(t)) (5.5)
(Pt = C(t, Z1<t>) - 17tZ1(t). (56)

5.1 Exchange opsjon

Dersom vi no gdr ut fra at derivatet er ein exchange opsjon, som er ein opsjon pa
a bytte eit pa forehand gitt antal ,Ky, av eit verdipapir, inn i eit pa forehand gitt
antal, K, av eit anna verdipapir. I dette tilfellet er verdipapira to nullkupong obli-
gasjonar med forskjellege forfallsdatoar, X = (K1P(T, Ty) — K2P(T, T»))*. Denne
kan, dersom v(t, T1) og v(t, T,) er deterministiske, prisast ved & bruke endring av
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numeraire, med T; forward mal som numeraire.

mx(t, T) =P(t, Ty) E°[(Ky — KoZ1(£)) T | Fi]
=P(t, T1)P°(Ky > Ko Zy (T)|F) — KoP(t, T1) B[ Z1(T) 1k, > ky 7, (7)) | F2]
=P(t, T))N(g(t,x)) — KoP(t, T2)N (g(t, x) — b(t, T1, T2))

Der
T
b(t, T, T2) = / [0(s, T2) — v(s, T1)[*ds
t
KiP(tT) | 1
(tx) = In g pam) + 30%(t, Ty, To)
g\, x) = b(t, Ty, Ty)
Og vi far

C(t,x) =N(g(t,x)) — KoxN (g(t, x) = b(t, Ty, T))
Cx(t,x) =N"(g(t,x))gx(t, x) — KN (g(t, x) — b(t, T, T2))
— Kox N7 (g(t,x) — b(t, T1, T») ) gx(t, x).

No kan vi vise at, avsnitt A.1 pa side 69,
Kox N (g(t, x) — b(t, Ty, T2) ) gx (£, x) = N(g(t,x))gx(t, x)
det gir antalet T>-obligasjonar
e = Cx(t,x) = =Ko N (g(t,x) — b(t, T, T»)) (5.7)
og antalet Tj-obligasjonar
¢r = C(t, Z1(t)) —m:Za(t) = N(g(t, %)) (5.8)

5.1.1 Ho-Lee

Dersom vi spesifiserer rentedynamikken vert det mogeleg & finne b2(t, Ty, T). Vi
gdr no ut fra at renta folger ein Ho-Lee modell, denne er spesifisert i definisjon 2.7.1
pé side 14 som

dry = 0(t) dt + o dW,.
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Denne modellen medferer folgjande forwarddynamikk, sja avsnitt 2.7.3 pa side 17.
df(t,T) = c*(T — t)dt 4+ o dW,.

Vi veit at samanhengen mellom obligasjonsprisdynamikken og forwarddynamik-
kener v(t, T) —ft (s,T)ds. Her ser viat o(t,T) = o, far da

o(t,T) = —/tTads =—0o(T —t).

Her kan vi sja at volatiliteten til ein T-obligasjon under denne modellen gar mot 0
nar tida t gar mot T. Dette verkar intuitivt rett sidan usikkerheite vert mindre og
mindre etterkvart som perioden fram til utbetaling vert kortare.

Ut fra dette kan vi finne b?(t, Ty, T») for Ho-Lee modellen.

T
Pt Ty, Ty) = aZ/t (Ty — T1)2ds = 02(Ty — T))A(Ty — ).

5.1.2 Hull-White

No gar vi ut fra at renta felger ein Hull-White modell, definisjon 2.7.1 pa side 14,
dry = (0(t) — ar;) dt 4+ o dW,.
Dette gir ein annan forwarddynamikk, sja avsnitt 3.2 pé side 25
df(t,T) = oe T=08(t, T) dt + ce T dW,.

Dersom vi no bruker denne til & rekne ut volatiliteten til obligasjonane far vi,
g o
v(t, T) = a/ eMT=5) 4g = E(l _ e*u(T—t))‘
t

Og vi ser her og at volatiliteten gar mot 0 ndr tida t gar mot T.
No kan vi og finne bz(t, T1, T>) ved hjelp av det vi har, vi ser at dette blir eit meir
komplisert uttrykk enn for Ho-Lee modellen,

2

bZ(t, Ty, Tp) :% /Tl (efu(Tzfs) _ efa(Tlfs))Z ds
t
02 T T1\2( ,2aT; 2at
=gz (7T — e (e — ).
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5.1.3 Simulering av pris og replikerande portefolje for ein exhange
opsjon

Hull-White prosess. 5 ars obligasjon.
0.75

0.15+

0.104 0.70+

0.05+

Rente
Verdi

0.65
0.004

—0.05+
0.60

—0.107

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
, Tdiar Tid i &r
10 ars obligasjon.
0.44-
0.42

0.40

Verdi

0.384

0.36

0.34

00 05 10 15 20
Tid i &r

Figur 5.1: Simulering av renta og obligasjonsverdiar i ein Hull-White modell.

I figur 5.1 har eg simulert renteutviklinga og utviklinga i prisen pé ein 5 ars-
og ein 10 ars obligasjon, i ein Hull-White modell, dette over ein periode pa to ar.
Programkoden er gjengitt i avsnitt B.1 pd side 71. Eg har her gatt ut fra at det er
7 timar per handledag, 5 dagar i veka og 50 veker i aret, dette gir 3500 timar. I

simuleringa har eg sett ein steglengd pa ein time, slik at vi har 3500 punkt. Resten

av parametera har eg sett som folger
— Tida til opsjonen gar ut T = 2.

— Tida til den ferste obligasjonen gér ut T; = 5.
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— Tida til den andre obligasjonen gar ut T, = 10.
— Volatiliteten o = 0,05.
— Og renta vi varierer rundt 6; = 0.06.

Av desse har eg funne prisutviklinga pa Exhange opsjonen og den fortlopande
utviklinga i antalet av dei to obligasjonane i den replikerande portefelgja. Dette er

vist i figur 5.2.

Verdien pa opsjonen Ant. 10 ars obligasjonar.
0.35 0.04

-0.2

0.20- _ —0.41

Verdi

0.159 -0.61

-0.8

0.00 -1.04

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

, Tidiar Tid i &r

Ant. 5 ars obligasjonar.
1.0
0.8

0.6

Verdi

0.4+

0.2

Tid i ar

Figur 5.2: Simulering av pris og hedging av ein Exhange opsjon i ein Hull-White
modell.
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Diskret hedging.

Eit praktisk problem nar det gjeld & replikera eit slikt krav, er at vi ikkje har
mogelegheit til 4 endra pé portefelgja var kontinuerleg. I figur 5.2 pé forre side
kan ein sjd at antalet av dei to papira endrar seg heile tida. For & prove 4 simulere
dette lagar eg ein litt meir realistisk modell, der vi kan gd inn 4 endre pd portefelgja
ein gong per dag. Det vil seie at eg endrar portefelgja for kvar 7. time i simuleringa.
Og ein annan modell, der eg gdr inn og endrar portefelgja ein gong per veke, det
vil seie at eg endrar portefelgja kvar 35. time i simuleringa, figur 5.3 pa neste side.

No ser vi, pa figur 5.3 pa neste side, at portefelgjene som ikkje vert kontinuerleg
oppdatert, ikkje vil hedga kravet like godt som den opprinnelege med kontinuerleg
oppdatering. Spesielt i byrjinga av perioden, der vi har store endringar i portefelgja
vil den diskrete modellen fungere dérleg. Som ein kan sja vil ein fa store «hopp» i
verdien av portefelgja, (dette kjem kanskje litt dérleg fram av figuren iallfall der
vi har oppdatering kvar dag). For & f4 til desse hoppa ma vi skyte inn eller ta ut
kapital frd portefolgja slik at denne ikkje lenger er sjolvfinansierande. Lengre nede
kjem eg inn pa om det i det lange lop, vil vera behov for & skyte inn kapital eller
om vi kanskje kan tena pengar pd dette:) Mot slutten av perioden vil den diskrete
portefelgja fungere tilfredstillande, sidan vi da har mindre omrokeringar mellom
dei to obligasjonane, iallfall i dette tilfellet.

Fra dette kan vi sja, at den arbitragefrie prisen vi finn gjennom & ga ut fra at
eit slikt derivat kan hedgast med ein sjelvfinansierande portefolje, eigentleg er
ein teoretisk minimumspris. I praksis vil det verte dyrare a hedga derivatet pa
grunn av praktiske begrensingar pa kor ofte vi kan oppdatere portefolgja. Det kan
visast at faste eller proporsjonale transaksjonskostnader, forer til at volatiliteten
til opsjonen sitt underliggjande verdipapir gar mot uendeleg dersom vi bruker
kontinuerleg tid i denne samanhengen, Taleb (2004).

Som nemnt tidlegare har eg modellert diskret hedging, med ulik avstand mellom
oppdateringane av portefelgja, ein gong per dag og ein gong per veke. I begge
desse tilfella far eg at vi i gjennomsnitt mad skyte inn kapital for & replikera
opsjonen. Ved 100 gjennomkjeringar fekk eg eit gjennomsnittleg kapitalbehov pa
0.075 pa den dagleg oppdaterte portefolgja og 0.072 ved vekentleg oppdatering.
Forskjellen mellom krava til kapital mellom desse er sm4, ein t-test, avsnitt B.1.2 pa
side 75, viste at det var ingen signifikant forskjell. Grunnen til dette kan vere at vi
ikkje klarer & hedga skikkeleg i nokon av tilfella, og da har vi like stor sjanse til &
fa for lite/mykje kapital i begge tilfella. Derimot viste ein annan t-test, avsnitt B.1.2
pa side 75, at kapitalbehovet i begge tilfella var storre enn null, det vil seie at det
kostar meir & replikera opsjonen enn den teoretiske prisen pd denne.
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Kontinuerlig oppdatert portefalge.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Tid i ar
Portefalge oppdatert dagleg.

0.35
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Q
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Portefaglge oppdatert ukentlig.

1
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Tid i &r

Figur 5.3: Forskjell mellom diskret og kontinuerleg hedging.



5.2 Kjopsopsjon

No vil eg finne hedgingstrategien for ein tilsvarande kjepsopsjon, Y = (P(T, T*) —
K)* med utbetaling ved T. For & finne denne bruker eg same framgangsmate som
med exhange opsjonen i avsnitt 5.1 pa side 32, men med den forskjellen at vi no
bruker P(f, T) som numeraire (forward measure). EG far d& denne prisen

my(t,T) = P(t, T)E°[(Z(t) — K)* | Fi]

= P(t.T) E°[Z1(T) 1 kez,(ryy |[Fi] + KP(t, T)P*(K < Zy(T) | F3)
= P(t, TN (f(t,x)) — KP(t, )N (f(t,x) — a(t, T1, Ta)). (5.9)
Her er
Zl(t> = 1;3((2 ,1;?
In DT 4 1021, T, T%)
KP(;7) 27
f(t,x) = 2T, T

T
(1, T, T) = / lo(t, T*) — o(t, T) * ds.
t

Dette gir C(t,x) = oD gom

C(t,X) = xN(f(t,x)) — KN (f(t,x) —a(t, Ty, T»))
og den deriverte
Cr(t,x) = N(f(t,x)) +xN'(f(t,x)) f(t, x) = KN (f(t, x) — a(t, T, T2)) fx(t, ).
Her kan vi og pa same mate som i avsnitt A.1 pa side 69 vise at
xN'(f(t,x)) = KN'(f(t,x) —a(t, Ty, T2))
Dette gir den hedgande portefalgja som
= Cx(t, x) = N(f(t,x))
0g

¢t = C(t, Zl(t>) - ﬂtZl(t) = —KN(f(t,X) - a(t/ Ty, T2>)
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No har vi funne den sjolvfinansierande portefelgja V; = n,P(t, T*) + ¢:P(t, T)
som hedgar kjepsopsjonen Y. Her kan vi bruke akkurat same framgangsmate
som i avsnitt 5.1.1 p4 side 33 og avsnitt 5.1.2 pa side 34 for & finne a?(t, T, T*) for
henholdsvis ein Ho-Lee og ein Hull-White modell.

5.3 Salgsopsjon

For 4 finne strategien for ein salsopsjon pa det same underliggjande verdipapiret
med same termindato, Z = (K — P(T, T*))™", bruker vi put-call pariteten, som er
neerare forklart i avsnitt 7.1 pa side 46. Ved hjelp av denne far vi felgjande pris for
salsopsjonen dersom vi set inn fra formel 5.9 pa ferre side

ntz(t, T) =P(t, T*)N(f(t,x)) — KP(t, T)N (f(t,x)
—b(t,Th, T»)) + KP(t,T) — P(t,T")
=KP(t, )N (—f(t,x)+a(t, T, T*)) — P(t, T )N (—f(t,x))
Dette gir C(t,x) = % som
C(t,X) = KN (—f(t,x) +a(t, T, T*)) — xN(—f(t x))

og den deriverte

Cy(t,x) = — KN'(=f(t,x) +a(t, T, T") (fx(t, x))
+ xN'(—f (£, 2)) (fx(t, x)) = N(=f(t,x)).

Her kan vi og som i avsnitt A.1 p4 side 69 vise at
xN'(—=f(t,x)) = KN'(—f(t,x) +a(t,Th, T)).
Dette gir oss
ne = Cx(t,x) = =N (—f(t,x)) (5.10)
)
¢r =C(t, Z1(t)) —meZa(t) = KN (—f(t,x) +a(t, T, T*)). (5.11)

No har vi funne at den sjolvfinansierande portefelgja V; = 1P (t, T*) + ¢:P(t, T)
hedgar salsopsjonen Z. Vi ser at for & hedga ein salsopsjon pé ein obligasjon ma vi
alltid ha ein negativ andel av denne obligasjonen i portefolgja. For & hedga ein
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kjopsopsjon ma vi tilsvarande alltid ha ein positiv andel av den underliggjande
obligasjonen. Dette stemmer med kva ein vil tru pd ferehand, dd verdien pa
ein salsopsjon vil auke med ein ldgare pris pa obligasjonen, men motsett for
kjepsopsjonen.
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Swap og caps

6.1 Hedging av ei swapkontrakt

Ein PFS (payer forward start) swap er ei kontrakt mellom to partar om a bytte
LIBOR-renta i ei pa forehand fastsett renta, avsnitt 2.8 pé side 18. Matematisk
kan dette forklarast ved at kontrakten ved tid T;,i = 1,... ,n betalar ut Y; =
K7;(L(T;-1, T;) — R), her er L(T;_y, T;) Liborrenta fré T;_; til T;, definisjon 2.7.1 pa
side 13, R er ei fastsett rente, K er ein positiv konstant og 7; er avstanden frd T;
til T;.

Vi far ved bruk av T; forward malet at verdien til denne kontrakta ved tida t er

(6 T) = Y P(L T EYY | 7

P(t, T;) E°[K;(L(Ti-1, T;) — R) | F

Il
M= I
i

= 10~

_.
I
—_

1
P(Ti_1, T;)

I
=

P(t, T) B[ ~1-%R) | 7|

I
=

(P(t, Ti—l) - P(tr Ti) - Tip(t/ Tl)R)
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Og nar vi no summerer opp denne rekkja, star vi att med felgjande uttrykk for
verdien av Y; ved tida ¢,
n
my,(t, T;) = KP(t, To) — KP(t, T,) — KR ) wP(t,Ty). (6.1)
i=1

No ser vi ut av dette uttrykket at denne kontrakta kan hedgast ved & kjope K
Tp-obligasjonar, shorte K Tj;-obligasjonar og shorte KRt; T;-obligasjonar. Vi ser og
at dersom vi enskjer at nettoinvesteringa ved tid ¢ for den replikerande portefelgja

skal vere 0 (kontrakta skal ha verdi 0 ved t), ma vi oppfylle R = %

6.2 Caplet og cap i marknadsmodellen

6.2.1 Caplet

Vi har ein caplet, definert i avsnitt 2.8 pa side 18. Denne er her gitt som X; =
T;(L(Ti—1, T;) — R;)", med utbetaling ved T;, her er 7; avstanden mellom tidene
Ti—1 og T, L(T;—1, T;) er Libor renta fra T;_, til T;. R; er ei pa forehand fastsett
renta. Vigarutfrdatt <To < T; < ... < T,

Vi kan skrive Libor renta som ei forward renta, dvs L(T;_1, T;) = F(T;_1,T;_1, T;),
der forward dynamikken er antatt & folgje

dF(t, Ty, T;) = F(t, Ti_1, T;)c’ (t, Ti_1, T;) AW/, (6.2)

vi gar ut fré at o’ (¢, T;_1, T;) er deterministisk.
Ut frd dette kan det visast, Musiela og Rutkowski (2005), at prisen pa ei slik

kontrakt er gitt som
nix, (t, T;) = wP(t, T;) (E(t, Tizy, T;)N (d1;) — RiN (dai)) (6.3)
der

ln(w) +102(t, Ti 1 T))
b(tl Tl.*l’ 'I'l) ,

dy; =dy; —b(t, T4, Ti),

dy; =

Tiq
b (t,T; 1, T)) =/ (s, Ti_1, Ti) |* ds.
t
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No tek vi utgangspunkt i forwardprisen, C(t, T;) iz t(tTT)l) = ZE(t) pa denne

kontrakta. Fra formel 6.3 pa forre side
C(t, Ti) = GF(t, Tima, TN (dvi) — GRN (da),
og bruker It6’s formel, teorem 2.4.2 pé side 8 pd denne

dC(t,Tl) :Ti(F(t,Ti,L )N,(dll) RN/(dzl)dZZ) d
+ TiN(dl,i) dF(tr Ti-1, Tl)

P& same méte som i avsnitt 5.1 pa side 32 kan vi vise at
F(t, T, T)N"(d1,1)dy; = RN (dy,i)dy ;,
Dette gir da
dC(t, T;) = tN (dy;) dF(t, Ti—1, Ty). (6.4)

Dersom vi no skal hedga denne kontrakta er det naturleg a ta utgangspunkt
i at vi ma ha med ein andel i ein forward swap med R = 0 og K = 1, dvs.
Y = ,F(T;-1, Tj—1, T;) denne gér over perioden [T;_1, T;]. Antalet av dette papiret
skriv eg som ¢, dynamikken vil vere

dG; = i dF(t, T;_1, T)). (6.5)
Dersom vi skal ha formel 6.4 lik formel 6.5 ma vi ha
P = N (dy)-
No set vi 77} som antalet T;-obligasjonar i portefelgja, og far
n=C(tT) —yuF(t, Ty, T;) = TRN (dy). (6.6)
Og portefolgja Vi = pit;F(t, T;_1, T;) + niP(t, T;) hedger da X;. Viss vi ser tilbake til
avsnitt 6.1 pa side 42 ser vi at vi kan bruke obligasjonar for & hedga swapkontrakta.
Dersom vi i formel 6.1 pa forre side set R = 0 og K = 1 far vi at denne swapen kan

hedgast med & kjope ein T;_;-obligasjon og shorte ein T;-obligasjon. Dette gir at vi
i spotmarknaden kan hedga dette kravet ved & bruke folgjande sjolvfinansierande
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portefolje

Vi = ¢i(P(t, T;-1) — P(t,T;)) + iP(t, T;)
= ¢iP(t, Ti1) + (i — Y1) P(t, T). (6.7)

6.2.2 Cap

Ein cap er eit verdipapir som betaler ut X; ved T;,i = 1,... ,n, avsnitt 2.8 pa side 18.
Den totale utbetalinga til ein slik cap kan vi skrive som X = Y1 ; X;. Her ser vi at
dette berre er ein sum av n capletar med utlepsdato ved T;, deri =1, ...,n.

Da forstdr vi at vi kan bruke hedgingstrategien vi fann for capletar til & hedga
dette derivatet og. Sidan capen berre var summen av fleire capletar vil ein replikere
denne ved a replikere alle capletane denne bestar av. Det vil seie at ein cap kan
hedgast med den sjolvfinansierande portefolgja

wsz
i=1

der V/ er gitt av formel 6.7.

45



Delta hedging og paritetar

Som tidlegare nemnt er det i praksis ikkje mogeleg a fa til den kontinuerlege
rebalanseringa av portefelgja som er nedvendig for & fa til Black-Scholes hedginga
eg har gatt gjennom. Det vi har behov for er ei replikerande portefelje som vi ikkje
treng rebalansera, iallfall ikkje kontinuerleg. For & fa det til kan det vera nyttig a
bruke derivat, i tillegg til dei underliggjande papira og ei risikofri investering.

7.1 Paritetar

Ein av dei enklaste og mest kjende paritetane er put-call pariteten. Denne gir tilhove
i pris mellom ein europeisk salsopsjon og ein tilsvarande europeisk kjopsopsjon.
For 4 finne denne tar vi utgangspunkt i ei portefelje som bestdr av ein kjgpsopsjon
(call), x = (P(T,T*) — K)™, og ein kort posisjon i ein salsopsjon (put), Y =
(K—P(T,T*))*. Utbetalinga til denne portefelgja ved utlepstida T vil vere gitt
som

xX-Y=(P(T, T")—K)" = (K=P(T, T")* = P(T, T*) — K.
Viss vi «flytter» denne prisen frd tida T til ¢ far vi

. (t, T) — ry(t, T) = P(t, T*) — KP(t,T).
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Dersom vi stokkar litt om pa dette uttrykket, far vi forholdet mellom prisen pé ein
europeisk salsopsjon og prisen pd ein europeisk kjopsopsjon pd den forma som til
vanleg vert kalla put-call pariteten.

Teorem 7.1.1: Put-Call pariteten
T (t, T) = my(t, T) + P(t, T*) — KP(t, T)

No ser vi lett at vi i praksis kan bruke teorem 7.1.1 for & hedga ein call opsjon,
eventuelt snu litt pd denne for & kunne hedga ein tilsvarande put opsjon. Dette
forholdet fortel oss at dersom vi har ei portefelje som er samansett av ein put
opsjon, ein andel i opsjonen sitt underliggjande verdipapir og K T-obligasjonar
sd vil denne replikera callopsjonen. Her ma sjolvsagt call- og putopsjonen ha
same underliggjande papir, same strikepris og same utlopsdato. Vi ser at dette er
ein enkel hedgetaktikk som det ikkje trens store resursar til & finne ut av, denne
taktikken vert dd og brukt i stor utstrekning i derivatmarknaden for & utnytte
arbitragemogelegheiter, Brown (2006).

Mange andre opsjonstypar kan og hedgast pa tilsvarande mate ved bruk av
paritetar, dette gir eg her eit dome ved 4 hedga ei sdkalla straddle kontrakt.

Eksempel 7.1.2: Straddlekontrakt
Ei straddlekontrakt er ei kontrakt som gir utbetaling bade nar det underlig-
gjande papiret auke verdien sin, og nar det blir billigare, eit typisk derivat ein
kan sikre seg mot storre volatilitet i marknaden med. Matematisk er denne
kontrakten gitt som felgjer

_ JK—P(T,T*) viss0<P(T, T) <K,
P(T, T*) — K viss K < P(T, T*).

Denne kan vi skriva som

x = (K—=P(T, T")prry<xy + (P(T, T*) = K)ligep(r,1)}-
Dette kjenner vi igjen som ein europeisk put- og ein callopsjon pa ein T*-
obligasjon med strikepris K. Slik at viss vi no diskonterer verdien av dette til

tida t far vi den hedgande portefolgja

(8, T) = mp(t, T) + mc(t, T).
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Eventuelt ved a bruke put-call pariteten pa denne
my(t, T) = 2mc(t, T) + KP(t, T) — P(¢, T").

I kontinuerleg tid kan denne sjolvsagt hedgast pa vanleg mate ved & bruke
hedgingstrategien for ein put- og callopsjon.

7.2 «Grekarane»

For 4 laga ei portefelje som skal replikera eit krav pd eit underliggjande papir med
prisprosess S; er det viktig & vita kor sensitiv verdien pd denne portefolgja, 7(t,s),
er i forhold til to variablar, Bjork (2004).

— Endringar i prisen pa det underliggjande papiret.
— Endringar i modellparametera.

I det forste tilfellet over vil vi berre fa eit mal pa kor mykje risiko portefolgja er
utsett for i forhold til endringar i prisen pd det underliggjande papiret. I det andre
tilfellet vil vi vite kor store utslag feil i modellparametera gir for resultata.

Vi definerer no felgjande symbol.

Definisjon 7.2.1

ol %
A= I'=3a
_om _om
= ot b=

o7t
V 3

Vi ser her at det er ein viktig forskjell mellom dei tre forste «Grekarane» og dei to
siste. Dei forste tre fortel kor sensitiv modellen er i forhold til endringar innad i
modellen desse vert kalla lokale grekarar, medan dei to siste seie kva som skjer
dersom vi endrar pd modellen, desse kallar vi globale grekarar, Norberg (2006).
Dersom vi no bruker den europeiske kjopsopsjonen eg har prisa i formel 5.9
pa side 39 som deme, kan vi finne dei deriverte i definisjonen over. Dette gir
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folgjande, der vi for prisprosessen S; no har P(t, T).

A = N(f(tx))
L olf(tx)
so/T—t'

®:_f$?ﬁk‘“f””NU@w—ﬂmbmh

p=K(T—t)e "IN (f(t,x) —alt, Ty, Tr)) (7.1)
V =s¢(f(t,x))VT —t.

Her er ¢ tettleiken til normalfordelinga, og

P(t,T*) 1 *
In T T 3a*(t, T, T*)

fltx) = alt, T, T")

T
24T, T = / lo(t, T*) — o(t, T)|*ds.
t

I figur 7.1 pa neste side ser vi korleis I' og A og dei andre grekarane til denne
opsjonen utviklar seg i forhold til prisen pa den underliggjande obligasjonen.

7.2.1 Delta ngytral

Det vi no er interessert i er 4 finne ei portefelje som hedgar kravet vart OG er delta
noytral, det vil seie at A = 0. Ein mdte a oppnd dette pa er a leggje eit derivat til
portefolgja, dette kan enten vera ein opsjon péd det underliggjande papiret eller
sjolve papiret. Begge desse vil sjolvsagt vera korrelert med den underliggjande
prisen og vi skal derfor kunne balansere portefelgja slik at den vert delta noytral.

No tek vi utgangspunkt i ei gitt portefelje med prisfunksjon 7(¢,s), og prever &
gjera denne delta noytral. Vi enskjer & bruka eit derivat som og er avhengig av S;,
med prisfunksjon definert som 7tp(t,s), for & gjera denne portefelgja immun mot
sma endringar i S;. Dette oppndr vi ved & leggje eit antal, x, av dette derivatet til
den opphavlege portefolgja. Verdien V av den justerte portefolgja vert da

V(t,s) = nt(t,s) +xmp(t,s).

For a gjera denne portefelgja delta noytral ma vi velje x slik at A o %—Z =0, som
gir uttrykket

o omp

g +x 785 =0.
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Figur 7.1: Grekarane for ein europeisk kjgpsopsjon med K = 100 og T = 3 ved
tida t = 2.

Som har loysinga

I

Js
amp

ds

x=—

Vi kan heller ikkje no sette oss ned & vente til opsjonen gar ut, eit problem er at
tida t endrar seg, og i tillegg prisen pa det underliggjande papiret. Dette gir oss
etter ei stund ein annan delta, slik at portefelgja var ikkje lenger er delta noytral.
Det som vert gjort i praksis er a bruke ein diskret rebalansert delta hedga, Bjork
(2004), der vi med jamne mellomrom gér inn og oppdaterer portefelgja, til demes
kvar dag. Her og vil vi treffe pa same dilemmaet som tidlegare, oftare oppdatering
av portefelgja vil gi ein betre hedging, men hegare transaksjonskostnadar.
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7.2.2 Gamma ngytral

Eit mal pa kor sensitiv A er i forhold til prisen er sjolvsagt den deriverte av denne
med omsyn pa prisen, dette ser vi tilsvarar I'. D4 ser vi at ei portefolje med ein
hog gamma vil krevja oftare oppdatering enn ei med lav gamma. Vi foretrekkjer &
ha ei portefolje som i tillegg til & vera delta neytral, 0g er gamma neytral. Vi ser at
for det underliggjande papiret er A = 1 og I' = 0, dette er trivielt. Ser no at sidan
gamma til det underliggjande papiret er null kan vi ikkje bruke dette til 4 endra
gammaen til portefolgja.

Ut fra desse eigenskapane forstar vi at for a gjera portefelgja delta- og gamma
ngytral ma vi ferst gjera den gamma noytral ved hjelp av eit derivat, deretter
legge til det underliggjande papiret til den vert delta neytral. Dersom vi gjer det i
motsett rekkjefolgije vil vi «oydeleggje» delta noytraliteten nar vi legg til derivatet.
Vi gdr no fram pa folgjande mate.

V(t,s) = m(t,s) +xprp(t,s) + xss,

her er xp antalet av derivatet og xs antalet av det underliggjande papiret. Dette
gir oss felgjande likningssystem.

Ar+ xDAnD +x5 =0,
I'n +xpl'n, =0.

Som har loysing

Xp = — I
D ].—'nD,
A;-[Drn
= — A,
Xs FnD T

Dersom vi hugsar tilbake til Feynman-Kac, veit vi at den er gitt som

oF oF 1 ,,9°F
+ 15—+ 075" 5=

ot ds 2 052 —rk=0

Dersom vi bruker denne her far vi eit forhold mellom grekarane som ma vera

oppfylt

1
© + rsA + 50'2521-' = 7.
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Dette gir oss ogsd at dersom portefolgja er bade delta- og gamma neytral vil

avkastinga pa denne vera lik den korte marknadsrenta r,

def ITT _
0= o5 = rr.

Eksempel 7.2.2: Put-Call pariteten
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Viss vi tar utgangspunkt i at vi har ei portefelje V som replikerar ein kjopsop-
sjon, x, far vi at denne har delta og gamma som gitt i formel 7.1 pd side 49.
Denne portefolgja enskjer vi a gjere delta og gamma neytral. Dette vil vi prove
a fa til ved a legge til andelar av ein kjopsopsjon, ¢, med folgjande delta og
gamma

A=N(f(tx)) -1,

Lo o)
so/T—t

Og andelar av det underliggjande papiret, i dette tilfellet ein T*-obligasjon,
denne har sjolvsagt, A =10gI' = 0.

Vi ser no at dersom vi trekkjer frd ein andel av salsopsjonen i portefelgja har
vi klart & f& T’ = 0 og star igjen med A = 1. Denne kan vi fa lik null dersom vi
trekkjer frd ein andel av T-obligasjonen. Da far vi at portefolgja V1, med verdi

Vi(t) = my(t, T) — my(t, T) — P(¢, T*)

er delta- og gamma neytral. Sidan vi allereie har vist at ei slik portefelje ma
ha avkastning lik den korte marknadsrenta, det vil seie at vi kan skriva

aVi(t)
ot

=T Vl (i’)
Og dette gir folgjande differensiallikning med loysing
T
Vi(t) —rVa(t) = 0= Vi(t) = Ce i =95,
Grensebetinginga er her ved t = T og er gitt som

Vi(T)=x—¢—P(T,T")
= (P(T, T*) —K)" — (K—P(T, T*))* — P(T, T*)
=P(T,T*) — K — P(T, T")
= —K.



D3 far vi

som gir

Dette gir
—KP(t,T) = nx(t, T) — 7t¢(t, T)—P(t, T).
Dersom vi skriv denne litt om stdr vi igjen med put-call pariteten

(1, T) = m(t, T) + P(t, T*) — KP(£, T).
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Introduksjon til kredittrisiko

Sjelv om obligasjonar i utgangspunktet vert sett pa som ei sikker investering er
innehavaren av obligasjonen i mange tilfelle ikkje garantert & fa heile utbetalinga
han er lova. Dette kan skje dersom obligasjonsutstedaren ikkje greier & innfri
forpliktingane sine. Denne risikoen for insolvens hos utstedar varierer mellom
ulike obligasjonsutstedarar. Sjelvsagt har vi forskjellar i kredittverdigheit blant
private firma. Dei fleste ville nok kravd ein hegare avkastning (yield) pa eit lan til
Altinex i forhold til Statoil. Heller ikkje alle statsobligasjonar er like sikre. Sjelv om
ikkje land kan gé teknisk konkurs er dei ikkje alltid like gode betalarar. Dette forer
til at det vert dyrare for fattige land a lana pengar i marknaden, sidan investorar
ser pa det som ein meir risikabel investering enn a kjope til demes Amerikanske
statsobligasjonar.

Blant obligasjonar utstedt av private selskap, vil vi pd grunn av risikoforskjellen,
ha ein betydeleg forskjell i avkastning (yield spread) mellom dei beste (Aaa rating)
og junk-obligasjonar, som er dei mest utsette. I8.1 ser vi eit eksempel pd denne
forskjellen i yield, definisjon 2.6.3 pé side 13. Vi ser og at i tillegg til & vere avhengig
av risiko er yielden 0g avhengig av lopetid. I avsnitt 9 pa side 57 ser eg pa Mertons
modell for & finne denne forskjellen, som pa ein T-obligasjon, sjelvsagt kjem fram
gjennom ein ldgare pris. Ved a bruke denne metoden finn eg og ei portefelje som
hedgar ein slik obligasjon, denne vil bestd av sikre obligasjonar og andelar av
selskapet sin verdi.
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Lopetid ‘ Klassifisering

Spread Standardavik Tid til innleysing

Short Aaa 0.67 0.083 3.8
Aa 0.69 0.083 4.0

A 0.93 0.107 4.2

Baa 1.42 0.184 44

Medium Aaa 0.77 0.102 10.1
Aa 0.71 0.084 9.2

A 1.01 0.106 9.4

Baa 1.47 0.153 9.1

Long Aaa 0.79 0.088 23.9
Aa 0.91 0.97 21.3

A 1.18 0.125 21.7

Baa 1.84 0.177 21.2

Tabell 8.1: Spread for obligasjonar med forskjelleg lopetid og klassifisering. Am-
mann (2002)

Andre derivat som til demes opsjonar, kan og vera utsett for konkursrisiko hos
utstedar. [ avsnitt 10 pa side 60, bruker eg ein European call option som er utsett
for motpartrisiko som eksempel, og visar korleis ein kan finne ein hedgingstrategi
for denne. Her vil den hedgande portefolgja bestd av papira du treng for 4 hedga
ein risikofri opsjon, og i tillegg andelar av verdien pa selskapet som har utstedt

opsjonen.

56



Mertons modell

I dette kapittelet vil eg bruke Mertons modell til & prise ein T-obligasjon som
er utsett for kredittrisiko. I denne modellen gér vi ut fra at alle innehavarar av
obligasjonar har same rett til utbetaling ved tida T, slik at dei ma dele likt det som
er igjen av pengar i selskapet etter ein eventuell konkurs.

I ein slik situasjon kan verdien av summen av den totale utbetalinga fra eit
selskap til innehavarane av alle obligasjonar utstedt av dette selskapet skrivast
som

X = min(Ar,K) = K — (K= Ar)" = K(1-Y,),

der

Aty +

Her er A; verdien av selskapet ved tid t, og K er det selskapet har forplikta seg til
a betale obligasjonseigarane ved tid T. Prisen pd X ved tid ¢, vil sjelvsagt vere gitt
som

wx(t,T) = K(P(t, T) — 7y, (1, T)).
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Og verdien av ein obligasjon blir, sidan kvar av desse skal betala ut 1 ved tida T,

PA(LT) = %nx(t, T) = P(t,T) -y, (1,T).

Her ser ein at verdien av ein risikabel obligasjon er verdien av ein sikker obligasjon,
minus verdien av ein salsopsjon pa ein K-del av selskapet sin verdi. Dette verkar
fornuftig sidan eigarane av selskapet kan «selje» selskapet til obligasjonseigarane
for K, ved tida T, dersom Vr < K. No ser vi at ein slik risikabel obligasjon
kan hedgast ved a kjope ein risikofri obligasjon og selje ein salsopsjon pa ein
K-del av verdien av firmaet, denne opsjonen ma ha strikeprice 1. Vi veit at ein
salsopsjon kan hedgast ved a bruke ei sjelvfinansierande portefolje som bestar av
det underliggjande papiret og T-obligasjonar. Denne skriv eg som

Vi =hA + ]’lzp(t, T)
Vi gdr no ut frd at A; er mogeleg a omsetje i marknaden og at

dAt = T’tAt df + AtU',(t) th,
dP(t,T) = rP(t, T)dt + P(¢t, T)V' (t, T) dW;,

med o(t) og v(t, T) deterministisk. Dersom vi bruker same framgangsmate som i
avsnitt 5 pd side 31, far vi at prisen pa salsopsjonen Y, er gitt som

my,(t, T) = P(t, )N (g(t,x)) — % (g(t,x) —a(t,T)), 9.1)

der

(1)~ DA 3 T)
g a(t, T) /

a(t,T) = /tT lo(s, T) — o(s)|*ds.

9.1 Hedgingstrategi for ein risikabel obligasjon

For & finne portefeljen Visom hedger Y, bruker vi same framgangsmate som i
avsnitt 5.1 pa side 32, dette gir den replikerande portefelgja V; = hyA; + haP(t, T)
med

= —%N(g(t,x) —a(t,T)), ©92)
hy = N (g(t,x)).. (9.3)
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For & hedga den risikable obligasjonen mé vi ha ei ny portefolje V/ = P(t,T) — V;.
Denne finn vi ved a bruke formel 9.2 pd forre side og formel 9.3 pa forre side og
sette inn for V;,

Vi = P T) + SN (g(t,x) — a(t,T)) N (3(t,2)) P(L,T)
A
= P(L, TN (=g(t,x)) + LN (g(t,x) — a(t, T)).
No ser vi at vi kan hedga ein risikabel T-obligasjon med N'(—g(t, x)) sikre T-
obligasjonar og +\ (g(t,x) —a(t, T)) andelar av den totale verdien av bedrifta.
9.2 Hedgingstrategi for kreditderivat

kreditderivat er derivat som er skrive pa rein kredittrisiko, det tyder at utbetalinga
berre er avhengig av kredittrisiko, ikkje andre variablar som renta. Eit deme pa
dette er gjeldsforsikring som er forklart under, men det finst mange andre, eg kan
nemne mellom anna spread opsjonar og Total-Return swaps, Duffie og Singleton

(2003). Typisk vert desse brukt av finansinstitusjonar som, til demes, bankar, for a
flytte risikoen i forhold til firma som ikkje klarer & innfri gjelda si, over pa andre
som er meir villige til a ta denne risikoen.

9.2.1 Gjeldsforsikring

Den enklaste forma for kreditderivat er ei gjeldsforsikring, ei slik forsikring
garanterer at innehavaren av denne kan oppfylle sine forpliktingar. For & finne
prisen pa ei slik bruker vi at ein forsikra obligasjon vert rekna som sikker, og
derfor vil ha same pris som ein sikker obligasjon. Dette gir saman med formel 9.1

pa forre side, prisen pa gjeldsforsikringa som forskjellen mellom prisen pa ein
sikker og ein usikker obligasjon,

G(t,T) = P(t,T) — PA(t,T) = P(t,T) — P(t,T) + 7y, (t, T) = 7y, (t, T)

= P( TIN(3(t, %)) — RN (g(t,x) —alt, T)).

Og denne vil som forklart tidlegare hedgast med V; = h1V; + hyP(t, T), der h; og
hy er gitt i avsnitt 9.1 pd forre side.
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Hedging med motpartrisiko

I dette kapittelet gar eg vidare til & prise eit derivat, som er utsett for kredittrisiko,
og deretter finne portefolgja som hedger dette kravet.

Vi lar Y" vere ein European call option pa ein T*-obligasjon, Y° = (P(T, T*) —
K)*, og gar ut fra at det er fare for insolvens hos motparten; det vil seie at det
er ein sjanse for at han ikkje kan betale ut alt han er skyldig ved T. La A; vere
verdien av motparten, inkludert gjeld, la D vera ein kritisk mengde slik at viss
At < D, vil berre ein del av den totale gjelda verte betalt, det er naturleg & tenke
pa D som motpartens totale gjeld.

Dersom vi gar ut fra at alle debitorane har lik prioritet kan vi skriva den verdien
av Y som

Y = (P(T,T") = K)" (1{a,>py + 011 {a,<D})-

Vi gar ut fra at o7 = 47, da far vi

At

Y = (P(T,T) = K)* (L{a20) + Tl ar<n) )-

Det ser ut som Y kan hedgast med ei sjelvfinansierande portefelje som bestar
av T- og T*-obligasjonar og i tillegg verdien av bedrifta, Ar, V; = ho(t)A; +
hy(t)P(t, T*) 4+ ha(t)P(t,T), for & finne denne ma vi forst og fremst prise kravet.
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10.1 Prising av risikabel ECO

For a prise dette kravet gar vi ut fra at
dAt = TtAt df + AtU'/(t) th
dP(t,T) =rP(t, T)dt + P(t, T)' (t, T) dW;
dP(t, T*) = rP(t, T*)dt + P(t, T*)9'(t, T*) dW;.
For & finne prisen bruker vi no P(t, T) som numeraire (forward measure)

T P + Z]‘{
my(t, T) = P(t,T)E [(ZT - K) (1{2‘{29} + 31{z¥<p}) | ft]

Her er
P(t, T*
Z = P((t, T))’
A
2 = P(t,tT)
Og vi har
dzl = zPol(t, T) dW/
dzf = zAd, (t, T) dWT
med

op(t,T) =v(t, T") —ov(t, T)
oa(t,T) =0c(t) —o(t, T).

Vigérutfraato(t), v(t, T*) og v(t, T) er avgrensa og deterministiske, det medferer
at Z!' og Z{! er lognormalfordelt. Har d&

log Z#—log Z{+%a% (1,T)
ap (t,T)

Z{ log Z¥ —log ZP + a3 (1,T)
def ar(ET) ~ N2(0,1, 0(t, T)). (10.1)
Z;

Der U ~ N3(0,1,p) betyr ei binormalfordeling, med forventing 0 og kovarians-

14

matrise,
Var(lll) COV(Ul, llz)
Cov(Uy,Uy)  Var(Uyp)
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Her er

_ o7
Pt T) = G AT

T
as(t,T) :/t lop(s, T)|>ds

1 T) = [ loals, )P ds
T
o, T) = /t oh(s, T)oa(s, T) ds

Dersom vi no skriv Y som

p i
Y =Z71 e g za5py — Klgzeog zaspy + D Yzp>kz4>p)

KZ#
Tl{z§’>K,z§‘zD}/

og bruker denne i lag med formel 10.1 pa forre side far vi etter ein del rekning,
vist i Paulsen (2005), at prisen pa Y ved tida t er

mty(t, T) =P(t, T*)N2 (b(t, ZF),b(t, Z{"), p(t, T))
— P(t, T)KNa(c(t, Z{), c(t, Z{1), p(t, T))

P(t, T*)A
Sl TN e, 20) a6, 20), =p (1 T)

AK
- %NZ (e(t, th),e(t, Z{‘)f _p(t/ T))/

her er

d(t,x1) = ap(x1) +ap(t, T) ql((tg ?),
d(t,xp) = — (IXA(xz) +aa(t,T) - aqfq(;;,?))'
e(t,x1) = ap(x1) + i((tg,?)/

e(t,xa) = —(wa(x2) +aa(t, T)),
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10.2 Hedgingstrategi for risikabel ECO

No har vi eit bra utgangspunkt for 4 finne hedgingstrategien for derivatet, vi ma
finne den sjolvfinansierande portefolgja V; = ho(t)A¢ +h1 (£)P(t, T*) + ha(t)P(t, T),
som hedger Y. Denne har folgjande dynamikk

dV; = ho(t) d Ay + hu (£) AP(t, T*) + ha(£) AP(t, T).

Fra teorien om endring av numeraire har vi at denne portefelgja og vil vera
sjolvfinansierande i Z-marknaden, det gir

dVZ = ho(t)dZ2 + hy(t)dZ?, (10.4)
og vi har definert

G 7T (t T) def
7 t o Y\, del P 174
G = P(t,T)  P(t,T) C(t,Zi, Zf)-

Dersom vi no bruker Itd’s formel pa C(t, ZF, Z}) og for & fa ein meir oversiktleg
notasjon bruker C for C(t, ZF, Z{#) far vi
1 1
dC =Cydt + Cy dZ; + Cy, dZf + 5 Cry, (AZ)* + 5 Conn (A Z]1) (10.5)

+ Cyr,dzP dzf
=Cy, dZ}f + C,dZ{

1 1
+ <Ct + ECxlxl (Zf)zo'lz)(t, T) + ECXZXZ(ZtA)ZU;Zq + CxleZtPZ;qU'PU'A> dt.
(10.6)

No ser vi at viss C(f, Zf , ZtV ) skal ha same dynamikk som VtZ har vi fr formel 10.4

og formel 10.6 at

1 1
i+ Ecxlxl (th)zglz?(tl T) + Ecxzxz(zfl)zoﬁl + CxlxzzthtAO'PUA = 0.
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Vi fér og
w(t 21,21,

w(t 2,71,
hz(ﬂ =C(t, 25,78 —ho(1) 28 — he (1) ZF

C
C

No ser vi at vi har andelane i dei forskjellege papira vi skal bruke for & hedga Y,
utrykt ved C(t,ZF, 7)) og dei deriverte av denne. Vi kan no finne desse sidan vi
veit at

C(t,x1,x2) =x1N3(b(t, x1), b(t, x2), p(t, T)) — KN2(c(t, x1), c(t, x2), p(t, T))

+ %ew,m\@ (d(t, x1),d(t x2), —p(t, T)) (10.7)
— 2N et 1) elt 32), (4, T). 108

Viss vi no deriverer formel 10.8 med omsyn pd x1 og x», og for enkeltheits skuld
skriv V for N, og bruker A, og N-, for den deriverte, med omsyn pa henholdsvis
det forste og det andre argumentet, far vi

Coy =N (b(t,31), bt 32), (1, T)) + 1Mz, (b(E, 1), b(t, %2), p(6, T)) b, (1, 71)
- K/\/’zl (C(tr xl)/ C(t/ xZ)' p(t, T))Cxl (t’ xl)
+ %€¢(t’T)N(d(t/ xl)r d(t/ Xz), _p(t' T))
n %ewm/\/m (d(t,x1),d(t,x2), —p(t, T))dx, (£, x1)
_ sz

?/\/;1 (e(t,x1),e(t,x2), —p(t, T))ex, (t,x1) (10.9)

0g

Cx, —xlNzZ( (t,x1),b(t, x2), p(t, T)) by, (£, X2)
N, (et x1), ¢(t, x2), p(t, T)) e,y (£, x2)
+ 1 D et )N(d(t x1),d(t x2), —p(t,T))

+ %e(f)(t'T}NZz (d(t, xl)/d(t/ xZ)/ _p(t’ T))dXZ(t/ xZ)
_ g./\/'(e(t, x1),e(t,x2), —p(t, T))

XZK

— TN’ZZ (e(t,x1),e(t, x2), —p(t, T))ex, (t x2). (10.10)
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Vi ser at
by, (t,x1) = cx, (£, x1) = dy, (£, x1) = ex, (£, x1),
0g
by, (£, x2) = €, (t,x2) = —dy, (£, x2) = —ex, (£, x2).
[ avsnitt A.2 pa side 69 vert det vist at

xl/\le( (t,x1),b(t, x2),p(t,T))
N ( (t xl) (t,)Q),p(t, T)), 1= 1,2

0g

x1e?CDN (d(t, x1),d(t x2), —p(t, T))
= KN, (e(t, x1),e(t, x2), —p(, T)), i=12.

(10.11)
(10.12)

(10.13)
(10.14)

No far vi fra formel 10.9 pa forre side kor stor del av portefolgja som skal vera i

verdien av utstedarselskapet, A,
ho(t) =Cx, (t, 27, Z{")

:%e‘i’(t,ﬂ/\ﬁ (d(t,x1), d(t, x2), —p(t, T))

K
— 5./\/'2 (e(t,x1),e(t,x2), —p(t, T)),
kor stor del i T*-obligasjonar
hi(t) =Cu, (t, ZF, Z{")
=N>(b(t, x1),b(t, x2), p(t, T))

At e¢(t’T)N2(d(t, x1),d(t/ x2), _p(t/ T))’

TP 1D

og resten i T-obligasjonar
ho(t) = C(t, 2}, Z{") — ho() Z{" — hi (D) Z{
= —KN>(c(t, x1),c(t, x2),p(t, T))

me ¢t T)N2 (d(t, xl),d(t, Xz), —p(t, T))
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No vil den sjolvfinansierande portefolgja V; = ho(t) Ay + hq (£)P(t, T*) + ha(t) P(t, T)
replikera det risikable kravet vart dersom visse krav er oppfylt. Ein del av desse
krava som til demes kontinuerleg oppdatering av portefelgja vil som nemnt tidle-

gare i oppgdva vera vanskeleg & oppfylle, spesielt nar det gjeld selskapet sin verdi,
A som ikkje alltid er omsetteleg i det heile.
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Oppsumering og konklusjon

I denne oppgdva har eg sett pa korleis vi, iallfall i teorien, kan hedga ulike
finansielle kontrakter ved a bruke kontrakten sitt/sine underliggjande verdipapir,
og ei risikofri plassering. Eg har vist at for dei fleste vanlege derivat er det fullt
mogeleg & finna ei portefolje som til einkvar tid hedgar derivatet, forutsatt at vi
kan oppdatera denne kontinuerleg. Vi kan og ved & bruka ulike paritetar utvida
desse resultata, fra dei vanlege kjops- og salsopsjonane eg har brukt som deme, til
meir kompliserte kontrakter.

Eg har vist ved simulering kva som vert resultatet, ndr vi prover & naeerme oss
verkelegheita ved & oppdatere portefolgja i diskret tid. Dette gav som forventa at
hedgen ikkje verkar like optimalt i dette tilfellet som ved kontinuerleg oppdatering.

I den siste delen av oppgdva har eg, ved & bruke same tilneermingsmate, forsekt
a hedge derivat som er utsatt for kreditrisiko hos utstedar. Dette gir ein meir
komplisert utrekning, men eg finn at vi 0g kan hedge desse derivata, forutsatt at
verdien av utstedarselskapet er omsetteleg.

Ein naturleg veg & ga vidare vil vera a forsekje a finne portefelgjen som hedgar
ein opsjon med motpartrisiko dersom utstedar si gjeld og er stokastisk. Det ville
0g vore interessant og sett pa ein opsjon der det underliggjande papiret er utsett
for kredittrisiko.
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Appendix



Bevis

A.1 Normalfordeling

Skal visa at uttrykka er like

KN'(d—b(t,S,T)) = \/;Tr exp{InK — %(d Cb(t,S,T)))

set inn for In K fra formel 4.9 pa side 29 og far

_ \/;Tr exp{—db(t,S,T) + %bz(t, 5,T)+1In I;Ei 3 — %(d —b(t,5,T))*}
o P(t,T) 1

= Jae exp{—In P(L,3S) EdZ}

CP(LT)

= 55V @

A.2 Multinormalfordeling

Skal bevise formel 10.12 pa side 65, set for 4 fa ein lettare notasjon o(t,T) =p,
b(t,x1) = by, b(t,x2) = by og tilsvarande for c(t, x;),i = 1,2

xl'/v;i (bl’ bz’ p) = K'/\/‘Zl (Cll C2, P)/ i= 1/2
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For a vise dette tar eg utgangspunkt i den andrederiverte til funksjonane, Vi har
KNz,z, (e(t x1),c(t, x2),0(, T)) = KNS,z (c1, 02, p0)
0g
XNz, (b(E x1), b(E, x2), (8, T)) = x1Nz,z, (b1, b2, p).
Slik at det er tilstrekkeleg a visa
KNz, (c1,¢2,0) = x1NZyz, (b1, b2, p).

Har fra Casella og Berger (2002)

S R S
27t4/1 — p? P 2(1_P2)(

Viss vi no set inn for InK frd formel 10.2 pa side 63 far vi at dette vert

KNz, (c1,60,p) = a3 —2papas + uci) +InK}.

P(t,T%) 1 1 , .
b e, N
P(t,T) 2n\/TTi}§‘eXp{ 2(1__p2)(“P plapay) +a3)

1
—wapap(t, T) — Ea%(t, T)}

_L {_;
Tonyi 2 P2

—2o(ap+ap(t,T)) (txA + Z%/?)) + (ocA + at((t;/?) )2}
=x1Nzz, (b1, b2, 0).

{(ap+ap(t,T))

No har vi vist at dei deriverte er like, viss vi i tillegg kan vise at funksjonane er
like i eit punkt er det ok, dersom vi set t = T vert x; = P(T,T*), b(t,x1) vil ga
mot c(t,x1), b(t, xp) vil ga mot c(f, x2) og K gar mot x1, det vil seie at funksjonane
er like.
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R programmkode

B.1 Exhange opsjon

B.1.1 Program som simulerer hedginga

diff2=NULL
diff3=NULL

for(j in 1:100){
n=3500

gq=1.25
d=0.06
r0=0.06

v=0.15
T=2
T1=5
T2=10
t0=0

dt=(T-t0)/n

dW=rnorm(n,0,sqgrt(dt))
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dWl=rnorm(n,0,sqgrt(dt))
dWw2=rnorm(n,0,sqgrt(dt))

a2=NULL
a3=NULL
r=NULL
r[1l]=r0
B=NULL
B[1]=0.6
P1=NULL
P1[1]=0.6
P2=NULL
P2[1]=0.4
K1l=4
K2=1
g=NULL
PI=NULL
b2=NULL
eta=NULL
phi=NULL
eta2=NULL
phi2=NULL
eta3=NULL
phi3=NULL
V=NULL
V1=NULL
V2=NULL
V3=NULL
ul=NULL
u2=NULL
wl=NULL
w2=NULL
for(i in 1l:(n-1))
{
rii+l]=r[i]+g*(d-r[i]) * dt +v*dwW[i]
Pl[i+1]=Pl[i]+xr[i]*Pl[i]*dt+v/g*(l-exp(-g*(n-i+(3*1750))/
1750))*P1[i]*dwWl[i]
P2[i+1]=P2[i]+r[i]*P2[i]*dt+V/q*(1—exp(—q*(n—i+(8*l750))/
1750) )*P2[i]*dwW2[i]
b2[i+1]=((v"2)/(2*q"3))*((exp(-g*T2)-exp(-q*T1))"2)*(exp(2*q
*T1)-exp(2*g*(1/1750)))
g[i+1]=(log(K1*Pl[i+l]/K2*P2[i+l])+0.5*b2[i+1])/sqrt(b2[i

+117)
PI[i+1]=P1l[i+1]*pnorm(g[i+1])-K2*P2[i+1l]*pnorm(g[i+1l]-sqrt(
b2[i+1]))
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eta[it+l]= -K2*pnorm(g[i+l]-sqrt(b2[i+1]))
phi[i+1]=pnorm(g[i+1])
V[i+l]=eta[i+1]*P2[i+1]+phi[i+1]*P1[i+1]
eta2[1l]= -K2*pnorm(g[2]-sqrt(b2[2]))
phi2[1]=pnorm(g[2])

eta3[1l]= -K2*pnorm(g[2]-sqgrt(b2[2]))
phi3[1]=pnorm(g[2])

V2[1l]=eta2[1]*P2[2]+phi2[1]*P1[2]

if((i-1)%%7 == 0){
eta2[i+l]=eta[i+]1]
phi2[i+1]=phi[i+1]
Vi[i+l]=eta2[i+1]*P2[i+1]+phi2[i+1]*P1[i+1]
a2[(i-1)/71=VI1[i+1]-V1[i]

}

else {
eta2[i+l]=eta2[i]
phi2[i+1]=phi2[i]

}
if((i-1)%%35 == 0){

eta3[i+l]=eta[i+]1]
phi3[i+1]=phi[i+1]
V3[i+l]=eta3[i+1]*P2[i+1]+phi3[i+1]*P1[i+1]
a3[(i-1)/351=V3[i+1]1-V3[1i]

}

else {
eta3[i+l]=eta3[i]
phi3[i+1]=phi3[i]

V1[i+l]=eta2[i+1]*P2[i+1]+phi2[i+1]*P1[i+1]
V3[i+l]=eta3[i+1]*P2[i+1]+phi3[i+1]*P1[i+1]
ul[i+l]=(eta2[i+1]*P2[i+1])/V1[i+1]
u2[i+l]=(phi2[i+1]*P1l[i+1])/V1[i+1]
wl[i+l]=ul[i+1]*(eta2[i]*P2[i+1]+phi2[i]*P1[i+1])
w2[i+1]=u2[i+1]*(eta2[i]*P2[i+1]+phi2[i]*P1[i+1])
V2[i+1]=wl[i+1]*P2[i+1]+w2[i+1]*P1l[i+1]
}

diff2[j]=sum(a2)

diff3[j]=sum(a3)

}

library(Hmisc)

setps("modell" ,w=5, h=5)

par (mfrow=c(2,2))

73



plot(seq(0,2,length=length(r)),r,type="1",main=expression(paste
('Hull-White_prosess.’ )),xlab='Tid_i_4r’,ylab="Rente_",6 las
=1,col='blue’)

plot(seq(0,2,length=length(P1l)),Pl,type="1",main=expression(
paste(’5_ars_obligasjon.’)),xlab='Tid_i_4r',ylab="Verdi",
las=1,col='purple’)

plot(seq(0,2,length=length(P2)),P2,type="1",main=expression(

paste(’10_A&rs_obligasjon.’)),xlab='Tid_i_ar’,ylab="Verdi",
las=1,col='black’)
dev.off ()

setps("utvikling",w=5,h=5)

par (mfrow=c(2,2))

plot(seq(0,2,length=length(PI)),PI,type="1",main=expression(
paste(’Verdien_pd_opsjonen’)),xlab='Tid_i _&r’,ylab="Verdi",
las=1,col='red’)

plot(seq(0,2,length=length(eta)),eta,type="1",main=expression(
paste(’Ant._10_4rs_obligasjonar.’)),xlab='Tid_i _4&r’,ylab="
Verdi",las=1,col='orange’)

plot(seq(0,2,length=1length(phi)),phi,type="1",main=expression
paste('Ant._5_ars_obligasjonar.’)),xlab='Tid_i_&r’',ylab="
Verdi",las=1,col='green’)

dev.off()

setps("pris",w=5,h=6)

par (mfrow=c(3,1))

plot(seq(0,2,length=length(V)),V,type="1",main=expression(paste
('Kontinuerlig,_oppdatert_portefeglgje.’)),xlab='Tid_i, 4&r’,
ylab="Verdi",las=1)

plot(seq(0,2,length=length(V1l)),Vl,type="1",main=expression (
paste('Portefolge_oppdatert_dagleg.’)),xlab='Tid_i _&r’,ylab
="Verdi",las=1)

plot(seq(0,2,length=length(V1l)),V3,type="1",main=expression (

paste(’'Portefolge_oppdatert_ukentlig.’)),xlab='Tid_i_A&ar’,
ylab="Verdi",las=1)
dev.off()

mean(diff2) #forventinga til underskotet ved dagleg oppdatering
var (diff2) #variansen til underskotet ved dagleg oppdatering

mean(diff3) #forventinga til underskotet ved ukentleg
oppdatering

var (diff3) #variansen til underskotet ved ukentleg oppdatering

t.test(diff2,conf.level=0.99)
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t.test(diff3,conf.level=0.99)
t.test(diff2,diff3,conf.level=0.99)

B.1.2 T-tester

Tester om det er forskjell mellom ukentlig- og dagleg oppdatering.

Welch Two Sample t-test

data: diff2 and diff3
t = 0.2158, df = 196.402, p-value = 0.8294

alternative hypothesis: true difference in means is not equal
to 0

99 percent confidence interval:

-0.03485230 0.04115907

sample estimates:

mean of x mean of y

0.07553163 0.07237825

Tester om kapitalbehovet ved dagleg oppdatering er positivt

One Sample t-test

data: diff2

t = 7.0016, df = 99, p-value = 3.071le-10
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0
99 percent confidence interval:

0.04719875 0.10386451

sample estimates:

mean of x

0.07553163

Tester om kapitalbehovet ved ukentleg oppdatering er positivt

One Sample t-test

data: diff3
t = 7.3444, df = 99, p-value = 5.915e-11
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0
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99 percent confidence interval:
0.04649524 0.09826125

sample estimates:

mean of x

0.07237825

B.2 The Greeks

#Lite program som tegner graf over grekarane

P1=0.9 #verdien p8 T-obl.

K=100 #strikeprisen
a=0.1 #volatilitet
P=c(0:200)

sigma=0.4 #volatilitet
T=2.3 #utlep

t=2 #tid

r=0.05 #renta

library(Hmisc)

setps("Delt" ,w=5,h=5)

par (mfrow=c(3,2))

#Tegner Delta

plot(P,pnorm((log(P/K*P1)+0.5*a"2)/a),type="1",xlab="P(t,T)’,
ylab='Delta’)

#tegner Gamma

plot(P,dnorm((log(P/K*P1)+0.5*a"2)/a)/(P*sigma*sqrt(T-t)),type=
"1",xlab='P(t,T)’,ylab='Gamma’)

#Tegner tetha

plot(P,-( (P*dnorm((log(P/K*P1)+0.5*a"2)/a)*sigma)/(2*sqrt(T-t))
)-r*K*exp(-r*(T-t))*pnorm((log(P/K*P1)+0.5%*a"2)/a-a),type="1
",xlab='P(t,T)’,ylab='Theta’)

#Tegner rho

plot(P,K*(T-t)*exp(-r*(T-t))*pnorm((log(P/K*P1)+0.5*a"2)/a-a),
type="1",xlab="P(t,T)’,ylab="'Rho’)

#Tegner Vega

plot(P,P*dnorm((log(P/K*P1l)+0.5*%a"2)/a)*sqrt(T-t),type="1",xlab
='P(t,T)’,ylab='Vega’)

dev.off ()
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